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Teorema Noether si fundamentele modelarii
matematice

Rezumat. Modelele matematice ale sistemelor fizice se exprima ca ecuatii
diferentiale ordinare sau cu derivate partiale care provin din legile de conservare.
Aceasta asigurd corecta formulare a unui model matematic in sensul
completitudinii, minimalitdtii si noncontradictiei expresiei acestuia. Mai mult,
bazate pe limbajul matematic in modelele matematice cuvintele sunt rectificate.
Definite intr-o manierd minimald si necontradictoric modele matematice nu se
confrunta cu pericolul circularitatii. Teorema Noether aratd ca legile de
conservare provin din simetrii aplicate Lagrangeanului sistemului fizic considerat.
Aceasta arata la baza Universului nostru predictibil se afla conceptul de simetrie.
Daca exista o lege de conservare, atunci Lagrangeanul trebuie sé fie invariant la
anumite transformdri punctuale infinitezimale, continue. Teorema Noether
constituie fundamentul modelarii matematice.

1. Modele lingvistice versus modele matematice

Intr-un fel sau altul, toti oamenii, ca fiinte rationale, sunt familiari cu modele ale
lumii inconjuratoare, asa numitele modele mentale, pe care le utilizeaza in fiecare
moment al existentei lor. Deciziile pe care le ludm nu sunt bazate pe lumea reala, ci
pe imaginea mentala pe care o avem asupra lumii, pe imaginea mentald asupra
relatiilor dintre componentele lumii reale si pe influenta actiunilor noastre asupra
ei. Modelele mentale constituie deci reprezentarea intelegerii noastre a unei
portiuni a creatiei pe care am constientizat-o. Deoarece suportul gandurilor noastre
este cuvantul, si aga cum foarte frumos o spune Miron Costin ci ,,/imba noastra
este iscusita oglinda a mintii omenesti“, modelele mentale sunt de fapt modele
lingvistice. Cu alte cuvinte, oamenii Intr-un fel sau altul reprezinta intelegerea lor
asupra lumii, adica asupra portiunii de univers in care sunt interesati, sub forma
unei descrieri lingvistice, exprimatd sub forma uni corp de asertiuni (teoreme) de
tipul: daca ... atunci ....

Modelele mentale au anumite avantaje care le fac foarte utile. Un model
mental este flexibil In sensul ca poate lua in consideratie un domeniu de informatii
mult mai mare decat cel numeric. Acesta se poate adapta rapid la noi situatii si se
poate modifica de indata ce noi informatii au devenit disponibile. Modelele mentale
sunt filtre prin care noi interpretdim experientele noastre, evaludm planuri de
actiune si alegem diferite variante de actiune. Intr-un anumit sens, marile sisteme
filosofice, politice, doctrinele economice, teoriile fizice, literatura sunt modele
mentale.
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Dar, modelele mentale au in acelasi timp anumite dezavantaje care lasa o
umbri de regret in utilizarea lor. In primul rind acestea nu sunt usor de inteles de
catre altii. Interpretarea lor este foarte dependenta de analist. Apoi, ipotezele pe
care acestea sunt construite, de obicei, sunt foarte dificil de examinat §i poate chiar
de acceptat. Ambiguititile si contradictiile continute in aceste modele pot rimane
nedetectate, neexplicate si chiar nerezolvate. Faptul cd avem dificultdti in
intelegerea modelelor mentale propuse de altii pare ceva foarte natural. Mai
surprinzator este faptul cad noi (ca fiinte rationale) nu suntem foarte buni in
constructia si Intelegerea propriilor noastre modele mentale sau 1n utilizarea lor in
procesul de luare a deciziilor. Psihologii au ardtat cd nu suntem capabili decat in a
considera un numar foarte mic de factori in luarea deciziilor. Cu alte cuvinte,
modelele mentale pe care le utilizam In procesul de luare a deciziilor sunt extrem
de simple. Deseori acestea sunt imperfecte, deoarece in mod frecvent persistam in
eroare in deducerea consecintelor din presupunerile pe care acestea se bazeaza si
adesea aceste modele exprima ceea ce ne-ar place noud sa se Intdmple si nu ce se
intdmpla in mod real. Cel mai mare defect al acestor modele este faptul ca acestea
ca si constructii intelectuale nu satisfac criteriile de completitudine, minimalitate si
noncontradictie a asertiunilor care compun acest model. Este foarte posibil ca intr-
un model lingvistic sd omitem anumite teoreme foarte importante care schimba
complet semnificatia acestuia. Evident ca se pot introduce anumite asertiuni care
contrazic alte asertiuni pe care le-am considerat in rationamentul nostru. Mai mult
decét atat, In utilizarea acestor modele apare problema foarte spinoasa a rectificarii
cuvintelor folosite in descrierea asertiunilor modelului. Problema corectitudinii
numelor este foarte veche. Epopeile homerice' contin foarte multe informatii
asupra numelor zeilor sau a unor personaje care sunt definite conform atributelor si
caracteristicilor lor. Poetii, scriitorii si inteleptii antici au relevat intotdeauna
aceastd preocupare de a scoate in evidentd faptul cd numele corespunde unei
anumite trasaturi definitorii a lucrului sau personajului respectiv. In acest sens se
poate face o listd foarte lungd de interpretari ale numelor zeilor sau eroilor din
Grecia anticd. Socrate ne informeaza ca, In timpul lui, sofistul Prodicos tinea
prelegeri despre aceste probleme. In acelasi timp Protagoras a scris o lucrare despre
corectitudinea numelor, iar Platon a precizat-o in dialogul Kratylos. Dupa cum este
cunoscut, Socrate sustinea ca lucrurile au fiecare esenta lor si ca aceasta se poate
preciza intr-o definitie care-i continutd in numele lucrului respectiv. Pentru el
corectitudinea numelor Inseamna ca ,,numele corect arata insasi natura lucrului®.
In Kratylos el aratd ca numele sunt date de un onomatourgés (creatorul de nume),
,»0 Specie de creator care se iveste cel mai rar printre oameni‘. Cu alte cuvinte, nu
oricine este Indreptatit sd stabileasca numele unui lucru, ci numai cel care cunoaste

" Intreaga culturd si civilizatie europeani se bazeazd pe epopeile Homerice: lliada si
Odiseea, si pe Biblie. Altfel spus, in afara Bibliei, doar Iliada si Odiseea au avut o asemenea
influentd 1n sensul definirii conceptelor fundamentale cu care operam si astdzi. Ceea ce este
foarte important de notat este faptul ca acestea la inceput au fost transmise pe cale orala.
Grecii au fost cei care au inventat un sistem de scriere simplu si eficient, prin asocierea unui
semn fiecarui sunet. Acest principiu a facut posibila invatarea rapida a acestuia, ceea ce a
permis consemnarea ideilor. Sa ne reamintim ca tot orientul era plin de scribi.
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natura lucrului, deoarece numele sunt instrumente de cunoastere a esentei
permanente si invariabile a lucrurilor [Dumitriu, 1986, vezi si 1993, 195, 1997]. Ca
atare, problema aceasta a rectificarii cuvintelor limiteaza foarte mult utilitatea unui
model lingvistic intr-un grup de oameni. In finalul acestei caracteriziri a modelelor
lingvistice, pe langa defectele mentionate trebuie sa remarcam faptul ca in procesul
de analiza (rezolvare) a acestora este foarte posibil sa apara pericolul circularitatii.
Aceastd problema a circularitatii sistemelor formale a fost precizatd de Godel, care
a aratat ca speranta de a exprima cunoasterea intr-un mod formal este iluzorie si ca
exista in sistemele logice formale principale (ca acela al lui Russel si acela al lui
Zermelo-Fraenkel dezvoltat de von Neumann) sau in sisteme inrudite, probleme
(asertiuni, teoreme) relativ simple care nu se pot rezolva in acel sistem. Cu alte
cuvinte, Godel a aratat ca in sisteme logico-formale (lingvistice), utilizdnd semnele
sistemului si regulile de inferentd ale acestuia este posibil ca o expresie corect
formulata in sistem sé fie nedecidabila. Astfel Godel a relevat divortul care exista
intre adevar si demonstrabil in cadrul sistemelor formale (modelelor lingvistice).
intelesul termenului de nedecidabil este ci asertiunea respectivd din modelul
lingvistic considerat nu este nici demonstrabila si nici nedemonstrabild in sistemul
in care a fost formulata conform regulilor acelui sistem [Dumitriu, 1998, pg. 226].
Vedem deci ca modelele lingvistice au limitari foarte serioase care ne plaseaza intr-
o stare de interogatie foarte profunda in ceea ce priveste utilizarea lor.

Esecul utilizarii in mod rational a modelelor lingvistice in luarea deciziilor
a fost foarte bine explicat de cercetitorii comportarii grupurilor de oameni in
organizatii. Acestia au aratat ca deciziile nu sunt luate prin considerarea rationald a
obiectivelor, optiunilor §i a consecintelor, ci acestea sunt ficute in baza unor
prejudecdti, utilizand proceduri standard care se bazeaza pe traditii, precum si pe o
foarte mica adaptare a conceptiilor la noile conditii. Perspectivele luarii individuale
a deciziilor pot fi foarte parohiale in sensul cé acestea pot fi puternic influentate de
contextul organizational, relatiile cu autoritatea, presiuni externe sau interne,
perspective culturale, precum si 0 anumita motivatie personald. Ca atare, multe
decizii bazate pe modele mentale sunt total incorecte. Totusi acestea au o anumita
importantd care nu trebuie ignoratd. Modelele mentale constituie o prima
reprezentare a portiunii creatiei in care suntem interesati ce constituie fundamentul
elaborarii modelelor matematice asociate acelei portiuni.

Prin model matematic intelegem o exprimare in simboluri matematice,
utilizand concepte matematice, a relatiilor care se instituie intre variabilele si
parametrii proprii unei portiuni a creatiei in care suntem interesati. De cele mai
multe ori 1n relatiile (deseori vectoriale) care descriu modelul matematic intervin
variabilele si derivatele lor, ceea ce exprimd, pe de-o parte caracterul local al
modelului, precum si pe cel de predictibilitate, pe de alta parte. Modelele
matematice ofera o serie de avantaje fata de cele lingvistice. In primul rind acestea
nu sufera de nici unul dintre defectele modelelor lingvistice pe care le-am discutat
mai sus. Acestea sunt explicite in sensul ca ipotezele si presupunerile pe care se
bazeaza sunt publice si la indemana oricarei critici. In al doilea rand consecintele
(logice) care rezultd din rezolvarea acestora sunt bine justificate matematic. in
final, acestea sunt mult mai comprehensive fiind capabile sa gestioneze simultan o
multitudine apreciabila de factori.
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Dar, cea mai importanta caracteristica a modelelor matematice este ca
acestea se scriu pe baza legilor de conservare. Esenta unui model matematic este
datd de legile de conservare invocate in scrierea acestuia. O lege, sau o lege a
naturii, este o generalizare stiintificd bazatad pe observatii empirice repetate de-a
lungul anilor §i care este acceptatd de comunitatea stiintificad. Scopul fundamental
al stiintei este descoperirea legilor. Trebuie sa facem o distinctie clara intre legile
naturii si alte legi cum ar fi cele civice, morale, religioase etc. Legile naturii sunt
concluzii bazate pe experimente stiintifice controlate, care pot fi repetate de-a
lungul timpului. Formularea legilor a constituit o preocupare inca din timpurile
antice. Ilustrele figuri ale Babilonului, ale Egiptului antic, ale Greciei, inclusiv
Aristotel, au incercat formularea legilor precizdnd conditia si dorinta fundamentala
a omului de a face predictii, de a cunoaste viitorul. Totusi, cu foarte mici exceptii,
incercarile anticilor in formularea legilor au esuat, datorita mai ales lipsei unor
definitii corecte, operarea cu observatii experimentale lipsite de acuratete, precum
si de prezenta unor prejudeciti de cele mai multe ori de naturd religioasa. De
obicei, legile exprima conservarea unei cantitati, precum §i a simetriilor sau a
omogenitatii spatiului §i timpului. Este important de notat ca aceste proprietati ale
legilor si mai ales exprimarea simetriilor ne face sa spunem ca legile naturii au o
anumitd frumusete intelectuala, o anumita esteticd, care deseori se vede si in
expresia matematica a acestora, laconica, simpla.

Legile naturii sunt consecinte ale diferitelor simetrii matematice. In acest
sens teorema lui Noether este reprezentativa aici deoarece aceasta, dupa cum vom
vedea, leagd legile de simetrii. De exemplu, conservarea energiei este o consecinta
a simetriei temporale (nici un moment de timp nu este diferit de altul, nici un
moment de timp nu este privilegiat), in timp ce conservarea momentului este o
consecinta directd a simetriei (omogenitatii) spatiului (nici un loc 1n spatiu nu este
special sau diferit de altul). Simetria partiald dintre timp si spatiu conduce la
transformarile Lorentziene, care la randul loc conduc la teoria speciald a
relativitatii. Simetria dintre masa inertiald si cea gravitationald conduce la teoria
generald a relativititii. in esentd putem spune cd legile naturii sunt expresii
matematice ale anumitor simetrii sau a omogenitati timpului, spatiului etc. Cu alte
cuvinte, sunt anumite cantititi (de exemplu originea coordonatelor pentru timp sau
spatiu) care nu depind de nimic. Cautarea legilor si ale obiectelor fundamentale ale
naturii este sinonima cu cautarea celui mai general grup de simetrii care se poate
aplica interactiunilor fundamentale. $i aceasta este contributia esentiala a Iui
Noether care a relevat tocmai acest mariaj dintre legi (legile de conservare) si
simetrii, sau mai profund dintre legi si dualitate.

Esenta modelelor matematice constd In faptul cd prin reprezentarea
simbolica a fenomenelor care se desfasoara in portiunea de creatie considerata este
posibild scufundarea acestei reprezentari in domenii matematice abstracte in care
functioneaza rationamentele logice fard nici o influentd a semnificatiei fizice a
variabilelor si parametrilor proprii acestei reprezentari. Totusi, trebuie sd remarcam
faptul ca in practica apar o serie de probleme cu modelele matematice. Deseori
acestea sunt foarte putin documentate astfel incat examinarea ipotezelor lor este
dificila. Documentarea este cu atdt mai deficitard cu cat intelesul comun al
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descrierii mentale este mai dispersat. Modelele matematice suferd in conditiile in
care apar relatii intre factori greu de cuantificat, pentru care nu se dispune de date
numerice, sau care se afla in afara domeniului de expertiza a analistului. Mai mult
decat atat, deseori acestea sunt foarte complicate asa Incat utilizatorul isi pierde
increderea in consistenta sau corectitudinea relatiilor care caracterizeazd modelul
matematic respectiv. Cu toate acestea modelarea matematica in industrie, economie
sau societate reprezintd una dintre cele mai importante activitati.

Exista o chestiune pe care trebuie sa o mentiondm aici. Aceasta se refera la
importanta scopului modelului. Un model trebuie sd aiba un scop foarte bine
definit si acesta este de a participa la Intelegerea problemei pentru care a fost
construit. Un scop clar exprimat este cel mai important ingredient al studiului
problemei prin modelare. Fara indoiald, un model cu un scop clar poate fi incorect,
dificil de inteles, de mari dimensiuni etc. Dar un scop clar exprimat permite
utilizatorilor sd puna intrebari care sa evidentieze dacd modelul este folositor sau
nu pentru rezolvarea problemei considerate. Orice model este o reprezentare a unui
grup de elemente aflate Intr-o interdependenta functionala. Pentru a fi folositor un
model trebuie sd se concentreze pe o anumitd problema specificd si trebuie mai
degraba sa simplifice dect sa incerce sa oglindeasca in detaliu intreaga portiune a
creatiei consideratd. Constructia unui model este arta de a sti ce sa se elimine.
Scopul modelului actioneaza ca un bisturiu logic. Acesta furnizeaza criterii in
raport cu care anumite detalii devin nesemnificative, astfel incat numai trasaturile
esentiale sa fie continute in model. Utilitatea unui model consta tocmai in faptul ca
acestea simplifica realitatea, dar pastrand esenta acesteia, punand-o intr-o forma pe
care o putem Intelege.

Trecerea de la modelul lingvistic (mental) la modelul matematic este
efortul intelectual maxim pe care-1 face un analist. Aceasta presupune o foarte buna
cunoagtere a portiunii creatiei analizate, a relatiilor dintre diferitele elemente
proprii acestei creatii. Este vorba aici de aparitia unui model intern in sensul
identificarii unei portiuni a analistului cu creatia consideratd. O datd construit
modelul intern, exprimarea lui in simboluri matematice este o procedura de rutina.

2. Transformari punctuale infinitezimale
Pentru prezentarea rezultatului lui Noether si intelegerea importantei acestuia in
stabilirea conexiunii care exista intre legile de conservare si simetrii este necesar sa
prezentam conceptul de transformare punctuald infinitezimald [Struckmeier si
Riedel, 2002]. Dupd cum stim, o lege de conservare afirma cd o anumita
proprietate masurabild a unei portiuni izolate a Naturii, un sistem fizic, nu se
schimba céand sistemul evolueaza. Dar evolutia unui sistem se poate formaliza prin
transformdri punctuale infinitezimale. Ca atare, de aceea suntem interesati in
transformadri punctuale infinitezimale.

Sa consideram deci un sistem dinamic cu n grade de libertate si o
transformare punctuala infinitezimala care transforma punctele (g,¢) din spatiul

configuratiilor extins (coordonatele spatiale si timpul) in puncte infinit vecine
(¢',t"). O astfel de transformare se poate defini in termenii unui parametru

infinitezimal & sub forma urmatoare:
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t'=t+3t, ot =¢&&(q,t), (la)
q; =4, +6q;, 6q; =¢&n,(q,1). (1b)
Observam cé coordonatele generalizate ¢; si timpul ¢ sunt transformate simultan.
Aceasta ne permite obtinerea regulilor de transformare ale lui ¢, si g, (viteza si
acceleratia). Intr-adevir, cantitatea 04, se calculeazd in baza faptului cd ¢, este

chiar derivata coordonatei generalizate g, in raport cu timpul transformat ¢'. Din
(1) obtinem imediat:

-r_d_qi’ dqi+8d77; ql""gﬁi ] (ﬁ—ééq.‘)+0(82).

= =L =g+ @)

T T direde 146l
Deci
8¢, =#(1,(q.0-&q.04,). 3)
Ceea ce aratd ca transformarea punctuald infinitezimala (1) determina in mod unic
¢;. Utilizand aceeasi tehnica putem obtine regula de transformare a lui g/ astfel:

Ldi_diveli—&q-84) o
=—L= . =g +e(n,—-28G, &g, )+0(7). (4
%= 112 (7. —284, - &4, )+ 0.
Cu aceasta obtinem variatia
5qz = g(ﬁi _2§q, —ch,) (5)

Acum, data o functie analitica arbitrard u(q,¢), adica o functie care local se poate
exprima ca o serie convergentd de puteri, atunci variatia ou =u(q',t")—u(q,t)
indusa de transformarea punctuala infinitezimala este data de:

su=2 6143 M 59, = sUn(gq.0), ©
ot = O

unde operatorul U reprezinta generatorul transformarii punctuale infinitezimale din

(1):

i

0 0
U=£&(g,t)—+ (q,t)—. (7)
&g~ 21:77 @05,
In cazul unei functii analitice arbitrare v(q,q,), care depinde de g, ¢ si timpul

t, variatia acesteia Ov=v(q',q’,t")—v(q,q,t) este dati de:

5t+2[—5 +a—5ql]—ng(q,q,t) ®)
q;

i=l1

unde U’ este extensia generatorului (7) la acest caz, adica:

, O T
:U+Z77ia_.a n; =1, —&q;. )
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Utilizand aceeasi tehnica ca mai sus, pentru completare, in general, pentru o functie
analiticd arbitrard w(q,q,§,t) variatia ei ow=w(q',q",q",t")—w(q,q,q§,t) se
poate calcula ca:

ow= gU”M}(q’CL q’t)a (10)
unde U" este extensia generatorului (7):
" ' C " a " . e . d '
U :U+z77i87a 771‘:771‘_268%_6&%:E77i_§q1" (11)
i=1 i

3. Teorema Noether

Teorema Noether este un rezultat central in
intelegerea fenomenelor fizice din diverse
domenii de activitate si a naturii matematicii
utilizatd In descrierea acestor fenomene fizice,
care exprima o corespondentd biunivoca dintre
legile de conservare si simetrii. Aceastd
corespondenta are loc pentru toate legile fizicii
care se bazeaza pe principiul celei mai mici
actiunii, cunoscut de asemenea ca principiul
lui Hamilton sau al stationaritatii actiunii.
Acesta este un principiu variational, care cand
este aplicat actiunii asociate unui sistem
mecanic ne conduce la  formularile
Lagrangiene sau Hamiltoniene ale ecuatiilor
clasice de miscare din mecanici. In esentd,
actiunea este un scalar, cu unitatea de masura Emmy Noether (1882-1935)
energie X timp.

Principiul lui Hamilton zice ca evolutia ¢(f) a unui sistem definita de n

coordonate generalizate g =(q,,...,q,) intre doua stari specificate g, =q(t,) si

q, =q(t,), de la doua momente de timp #, si 7, date, este astfel incat realizeaza

minimul actiunii
b .
S(q(®) =" L(g,q,0)dt, (12)

unde L(q,q,t) este functia Lagrange asociatd sistemului. Cu alte cuvinte,
principiul lui Hamilton afirmd ca evolutia g(f) a unui sistem fizic este solutia
ecuatiei functionale:
das
—=0 (13)
dq(t)
De obicei legile fizicii se exprima ca ecuatii diferentiale (ordinare sau cu

derivate partiale) care specifica modul in care variabilele se modifica in timp la
schimbari infinitezimale ale timpului precum si ale altor variabile. O ecuatie
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diferentiald furnizeaza un mijloc de a determina valoarea unei variabile fizice la
orice moment de timp cunoscandu-se punctul initial si eventual derivata acestei
variabile Tn punctul initial. Observam caracterul local ale acestei abordari bazatd pe
ecuatii diferentiale. Utilizarea actiunii conduce la aceleasi rezultate ca ecuatiile
diferentiale, dar in acest caz actiunea cere specificarea starii variabilelor sistemului
in doud puncte, punctul initial si punctul final. Valorile variabilelor sistemului in
toate punctele intermediare intre punctul initial si cel final se pot determina prin
minimizarea actiunii. Echivalenta dintre aceste doud moduri de abordare este
continuta in principiul lui Hamilton, care afirma ca ecuatiile diferentiale de miscare
pentru orice sistem fizic se pot reformula ca ecuatii integrale. Acesta se aplicd nu
numai mecanicii clasice (Newtoniene) ci si campurilor clasice: electromagnetic si
gravitational. Observam caracterul global al abordarii bazate pe minimizarea
actiunii.

Teorema Noether leaga cantititile conservate ale unui sistem cu 7 grade
de libertate cu Lagrangeanul L(q,q,t) de transformarile punctuale infinitezimale

(1) care lasa actiunea Ldt invariantd. Deci, dintre toate transformarile punctuale
infinitezimale definite de (1) le vom considera pe acelea care lasa actiunea Ldt a
unui Lagrangean dat invarianta, adica

L(q,q,t)dt=L'(q',q',t")dt". (14)
Observam ca transformarea punctualad infinitezimala (1) consideratd este foarte
generala, dand posibilitatea ca functia Lagrange sa se modifice. Dacé ecuatiile de
miscare ale sistemului provin direct din variatia actiunii integrale, conform
principiului lui Hamilton

5de¢=0,

atunci conditia de invarianta (14) face ca transformarea punctuala infinitezimala (1)
sa transforme actiunea integrald (12) intr-o altd reprezentare a aceleiasi actiuni
integrale. Cu alte cuvinte, sistemul fizic considerat nu este schimbat intr-unul
diferit, ci doar Lagrangeanul sistemului este infinitezimal modificat (in virtutea
transformarii (1)) pentru a izola simetriile sale.

Introducand functia de ,etalonare” f(g,t), atunci relatia functionald

dintre L' si L se poate exprima sub forma:
! ro-1 ’ r o ! d

0 =L+ oL+ = g0 0 -s Do)
Vedem ca din (3) transformarea ¢ — ¢’ este unic determinatd de transformarile
q—¢q' si t —1t" din (1). Deci pentru ca relatia (15) sa fie valabild in general este
necesar si suficient ca f(g,?) sd depindd numai de ¢ si ¢. Cu acestea introducand
(15) 1n conditia de invarianta a actiunii data de (14) si eliminand termenii de ordin
superior in & obtinem:

L(q,¢',t)dt' = L(q,¢,0)dt + g%dﬂ. (16)

Dar legitura dintre L(q',¢',t") si L(q,q,t) este datd de operatorul U’ din (9),
adica
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L(q'.4",t") = L(q.4,0) + eU'L(q,41). (17)
Deoarece dt' =(1+&&)dt, atunci neglijind termenii de ordin superior in &,
rezulta ca

% =UL(q,4,)+EL(q.4,1) . (18)

Acum tinand seama de expresia operatorului U’ din (9), precum si de generatorul
infinitezimal al transformarii punctuale (1) dat de (7) din (18) obtinem urmatoarea
expresiei a derivatei functiei de etalonare:

df@t) gy, 00 oL L
LU=l at+;[m il "f‘f)aq-,.]' (19)

Observam imediat cd derivata functiei f(gq,t) depinde de functiile &£(q,t) si

i

1n,(q,t), precum si de derivatele acestora. In esentd (19) reprezinti o conditie
asupra acestor functii, care dupd cum vedem nu au fost incd specificate.
Interpretarea conditiei (19) este cd dintre toate transformarile punctuale
infinitezimale (1) numai cele a caror functii de definitie £ si 7, satisfac (19)
mentin invariantd actiunea Ldt.

Importanta conditiei (19) rezultd imediat din faptul ca aceasta se poate
rescrie ca o suma dintre o derivata totala si ecuatiile de miscare Euler-Lagrange:

d < . oL
E{f(%t)_gl"";(ng‘ _771‘)8_6]1:|

< oL d oL
+Z(§qi _77[)[____.}:0- (20)
i=1

g, dt 0g,
Dar de-a lungul traiectoriei sistemului ecuatiile Euler-Lagrange
oL d oL
L _LE 0, i=l,...n, 21
0q, dt oq,

sunt satisfacute. Deci din (20) rezultd ci integrala in timp / a termenului care
ramane:

1=i(§éi—ﬂi)§—§—fl+f(q,t) (22)

constituie o cantitate conservatd, adicd o constantd a miscarii sistemului cu
Lagrangeanul L(q,q,t).

In abordarea constructivisti pe care am utilizat-o in aceastd prezentare zicem ca:
invariantul dat de (22) impreund cu ecuatia diferentiala (19) pentru functia
f(q,t) reprezinta teorema Noether.

Mentionam ca date conditiile initiale (g(Z,),q(Z,)) ale starii sistemului de
la momentul de timp #,, atunci starea sistemului (q(¢),g(¢)) este unic determinata

de ecuatiile de miscare Euler-Lagrange (21), care la randul lor provin din principiul
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lui Hamilton 5.[ Ldt =0. Acum, considerand variatia 5J‘L'dt' =0 a sistemului

infinitezimal transformat scrisd in coordonatele originale ale sistemului pe langa
ecuatiile de miscare (21) obtinem cantitatea / din (22) care se conserva la
transformadrile infinitezimale (1). Observam ca ecuatia diferentiala (19) pentru
functia f(q,t) depinde de ¢(t), adica de solutiile ecuatiilor de miscare (21).

Ecuatia (20) aratd cd invariantul Noether (22) este cuplat cu ecuatiile de
migcare Euler-Lagrange (21), acestea constituind o pereche intrinseca a sistemului
cu Lagrangeanul L(q,q,t).

4. Legi de conservare

Teorema Noether este un rezultat major in modelarea matematica a fenomenelor
fizice, care aratd echivalenta care existd intre legile de conservare asociate unui
sistem care respectd principiul celei mai mici actiuni si simetriile Lagrangeanului.
O lege de conservare afirma ca o anumita proprietate masurabild a unui sistem fizic
izolat nu se modifica cand acesta evolueaza in timp. Intotdeauna cand scriem un
model matematic al unui proces fizic dintr-o anumita portiune bine individualizata
a creatiei cautam legile de conservare care se pot asocia fenomenului respectiv.
Legile de conservare pot fi exacte in sensul cd pand acum nu se Cunosc
experimente care sd le incalce. Legile de conservare exacte sunt: comservarea
energiei, conservarea momentului liniar, conservarea momentului unghiular,
conservarea sarcinii electrice adevarate, conservarea probabilititii etc. Pe de alta
parte sunt legi de conservare aproximative. Aceste sunt adevarate numai in situatii
particulare, cum ar fi de exemplu la viteze mici, pentru intervale de timp foarte
mici, sau pentru interactiuni slabe etc. Legile de conservare aproximative sunt:
conservarea masei (aplicabild numai la viteze mici), conservarea paritatii,
conservarea numarului baryonic, conservarea numarului lepton etc.

Conservarea energiei

Acest concept zice ca Intr-un sistem fizic izolat energia totald raméne constantd,
desi aceasta poate lua diferite forme. De exemplu, frecarea transforma energia
cineticd in energie termica. Altfel spus, legea de conservare a energiei afirma ca
energia nu poate fi creata sau distrusd, ci doar se poate transforma dintr-o forma in
alta. Din punct de vedere matematic, legea de conservare a energiei este o
consecintd a simetriei In raport cu timpul, adica conservarea energiei rezultd din
faptul constatat empiric ca legile fizicii nu se schimba la translatarea timpului. Din
punct de vedere filosofic, aceasta insemna ca ,,nimic nu depinde de timp per se”, cu
alte cuvinte ,,nu exista un moment de timp privilegiat”.

Cel care a exprimat conversia energiei potentiale in energie cineticd si invers a
celei cinetice in energie potentiald a fost Galilei [1638]. Totusi acesta nu a reusit o
exprimare clard a acestui proces. Leibniz a fost primul care a dat o formulare
matematicd clard a energiei cinetice asociate unei miscari. El a observat ca in

sistemele mecanice formate din mai multe mase m,, fiecare dintre acestea cu
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. . 2 o A ‘e A
vitezele v,, cantitatea Zmivi este conservatd in conditiile In care masele nu
i
interactioneaza. Leibniz a numit aceastd cantitate vis viva sau living force a unui

sistem. In limbajul actual vis viva este energie, termen introdus de Thomas Young

A . .. 1
in 1807. Recalibrarea energiei ca EZ:mivi2

este rezultatul efortului lui Coriolis si
Poncelet si se intelege ca determinarea valorii exacte a energiei cinetice. Un
moment foarte important in intelegerea si dezvoltarea legii de conservare a energiei
a fost dat de demonstrarea echivalentului mecanic al caloriei. In termeni moderni,
acest echivalent mecanic al caloriei a fost formulat de Julius Robert von Mayer.
Acesta, intr-un voiaj in Indii, a observat ca sangele pacientilor sdi era mult mai rogu
deoarece acestia consumau mult mai putin oxigen, si deci mai putind energie,
pentru a-si mentine constantd temperatura corpului intr-un climat mult mai cald.
Mayer a descoperit ¢d lucrul mecanic si caldura erau doud forme de energie, mai
tarziu chiar calculand relatiile cantitative dintre acestea. In 1843 James Prescott
Joule experimental a descoperit echivalentul mecanic al caloriei observand ca
energia potentiald pierdutd prin caderea unui corp este egald cu energia termica
(céldura) castigata de un volum de apa obtinuta prin frecare.

Mai tarziu, Helmholtz [1847], bazandu-se pe lucrarile lui Joule, Sadi Carnot si
Emile Clapeyron, a postulat o legaturd intre mecanica, caldurd, lumina, electricitate
si magnetism, tratindu-le pe toate ca manifestdri ale conceptului de energie.
Lucrarea sa Uber die Erhaltung der Kraft (Asupra conservdrii fortei) prezinti
aceasta teorie §i constituie inceputul abordarii moderne a conservarii energiei.
Intr-adevir, presupunand ci Lagrangeanul nu depinde in mod explicit de timp,
atunci derivata totald a acestuia este:

z oL dq, oL dql 23)
dt o\ Oq, dt 8q dt

Utilizand ecuatiile miscarii Euler-Lagrange (21) obtinem:

AL ol gL oL, oL 4, |_, (24)
dt ‘o dt 8q oq, dt
Dar, (24) se poate imediat scrie ca:
d - oL
—| L— 7. — | |=0, 25
0 Zl(q a] (25)

ceea ce aratd ca expresia de sub derivatd este o constanti. Ca o ilustrare sa
considerdm un sistem mecanic format din trei mase date m,,m, si m, legate prin

intermediul a doua arcuri cu constantele de elasticitate k,, sirespectiv k.

Functia Lagrange a acestui sistem este data de diferenta dintre energia cinetica 7'
si energia potentiala U, adica

L(x,%y,%5,%,%,,%,)=T-U
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L 1,1 . k k
:5m1x12 +§m2x§ +5m3x32 —{%(xz -x,)’ +f(x3 —xz)z}.
Dar,

3, 0L
Dk —=mx] +myx; +myi; =2T.
i=1 axi
Ca atare, deoarece L =T —U, din (25) rezultd ca cantitatea care se conserva la
simetria temporala este

L-2T=T-U-2T=—(T+U),

energia totald a sistemului mecanic considerat.

Conservarea momentului liniar
In mecanica clasica momentul liniar este produsul dintre masa si viteza unui corp,
p=mv, unde p este momentul liniar, m masa corpului §i v viteza acestuia.

Pentru un sistem de n corpuri, fiecare dintre acestea cu masa m, si viteza v,

momentul este egal cu suma vectoriald a momentelor celor n corpuri:
n
p= z myv;. (26)
i=1

Vedem imediat ca forta este rata de schimbare a momentului, adica
d
F=2
dt
Pentru cazul in care masa este constanta si viteza corpului este mult mai mica decat
viteza luminii, atunci rezultd cd F' = ma, care este legea a doua a lui Newton.

In esenta momentul ne arati cat de greu este si oprim un obiect caracterizat de o
anumitd masa si 0 anumita viteza.

Pentru sisteme inchise, adica sisteme neafectate de forte externe si a céarui
forte interne nu sunt disipative, momentul liniar este o cantitate conservata (este
constant). O consecinta directa a acestei legi de conservare a momentului liniar este
ca 1n absenta altor forte centrul de masa a oricérui sistem de corpuri intotdeauna se
va deplasa cu aceeasi viteza.

Conservarea momentului liniar este o consecintd matematica a
omogenitatii spatiului, adica a simetriei la deplasare. Din punct de vedere filosofic,
conservarea momentului liniar ne arata ca ,nimic nu depinde de pozitia in spatiu
per se”, cu alte cuvinte ,,in spatiu nu sunt pozitii privilegiate”. Conservarea
momentului liniar rezultd din faptul constatat empiric ca legile fizicii nu se schimba
la translatarea spatiului.

In mecanica relativista, pentru a fi conservat momentul liniar se defineste

ca p=ym,v, unde m, este masa invariantd a corpului, y =1/ V1=v* /¢ este
factorul Lorentz, v este viteza relativa dintre corp si observator si ¢ este viteza

luminii. La viteze mici comparate cu viteza luminii v/c — 0, ceea ce aratd ca
momentul relativistic devine momentul liniar clasic (Newtonian). Pentru obiecte
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farda masd cum sunt fotonii, momentul este p=h/A=E/c, unde h este

constanta lui Planck, A este lungimea de unda a fotonului si E este energia
fotonului.

Conservarea momentului unghiular

Momentul unghiular al unui corp care se roteste in jurul unui punct fix este o
masurd a continuitdtii migcarii rotative a corpului in absenta cuplurilor care si
actioneze asupra lui. In particular, dacd un corp se roteste in jurul unei axe, atunci
momentul unghiular in raport cu un punct de pe axd este dependent de masa
corpului, viteza acestuia si distanta acestuia la fatd de axa de rotatie. Momentul
unghiular al unui sistem raméne constant in absenta cuplurilor care sa actioneze
asupra lui. Cuplu este rata cu care momentul unghiular este transferat in gi in afara
sistemului. Dacd un corp se roteste n jurul unui punct, atunci rezistenta la
modificarea miscarii sale rotationale este datd de momentul de inertie.

Momentul unghiular L al unui corp fatd de origine este definit ca:
L=rxp, unde r este pozitia corpului exprimatd fatd de origine, p este
momentul liniar, iar X este produsul vectorial. Dacd avem un sistem de corpuri,
atunci momentul unghiular fatd de origine al acestui sistem de corpuri se calculeaza
ca suma (sau integrarea) tuturor momentelor unghiulare ale corpurilor care fac
parte din sistem.

Conservarea momentului unghiular este o consecintd matematicd a
simetriei la reorientare fatd de axele sistemului de referintd. Din punct de vedere
filosofic, conservarea momentului liniar ne aratd cid ,in spatiu nu sunt axe
privilegiate”.

Sa considerdm un sistem cu coordonatele ¢,,¢,,...,q,.Lagrangeanul L

asociat acestui sistem este o functie care depinde de cele n coordonate si de
derivatele lor in timp. Miscarea sistemului este datd de ecuatiile Euler-Lagrange
(21), cate una pentru fiecare coordonatd. Diferentiala totala a Lagrangeanului este:

noL

dL=) —dq,. 27
Z‘ 0g;

Inmultind fiecare dintre cele n ecuatii Euler-Lagrange cu dq, corespunzitor si

adunandu-le obtinem:

4 > a—%dq[ =dL. (28)
dt| =\ 0q

Deci, pentru orice combinatie de diferentiale dg, astfel incat dL =0, suma din

i

membrul stdng din (28) este o constantd, adicd o cantitate conservatd. Desigur in
(28), ceea ce conteaza aici sunt proportiile intre diferentiale si nu valoarea absoluta

a acestora. Dacd consideram s un parametru care parametrizeaza curba g,(s) din

spatiul coordonatelor, atunci putem imparti (28) prin ds pentru a obtine:
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d (oL dg )| dL
dt| 5\ 64, ds ds’

Pentru a ilustra conservarea momentului liniar §i unghiular sa consideram un

(29)

sistem compus din N corpuri fiecare de masd m, si pozitii x,,y,,z;, pentru
i=1,...,N, a carui energie potentiald depinde numai de distanta dintre perechile
de corpuri. Evident ca Lagrangeanul este constant de-a lungul oricarei curbe din
spatiul configuratiilor (starilor) de forma x,(s) =k.s, y,(s)=k,s, z(s)=k.s,

pentru orice constante &,k si k_. Teorema Noether zice ca:

kximifci +k},iml.j/l. +kzzn:miz'l. =K, (30)
i=1 i=1 i=1

unde K este o constantd. Deoarece constantele &,k ,k. sunt arbitrare, rezultd ca

fiecare dintre cele trei sume din (30) este o constantd, ceea ce Inseamnd ca
momentul liniar este conservat in fiecare dintre cele trei directii ale sistemului de
coordonate, §i ca atare in orice directie.

Acum, pentru acelasi set de corpuri putem considera invarianta
Lagrangeanului la o rotatie fixa, adica la o reorientare a sistemului in jurul originii.
Pentru fiecare corp de masd m cu coordonatele x, y,z o rotatie fixatd in jurul axei

z, in orice punct, lasd constanti cantitatea x” + y°. Deci xdx + ydy = 0. Astfel
diferentialele pentru aceastd axa de simetrie se pot reprezenta ca: dx, =dsy,,

dy, =—dsx, si dz, = 0. Din teorema Noether rezultd ca cantitatea

D m(x,y,—x,3,) (1)
i=1

este o constantd. Aceasta expresie este conservarea momentului unghiular in jurul
axei z. Similar se poate arata simetria la reorientare fata de axa x sau y implica

conservarea momentului unghiular fata de aceste axe.

Conservarea sarcinii electrice

Sarcina electrica este o proprietate fundamentald conservata a anumitor particule
subatomice care determina interactiunile lor electromagnetice. Materia incarcata cu
sarcini electrice este influentatd si produce campuri electromagnetice. Interactiunea
dintre sarcinile mobile si un camp electromagnetic produce forte electromagnetice,
care sunt una dintre cele patru forte fundamentale 1n natura.

Sarcina electrica este o caracteristicd a anumitor particule subatomice si se exprima
ca un multiplu de asa-numita sarcind electricd elementara e. Prin conventie
electronii au sarcina electricd -1, protonii au sarcina electricd +1, iar quarcii au
sarcini electrice fractionare egale cu -1/3 sau +2/3. Antiparticulele echivalente
acestor elemente au sarcini electrice opuse. Sarcina electricdi a unui corp
macroscopic este suma sarcinilor electrice ale particulelor constituente. Deseori,
sarcina electrica a unui corp este zero, deoarece in mod natural numarul de
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electroni din fiecare atom este egal cu numarul de protoni. Situatiile in care sarcina
electrica a unui corp este nenuld este cunoscuta ca electricitate statica. Chiar daca
intr-un corp sarcina electricd este zero aceasta poate fi neuniform distribuita
(datorita unor campuri electrice externe, sau a unor socuri). In acest caz zicem ci
materialul este polarizat. Natura discretd a sarcinii electrice a fost propusd de
Michael Faraday in urma experimentelor sale referitoare la electrolizd si a fost
demonstrata de Robert Millikan in experimentul sau ,,picatura de ulei”.

Sarcina electricd este un invariant relativist. Aceasta Tnseamna ca orice particula
care are o sarcind ¢, indiferent de viteza cu care se misca, intotdeauna aceasta are

sarcina ¢. Sarcina electricd a unui sistem izolat raméne constantd indiferent de

schimbarile prin care trece sistemul. Conservarea sarcinii rezultd din ecuatia de
continuitate $i se exprima sub forma: viteza de scadere in timp a sarcinii electrice
(adevarate) din interiorul unei suprafete inchise S este egald cu intensitatea
curentului de conductie iy care paraseste suprafata S:

. dg, d
iy =—— " sau leA:—EldeV, (32)

unde J este densitatea curentului electric de conductie.
Considerand ca variatia in timp a sarcinii electrice din volumul V' este produsa de

variatia locala 1n timp a densitatii de volum a sarcinii, pe de o parte, si de migcarea
corpurilor, pe de alta parte, atunci forma integrald dezvoltata a legii este:

g
[(+vp,)da=—[Trar, (33)
% ) Ot
v este viteza de deplasare a mediului. Aceasta forma a legii aratd ca sarcina

electrica dintr-un domeniu limitat de o suprafata oarecare S scade atdt datorata
curentului de conductie, cat si datoritd curentului de convectie care parasesc S .

Pentru domenii de continuitate si netezime, forma locala a legii se obtine aplicand
teorema Gauss-Ostrogradski primului membru din (33), obtinandu-se:

Py _ ,
4T divJ +div(vp, ). (34)
Conservarea sarcinii electrice vine din ecuatia de continuitate care este o forma
locala (tare) a legilor de conservare, deci o consecinta a teoremei Noether.

Orice ecuatie de continuitate se exprimd ca o ecuatie diferentiald care
descrie conservarea prin transport a anumitor cantitdti. Deoarece, dupd cum am
vazut, energie, momentul liniar, momentul unghiular, masa, precum si alte cantitati
sunt conservate, rezultd ca mare parte din fenomenele naturii se pot descrie prin
intermediul ecuatiei de continuitate. In general, orice ecuatie de continuitate are o
forma diferentiald exprimata 1n termenii operatorului divergenta, precum si o forma
integrald exprimata in termenii unui flux. Trecerea de la o expresie la alta se face
prin intermediul teoremei divergentei (teorema Gauss-Ostrogradsky), care este un
caz special al teoremei lui Stokes, o generalizare importantd a teoremei
fundamentale a calcului diferential si integral.



16 ¢ NECULAI ANDREI — COMPLEMENTE DE MODELARE SI OPTIMIZARE 4

Conservarea masei
Legea de conservare a masei (a materiei) sau inca legea Lomonosov-Lavoisier zice
cd masa substantei unui sistem inchis ramdne constanta indiferent de procesele
fizice sau chimice care au loc in interiorul sistemului. O formulare echivalenta a
acestui principiu este ca materia nu poate fi nici creata nici distrusd, ci doar se
poate transforma dintr-o forma in alta. O consecintd a acestui principiu este ca
pentru orice proces chimic intr-un sistem inchis masa reactantilor este egala cu
masa tuturor produselor obtinute in urma procesului chimic respectiv. De
asemenea aceasta lege ne aratd cd toatd materia universului fizic observat are
aceeagl varstd. Acest concept se aplicd in foarte multe domenii ca: mecanica,
chimie, dinamica fluidelor etc. Totusi, in relativitatea speciald in general masa nu
este conservatd. Deci legea conservarii masei sau a substantei este o lege
aproximativa in sensul ci se aplicd numai proceselor non-relativiste. Intr-adevar,
pentru materie care nu este nici creatd s§i nici distrusd timpul nu are nici o
semnificatie. Cu alte cuvinte conservarea masei nu se aplica proceselor relativiste.
Principiul ca masa unui sistem de particule este egal cu suma maselor lor,
chiar dacd este adevarat in fizica clasicd, nu mai este adevarat in relativitatea
speciald. Formula de echivalenta masa - energie implicd faptul ca sistemele
marginite au o masa mai micd decit suma maselor partilor lor. Diferenta, numita
defect de masd, este o masurd a energiei de legdturd care tine partile unite in
sistem. Cu cat defectul de masa este mai mare cu atat energia de legatura este mai

A . e A . .. 2 .
mare. Cand materia este convertita in energie conform relatiei £ =mc”, atunci
legea conservarii masei nu se aplica. Daca un atom emite un foton care are masa

zero, atunci masa atomului se reduce cu cantitatea E/c’, unde E este energia
fotonului. Cu alte cuvinte, masa unui sistem inchis (izolat) se poate reduce prin
emisia fotonilor, chiar daca acestia raman in interiorul sistemului.

Legea conservarii masei a fost intuita de Lomonosov 1n urma
experientelor. Cel care a formulat-o intr-o maniera clara si distinctd a fost Lavoisier
in 1789, deseori recunoscut ca parintele chimiei moderne.

5. Concluzii

Teorema Noether reprezintd instrumentul fundamental pentru stabilirea legilor de
conservare pe care se bazeaza toate modelele matematice ale fenomenelor fizice
care satisfac principiul minimei actiuni, adica care au un Lagrangean. Fundamentul
modelelor matematice este dat de legile de conservare. Acestea asigurd
completitudinea §i minimalitatea acestora, fiind protejate la pericolul circularitatii
in care cuvintele sunt rectificate.
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