=1 =1 =l = =l = ] = b E E = b E E G E] S E ] E ] G E E

Modele matematice 1n Mecanici
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1. Legile mecanicii
Primul savant modern prin care stiinta se defineste in ea insdgi In opozitie cu scolasticismul
Evului Mediu este Galileo Galilei. El introduce o schimbare fundamentald de metodid in
cercetarea stiintificd a Naturii, fiind in egald misurd un om de stiintd §i un teoretician al
metodei stiintifice. Impreund cu Francis Bacon este intemeietorul stiintei experimentale. In
lucrarea sa Dialoghi el spune: ,,0 singurd experientd este de ajuns pentru a infirma o mie de
rationamente si o mie de rationamente nu pot sd facd falsd o singurd experientd*. Cuvantul
experiment provine din acea lume care ne dotezd cu experientd. Un experiment este o
experientd controlatd, in sensul cid acest control permite repetarea experientei exact in
aceleasi conditii. Astfel, experienta se poate transmite §i verifica, ceea ce este foarte
important.

Galileo era convins cd lumea are o structurd matematicd §i cd pentru a ajunge la
cunoagtere trebuie si utilizim atat simturile cat si ratiunea in urmédtoarea maniera:

1) Observarea atenti a faptelor dintr-un experiment.
2) Elaborarea ipotezelor matematice, ca o explicatie
a fenomenului observat, adici a legilor naturale
formulate n expresii matematice.

3) Verificarea acestor ipoteze prin noi experimente.
Galilei este cel care a inteles in profunzime demersul
lui Pitagora, precizdnd pentru prima datd in istoria
gandirii omenesti conceptul de lege naturald ca o
expresie matematicd, ca un model matematic.

Galilei gi-a dezvoltat teoriile sale in timpul unei mari
miscdri intelectuale. intr-adevar, Biserica Catolici
era zguduitd de marii reformatori protestanti Martin
Luther si Jean Calvin care argumentau §i impuneau o
interpretare mai literard a Sfintelor Scripturi.

Galileo Galilei (1564-1642)

Pe de altd parte, in domeniul stiintei se manifestd disputa dintre cele doud conceptii:
»geocentristd a lui Claudius Ptolemeu si ,,heliocentristi® a lui Nicolaus Copernic. in 1632,
la Florenta, Galilei publicd lucrarea: ,,Dialoghi quatro sopra i due massimi sistemi del
mondo, Ptolemaico et Copernico* — ,,Patru dialoguri asupra celor doud mari sisteme ale
lumii, ptolemeic si copernican.“ Intr-o manierd putin lipsita de diplomatie, aduce argumente
solide conceptiei copernicane, ceea ce-i atrage anumite prejudicii din partea Bisericii
Catolice. El construieste o lunetd cu care face numeroase observatii astronomice care
confirnd teoria heliocentricd a lui Copernic si care a facut posibild rdspandirea ideilor lui In
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toatd Europa. in lucrarea sa ,,Discorsi e dimonstrazioni matematichi intorno a due nove
scienze' - ,,Discursuri si demonstratii matematice in jurul a doud noi stiinte®, publicatd in
1638, Galilei defineste o noud conceptie despre migcare care va fi magistral continuatd i
dezvoltatd de Isaac Newton.

Unul dintre cele mai importante experimente ale lui Galilei a fost cel referitor la
céderea corpurilor pe plane inclinate. Pentru a micsora frecarea, corpurile alese erau sfere. in
urma acestor experimente Galilei a concluzionat cd orice obiect in migcare, dacd nu este
obstructionat, va continua sd se miste cu o vitezd constantd de-a lungul unei /inii orizontale.
Acesta este principiul inertiei in versiunea lui Galilei. Desgi argumentele sale erau
exceptionale, totusi concluzia sa nu era Intru-totul adevératd. Pentru el o suprafatd orizontald
era una care in orice punct al ei era perpendiculard pe directia cétre centrul Terrei. Ca atare,
aceastd suprafatd de fapt era o sferd centratd in centrul Terrei. Galilei i-a dat seama cd Terra
este foarte mare aga incat local suprafata sa este platd, chiar dacd in realitate ea este o sferd.
Deci obiectele de pe suprafata Terrei par a se deplasa in linii drepte. Spre deosebire de
Aristotel care gindea cd migcarea cautd starea de repaos, Galilei si-a dat seama cd starea
naturald a migcdrii este migcarea cu o vitezd constanti pe o linie dreaptd, inertia fiind
responsabild de continuitatea miscirii. Mai tarziu Newton va corecta observatiile lui Galilei
formuland, pentru prima datd, in mod corect, principiul inertiei. In aceeasi idee cu a lui
Heraclit (phanta rei), Galilei era convins cd cauza tuturor schimbirilor este migcarea, care
are legile ei intrinsece, independente de orice vointd exterioard migcdrii, legi care se pot
cunoagte doar din cercetarea temeinicé a naturii.

Intr-un cuvant, Galilei este primul savant modern care a orientat gindirea citre o
stiintd pur matematicd si experimentald, pledand pentru aplicarea matematicii in cercetirile
experimentale, conjugand rationamentul deductiv cu cel inductiv.

Unul dintre contemporanii lui Galilei cu o contributie
deosebitd la intelegerea functiondrii sistemului nostru
planetar si la consolidarea teoriei copernicane a fost
Johannes Kepler. Un fmpitimit al astronomiei si
pitagorician convins, de-a lungul vietii sale a cdutat
armonia matematicd a lumii. Kepler a beneficiat de
datele astronomice inregistrate cu mare acuratete de
Tycho Brahe incercand descrierea structurii sistemului
nostru planetar. Dupd mai multe incercidri, in care a
propus diferite structuri ale sistemului planetar, in
lucridrile Astronomia nova §i Harmonices mundi el
precizeazd cele trei legi de migcare ale planetelor:

Johannes Kepler (1571-1630)

1. Legea I. Planetele descriu elipse, Soarele ocupand unul dintre focare.
Legea II. Legea ariilor. Raza vectoare a planetei descrie (mdturd) arii egale in
timpuri egale.

3. Legea IlI. Raportul dintre pdtratul timpului de revolutie si cubul semiaxei mari este
acelasi pentru toate planetele.

Aceste legi au fost formulate de Kepler in mod empiric, in urma unor combiniri §i analize
numerice ale observatiilor astronomice ficute de Tycho Brahe. Ulterior Kepler a incercat o
sintezd a acestor legi intr-una singurd, dar nu a reusit. Insuccesul lui Kepler se datoreste
faptului ci el cduta forta pe tangentd aga dupd cum recomanda Aristotel. Aproape 100 de ani
mai tarziu, Newton urmand gandirea lui Galilei a c#utat forta de-a lungul razei vectoare
reusind sd formuleze legea atractiei universale i din aceasta sd deduci legile lui Kepler.
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Dar cel mai mare om de stiintd al umanititii, in traditia
stabilitdi de Galilei, cu contributii esentiale Ia
fundamentul intregii gtiinte moderne este Isaac
Newton. La fel ca multi ganditori ai timpului §i el a
avut un spectru larg de preocupdri. Paralel cu Leibniz
a creat un nou tip de calcul, calculul diferential i
integral, care a permis introducerea conceptiei
localiste de modelare a fenomenelor naturale prin
sisteme de ecuatii diferentiale. A demonstrat legea
gravitatiei universale §i a ardtat cd traiectoriile
corpurilor ceresti sunt conice. Continuidnd opera lui
Galilei, Newton a studiat migcarea corpurilor in medii
rezistente, crednd agsa numita mecanicd Newtoniani,
enuntdnd in mod clar §i distinct cele trei legi ale
mecanicii clasice.

SENER IO

Isaac Newton (1642-1727)

Lucrdrile sale principale au fost ,,Philosophiae naturalis principia mathematica® i
,»Opticks*. Descoperirea, impreund cu Leibniz, a calculului diferential §i integral a constituit
o sursd uriagd de tehnici §i metode de rezolvare a unor probleme dificile de matematici gi ale
stiintelor naturii. Rezultatele sale exceptionale sunt o consecintd a puterii sale de analizi
combinatd cu o eruditie si abilitate Tndscutd de ,.citire a naturii®, de a efectua experimente
practice. Intr—un anumit sens lucriarile lui Newton pot fi considerate ca ultimile intr—o serie
de mari realiziri care au marcat definitiv cultura noastrs, serie care a inceput cu ,,Elementele”
lui Euclid §i a contituat cu ,,Almagestul* lui Ptolemeu, ,,De revolutionibus orbium
coelestium* al lui Copernic §i ,,La Géométrie* lui Descartes. Dar, in acelagi timp, lucrdrile lui
Newton pot fi considerate primele intr-o serie de lucridri exceptionale ca ,,Méchanique
Analitique a lui Lagrange, ,,Treatise on Electricity and Magnetism® a lui Maxwell,
»Principia Mathematica* a lui Russell, ,,The Foundations of Mathematics* a lui Hilbert sau
wElements of Mathematics® a lui Bourbaki etc. care au remodelat cultura noastrd, modul
nostru de gandire, §i care au adus in prim plan problema matematizérii stiintei in sensul
formalizarii naturii, adicd a exprimairii sale In simboluri matematice.

Opera sa fundamentald ,,Philosophiae Naturalis Principia Mathematica® —
»Principiile matematice ale filosofiei naturale®, publicatd la Londra in 1687, este consideratd
una dintre cele mai influente cirti care a dominat gandirea stiintifici a ultimilor secole,
furnizand instrumentele intelectuale fundamentale pentru realizarea revolutiei industriale.
Principia a stabilit o noud paradigma a migcérii mecanice, prezentand pentru prima datd acel
salt intelectual remarcabil de la observatii la relatii matematice riguroase. Aici Newton
prezintd cele trei legi ale migcérii mecanice, cunoscute si ca principiile mecanicii clasice:

1. Principiul inertiei. ,,Un corp isi pastreazi starea de repaos sau de miscare rectilinie
si uniformd, atdt timp cdt nu intervine vreo fortd care sd-i modifice aceastd stare.
[Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in
directum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statuum suum mutare. |

2. Principiul independentei actiunii fortelor. ,, Acceleratia unui corp este proportionald
cu forta motoare aplicatd si este indreptatd in directia dupd care actioneazd forta.
[Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum lineam
rectam qua vis illa imprimitur. ]

3. Principiul actiunii si reactiunii. ,.La orice actiune corespunde totdeauna o reactiune
egald si contrard: sau actiunile reciproce a doud puncte materiale sunt totdeauna
egale si indreptate in sens contrar.”“ [Actioni contrariam semper et aequalem esse
reactionem: sive corporum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in
partes contraris dirigi.]
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Primele doud principii au fost enuntate de Galilei. Newton le-a sistematizat, le-a exprimat in
relatii matematice, i le-a incadrat intr-un sistem complet, minimal §i necontradictoriu, ca
adevirate axiome ale mecanicii.
Principiul al Il-lea al mecanicii Newtoniene exprimid ecuatia fundamentald a
dinamicili,
F =ma,

care leagd forta F' de masa m si acceleratia a imprimatd corpului. Aristotel intuise o
asemenea legdturd dintre fortd §i masd, dar prin intermediul vitezei. Totodatd, principiul al I1-
lea contine si principiul paralelogramului fortelor: ,cdind asupra unui punct material
actioneazd simultan doud forte avand directii diferite, efectul este acelasi ca si cand asupra
punctului ar actiona o fortd unicd denumitd rezultantd si care are ca mirime directie si sens
diagonala paralelogramului avand drept laturi fortele considerate.” Cu aceasta, intr-o forma
sinteticd, principiul al ll-lea se poate formula ca: ,,efectul unei forte asupra unui corp este
independent de viteza lui, precum si de actiunile altor forte.

Tot in Principia Newton prezintd cele patru ,,reguli pentru a filosofa” — regulae
philosophandi, cunoscute ca $i ,,regulile cercetdrii stiintifice

1. Regula I. ,, Singurele cauze care pot fi admise in explicarea fenomenelor sunt cauzele
care existd real si actual.“ [Causas rerum naturalium non plures admitti debere,
quam quce et verce sint et earum phcenomenis explicandis sufficiant. ]

2.  Regula II. ,Efectele de acelasi gen trebuie sd fie atribuite, pe cdt posibil, aceleiasi
cauze. [ldeoque effectum naturalium ejusdem generis ewdem assignandee sunt
causce, quatenus fieri potest.|

3. Regula III. ,Calititile corpurilor care nu sunt susceptibile nici sd se mdreascd, nici
sd scadd in intesitate, ca si cele care apartin tuturor corpurilor asupra cirora se
poate face experienta trebuie considerate ca apartinand tuturor corpurilor, in
general* [Qualitates corporum quee intendi et remitti nequeunt, queque corporibus
omnibus competunt in quibus experimenta instituere licet, pro qualitatibus corporum
universorum habendce sunt.]

4.  Regula IV. ,In filosofia experimentald, propozitiile scoase prin inductie din fenomene
trebuie privite, cu toate ipotezele contrare, ca fiind aproape adevarate, pand cand alte
fenomene le vor confirma in intregime sau vor face si se vadd ci ele sunt supuse unor
exceptii.” [In philosophia experimentali, propositiones ex phenomenis per
inductionem collectee, non obstantibus contrariis hypothesibus, pro veris aut accurate
aut quamproxime haberi debent, donec alia occurrerint pheenomena, per quce aut
accuratiores reddantur aut exceptionibus obnoxic. ]

Metoda experimentald a lui Newton se bazeazd pe doud principii. Primul este cel al lui
Occam: entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem — nu trebuie si multiplicim
cantititile explicative mai mult decat este necesar. Al doilea aratd cd Natura are o economie
a ei, adicd ea nu se risipeste in fenomene, §i ca atare g1 gandirea trebuie sd respecte acceagi
economie, fard a se complica in tot felul de explicatii metafizice, pe baza unor ipoteze care
nu rasar din experienta.

Newton s-a ilustrat ca un adevdrat om de stiintd dovedind, pentru prima dati,
posibilitatea saltului intelectual de la observatii §i intuitii la exprimarea In termeni
matematici a fenomenelor naturale. El a precizat o astfel de metodad, o astfel de cale, de
sintezd in modele matematice a migcirii mecanice. Newton a fost un mare sistematizator care
a dat tonul in ceea ce priveste matematizarea naturii fizice (cosmice, macroscopice, dar nu §i
microscopice) prin crearea instrumentelor necesare realizdrii acestui demers (calculul
diferential), precum si aplicarea acestui instrument In migcarea mecanicd.
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2. Ecuatiile Lagrange

Problema fundamentalii a mecanicii constd in stabilirea unor relatii intre fortele care
actioneazd asupra unui sistem de corpuri materiale si miscarea mecanicd realizatd de aceste
corpuri. Sau altfel spus, studiul miscarii si echilibrului corpurilor materiale, precum si
studiul fortelor care soliciti aceste corpuri. Aceasta a fost rezolvatd de Newton. Opera lui a
fost continuatd cu un deosebit succes de urmagii sdi, Euler, Daniel Bernoulli, Laplace,
Maupertuis, d’Alembert, Lagrange, Hamilton, Poisson, Jacobi etc.

Dar cel care a dat o formd magistrald metodei analitice
ilustrdnd puterea calculului diferential in rezolvarea
problemei fundamentale a mecanicii a fost Joseph Louis
Lagrange. ,,Méchanique Analitique* a lui Lagrange, care
a apdrut exact la 100 de ani dupa ,,Principia‘ lui Newton,
reprezintd una dintre culmile de reprezentare in termeni
matematici, foarte generali, a fenomenelor mecanice.
Atat de puternic s-a dovedit calculul diferential, incat
spre deosebire de Principia lui Newton care abundid in
figuri §i rationamente geometrice, Mecanica lui Lagrange
nu are nici o figurd geometricid (on ne trouvera point de
figures dans cet ouvrage), fiind in intregime analiticd in
sensul cel mai adevdrat al cuvantului. El introduce
principiul deplasarilor virtuale pe care-l aplici 1n
formularea ecuatiilor de migcare a sistemelor mecanice,
ca un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul doi.

Joseph Lagrange (1736-1813)

Cel care continud opera lui Lagrange este Sir William
Rowan Hamilton care stabileste sistemul de ecuatii
canonice, cunoscute ca ecuatiile Hamilton-Jacobi i care
incearcd si deducd legile fundamentale ale mecanicii
dintr-un principiu unic variational cunoscut ca principiul
lui Hamilton.

Caracteristic pentru principiul lui Hamilton nu este numai
echivalenta sa cu legile mecanicii ale lui Newton, ci
faptul cd acesta are avantajul deosebit de a fi aplicabil
deasemenea sistemelor nemecanice. Aceasta a condus la
crearea unei mecanici foarte generale care explicd atat
sistemele mecanice cat §i cele nemecanice (electrice,
fluidice etc.) cunoscutd ca mecanica generalizatd. William Hamilton (1805-1865)

De-a lungul timpului, in procesul rezolvirii problemei fundamentale a mecanicii,
cele trei legi ale lui Newton au fost analizate i interpretate. Pe aceastd cale s-a ajuns la
stabilirea aga numitelor principii analitice ale mecanicii, care in esentd se bazeazi pe legile
lui Newton. Acestea reprezintd o expresic matematicd avansatd a legilor mecanicii, ce
fundamenteazi asa numita mecanicd analiticd.

Principiile analitice, care stau la baza mecanicii analitice, se Tmpart Tn doud categorii:
principiile diferentiale i principiile integrale sau variationale.

Principiile diferentiale analizeazi fenomenul mecanic la un moment dat, considerand
variatii de timp $i spatiu elementare in jurul unui punct. Principalele principii diferentiale
sunt: principiul lucrului mecanic virtual, principiul lui d’Alembert §i principiul lui Gauss sau
al celei mai mici constrangeri.
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Principiile integrale analizeazd fenomenul mecanic intr-un interval finit de spatiu si
timp, reducand problema fundamentald a mecanicii la determinarea unor valori care fac
stationare anumite integrale. Din aceastd categorie fac parte: principiul Iui Hamilton si
principiul celei mai mici actiuni al lui Maupertuis.

Principiul lucrului mecanic virtual (sau al deplasarilor virtuale, sau inca al vitezelor
virtuale) poate fi considerat ca legea fundamentald a mecanicii analitice. Deplasarile virtuale
sunt deplasiri infinit mici, instantanee, arbitrare, compatibile cu legiturile §i care se produc
in punctele unde se aplicd fortele care actioneazd asupra sistemului. Lucrul mecanic virtual
este produs de fortele care actioneazd sistemul atunci cidnd acestea au deplasiri virtuale.
Principiul lucrului mecanic virtual exprimi faptul ¢ pentru sisteme flird frecdri si care sunt
in echilibru, lucrul mecanic virtual al fortelor care actioneazd sistemul este nul. Partial, acest
principiu a fost articulat §i de Guido Ubaldi, Torricelli §i Jean Bernoulli, dar forma definitivé
i-a dat-o Lagrange 1n 1788.

Principiul lui d’Alembert, formulat de acesta in lucrarea
sa ,,Traité de dynamique®, publicatd in 1743, exprimi
faptul cd dacd intr-un sistem in miscare se introduc pe
langa fortele date si a celor de legdturda si fortele de
inertie, atunci sistemul poate fi tratat ca orice sistem
Static in echilibru. Lagrange a aritat cd acest principiu
este o altd exprimare a principiului deplasarilor virtuale.

Principiul lui Gauss sau al constrangerii minime se
bazeaza pe ideea ci dacd un punct material M , de masd

m ar parcurge, liber de legdturi, traiectoria MA, iar
datoritd unor legituri oarecare traiectoria MB, atunci

cantitatea m. AB* ar trebui si aibd o valoare minimd. Si

pentru acest principiu se aratd echivalenta sa cu principiul
deplasdrilor virtuale.

Principiul lui Maupertuis sau al minimei actiuni, formulat
in 1745, se exprimd sub forma: ori de cdte ori in naturdi
se produce miscarea unui sistem material, atunci sistemul
trebuie sd lucreze astfel incadt integrala produsului dintre
masd, vitezd si spatiu — integrald consideratd pe
intervalul de spatiu si de timp dintre doud pozitii
succesive date — sd fie minimd. Cum cantitatea mvs se
numeste actiune, de aici derivd numele principiului.
Aceastd formulare a principiului minimei actiuni al lui

T e Maupertuis o regidsim in principiul lui Hamilton pe care-1
Pierre Maupertuis (1698-1759)  vom detalia imediat.

Legile mecanicii, aga cum au fost formulate de Newton, sunt exprimate in termenii
conceptelor vectoriale de fortd, moment §i acceleratie. Formularile ulterioare, in special cele
ale lui d’Alembert, Lagrange §i Hamilton, sunt bazate pe conceptele scalare de energie si
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lucru, care dau o anumitd frumusete si elegantd mecanicii. Degi, multe aplicatii ale mecanicii
se bazeazd pe considerarea directd a legilor lui Newton, totusi experienta a arétat cd metodele
generalizate, bazate pe conceptele de energie §i principiile variationale, sunt mult mai
generale §i mai puternice [Pldcinteanu, 1958], [Vélcovici, Bilan, Voinea, 1968].

Desi ecuatiile de migcare se pot introduce in manierd Lagrangeand, totugi pentru
simplificarea prezentirii vom deduce aceste ecuatii plecand de la principiul Iui Hamilton.
Consideram un sistem cu n grade de libertate, caracterizat de un set de #n coordonate
generalizate g =[q,,"--,q,], unde g, =q,(¢) fiind functii continue, cel putin de doud ori
continuu diferentiabile. Fie g(¢,) si g(¢,) doud puncte din spatiul configuratiilor de la doua
momente de timp diferite 7, §i ¢,. Atunci, principiul lui Hamilton afirmd cd: miscarea
sistemului intre aceste doud configuratii se face astfel incat:

4
J(or +am)di =0,
to
unde T este energia cineticd, W lucrul mecanic efectuat de sistem, iar O reprezintd

variatia cantitdatilor corespunzdtoare.
Aceastd expresie a principiului lui Hamilton este valabild atat pentru sisteme
conservative cat §i pentru cele neconservative. Cantitatea OW se numeste lucru virtual si se

defineste ca lucrul ficut de sistem in timpul deplasdrilor virtuale. In coordonate generalizate

W =208 =0.4,
=
unde ;, sunt cunoscute ca fortele generalizate, care formeazi vectorul

o=[o.....0).

Notam cd lucrul ficut de fortele generalizate, care actioneazi asupra unui sistem dinamic, in
general, depinde de drumul sau de traiectoria de-a lungul cédreia are loc migcarea. Totusi,
sunt anumite clase de forte pentru care lucrul depinde numai de punctul initial §i de cel final
al traiectoriei §i nu de toatd traiectoria. Astfel de forte se numesc conservative, si de aici
sistemele asupra cdrora actioneazd numai forte conservative sunt numite sisteme
conservative. Ca exemple de forte conservative mentionim fortele gravitationale,
electrostatice, elastice etc. Fortele neconservative sunt acelea care depind de vitezd, timp sau
de alti parametri, diferiti de pozitie.

Matematic, conditia pentru ca o fortd si fie conservativd este ca Q.0q si fie o
diferentiald exactd, adicd Q si fie obtinut ca gradientul unei functii scalare, Q = =LV
Functia V' =V (g) se numeste potential, un termen introdus de Lagrange. Semnul minus este
conventional, directia pozitivd a fortei este intotdeauna in directia descresterii energiei
potentiale.

Deci lucrul W facut de fortele conservative este:

W = Iqu = —I( V)dg=— V+ const,
unde constanta aditivd din relatia de mai sus depinde de datele sau punctul initial in care se
calculeazd lucrul mecanic. Evident cd aceastd constantd care se adund la /' nu are niciun
efect asupra lui Q.
Pentru sisteme conservative principiul lui Hamilton se scrie sub forma:

f f

[(or + am)di = 8[(T -¥)ds =0,

to to
unde W = -V +const i comutarea operatorilor O si integrald este permisd deoarece ambele
functii energetice 7' §i V sunt functii intregi. In cazul general al sistemelor neconservative

lucrul virtual OW nu este integrabil §i O nu se poate deplasa in afara integralei.
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De obicei se introduce functia L =7 —V , numitd Lagrangean, in raport cu care
principiul lui Hamilton se scrie sub forma:

5j'Ldt =0.

0

Lagrangeanul este o functie L = L(q,q,t) in care apar atit coordonatele
generalizate cat §i vitezele generalizate. De obicei vitezele generalizate apar in expresia
energiei cinetice. Coordonatele generalizate apar in expresia energiei potentiale si de
asemenea in mod frecvent §i in expresia energiei cinetice. Pentru sistemele conservative
timpul #nu apare In mod explicit, dar acesta poate fi prezent pentru acele sisteme care
implicd deplasarea restrictiilor, a sistemului de coordonate sau functii potential dependente
de timp.

Ecuatiile lui Lagrange sunt o consecintd directd a principiului lui Hamilton. Intr-
adevir, utilizand tehnicile de calcul variational obtinem imediat:

telpr 9 pr

6tJ'Tdt :IZ%—E%%idt,

to i=1

I on

tfléWdt =[> F,d.
T i=1

ty =

Din expresia principiului lui Hamilton, tinAnd seama ci Og, sunt arbitrari, rezultd imediat
ecuatiile Lagrange:

or dlprQd

T%_EEHFE :0’ j:l,...,n'

Ecuatiile Lagrange sunt cele mai generale ecuatii de migcare. Pentru sisteme conservative
conditia Euler-Lagrange de stationaritate a integralei care exprima principiul lui Hamilton
conduce imediat la ecuatiile Lagrange:

dUor 0 oL

dl‘E&ZH—d_(]i_O’ i=1,---,n.

Observam ci ecuatiile Lagrange sunt un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul doi, care
impreund cu conditiile initiale furnizeazd un set complet de conditii pentru descrierea
migcdrii sistemului.

Ecuatiile Lagrange reprezintd o pefectiune si elegantd matematicd in sensul reducerii
ecuatiilor de migcare la o formd universald care este aceeasi pentru toate sistemele de
coordonate. Formalismul Lagrangean este exprimat in termenii coordonatelor generalizate §i
a vitezelor generalizate. Ecuatiile de migcare sunt ecuatii diferentiale ordinare de ordinul doi,
iar migcarea este exprimatd in functie de valorile initiale ale coordonatelor si vitezelor.

Hamilton a transformat cele 7 ecuatii diferentiale de ordinul doi, ecuatiile Lagrange,
intr-un sistem de 27 ecuatii diferentiale de ordinul unu in variabilele g, si p,, unde p,
sunt momentele generalizate. Degi sistemul canonic Hamilton se poate deduce direct din
ecuatiile Lagrange, totusi o cale comodd de constructie a acestuia este prin introducerea
Hamiltonianului:

H(q, p,t)= p.q— L(q.4,?),

unde g,g si p sunt pozitia, viteza §i respectiv momentul generalizat, in care
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oL
P ey,

Cu acestea, din principiul lui Hamilton i tindnd seama de faptul cé variatiile dql. si @)i pot fi

alese arbitrar, rezulti sistemul canonic al lui Hamilton:

oH . 1
_:qu l= 7...7’17
P,

/N

dqi - —p;, 1=1 , n.

Ecuatiile de mai sus, cunoscute ca ecuatiile canonice Hamilton sau ecuatiile canonice
Jacobi, reprezintd un sistem de 2n ecuatii diferentiale de ordinul unu in variabilele g, si
p;» i=1,---,n, care impreund cu conditiile initiale furnizeazd un set complet de ecuatii
diferentiale care descriu migcarea sistemului considerat.

Diferenta principald dintre ecuatiile Lagrange si sistemul canonic Hamilton este ci
q; §1 p, sunt variabile independente in ecuatiile canonice, avand aceeagi pozitie in
determinarea migcdrii sistemului, in timp ce in ecuatiile Lagrange numai ¢, sunt variabile
independente.

Hamilton a adus mecanica la un nou grad de perfectiune cu influente cruciale asupra
tuturor domeniilor stiintifice ca: mecanica fluidelor, teoria macroscopicd a campului
electromagnetic, teoria maginilor generalizate, teoria oscilatiilor, fenomene de transport,
mecanica cuanticd, precum si in calculul variatiilor §i in controlul optimal al sistemelor
dinamice cu legéturi in care principiul lui se exprima ca principiul lui Pontriaghin.

3. Exemple de modele matematice din mecanicé
In continuare si prezentim cateva exemple de modele matematice din mecanici, bazate pe
ecuatiile Lagrange, tema acestei prezentdri.

3.1. Pendulul plan simplu
Consideram un pendul simplu format dintr-un punct material de masa m suspendat printr-o

legdturd rigidd de lungime /, care se miscd in plan, ca in figura 1.

Fig. 1. Pendulul plan simplu

Observam ci viteza pendulului este v =1 6. Deci energia cineticd este
1 1 .
T=—mv’=—ml’8".
2 2

Pe de altd parte, energia potentiald este
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V =mg(l —1cos0).
Cu acstea functia Lagrange se scrie imediat sub forma

1 .
L=T-V =Em1292 -mg(l =l cosB).
Ecuatiile de migcare ale pendulului sunt
dmLo a
a6 H 06~
adica
) +§sin 6 =0.

Aceeasi ecuatie de migcare se obtine din conservarea energiei. Intr-adevir, energia totald a
sistemului este:

1 .
E :Emlze2 +mg(l =1 cosB).

Deci

dE .
o ml*660 +mgl@sin 6 =0.

Observdm ci aceastd ccuatie are doud solutii: fie 8 =0, fie ecuatia de migcare de mai sus.

Prima solutie corespunde situatiei in care pendulul atdrnd fird nici un balans. A doua solutie
corespunde unui alt tip de migcare. Dacé energia £ este mai micd decit o anumitd valoare

criticd, atunci pendulul se va misca periodic Inainte $i inapoi. Pe de altd parte, dacid energia
E este mai mare decat valoarea criticd, atunci pendulul se va roti in jurul punctului de

suspensie. Dacd energia este egald cu valoarea criticd, atunci sunt doud posibilititi. Prima,
dacd pendulul incepe migcarea, atunci acesta se va apropia de pozitia verticald din ce in ce
mai mult, dar fird si o atingd in timp finit. A doua este situatia n care pendulul std exact in
pozitie verticald, in care ramane un timp nedefinit. Dacd energia este zero, atunci pendulul
atarnd de punctul de suspensie in pozitie verticala.

Valoarea critici a energiei E este acea valoare a energiei potentiale pentru

0 =+, adica
E_ =2mgl.
In acest caz putem determina 0(¢). Intr-adevir, legea de conservare a energiei se scrie:
1 .
2mgl = Emlze2 +mg(l =1 cosB),
care se poate rearanja sub forma:

: 0
0 =2w, cos—,

|18 - o C A . . .
unde @, = n este frecventa micilor oscilatii. Considerand cd pendulul incepe migcarea din

6 =0, atunci solutia acestei ecuatii este
4 - exp(—2w,) U
0(t)= 2arcsinEl p(72a1)
+exp(—2w,t)

Cand timpul creste, atunci vedem cd 8 tinde citre 7T. Adic# pendulul are exact atta energie
cat 1i trebuie pentru a atinge pozitia verticald de sus, dar acesta nici odatd nu o va atinge in
timp finit. Evident ci aceasta este o situatie idealizati, care nici odatd nu va fi intdlnitd in
practica.
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3.2. Pendulul dublu.

Un pendul dublu este un sistem mecanic format din asocierea a doud pendule simple, ca in
figura 2. Acest sistem mecanic este un exemplu tipic de sistem fizic care poate avea o
migcare haoticd. Considerdm pendulul dublu cu masele m, si respectiv m, atasate rigid de
barele de lungime /, si respectiv /,. Se cere si se scrie ecuatiile de miscare ale acestui
sistem, adicd modelul matematic al acestuia.

yu

v

m,

Fig. 2. Pendulul dublu.
In sistemul de coordonate ales pozitiile maselor sunt urmitoarele:

x, =1 sinf,

v, = -1, cosb,

x, =1 sinf, +1,sin0,

v, ==l cosB, —1,cosb,.
Vitezele acestora sunt:

v, = [1191 cos@, 1,6, sin Q]T
v, = [1191 cosB, +1,0,cos 8, 1 sin @ +1,§ sin @] "

Cu acestea energia cineticd a sistemului este:

_1 2 1 2
T—Emlv1 +Em2v2
1

. 1 . . ..
:Emlzfeﬁ +5m2[112912 +126? +21,1,6,6, cos(§ - 8)].

Energia potentiald a sistemului este:
V=mgy +m,gy,
=—(m, +m,)gl, cosB, —m,gl, cosb,.
Dispunand de expresia energiilor putem imediat scrie Lagrangeanul sistemului ca:

L=T-V
1 1g2 ] 242
:E(ml +m,)l; 6, +Emzlzez

+m,1,1,6,6, cos(6, — 6,) +(m, +m,)gl, cos 8 +m,gl, cos B,.
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Cu acestea, ecuatiile de migcare ale sistemului sunt urmétoarele:
d Har B_ aL o
dr Eﬁ@ 006,
a0 o,
dte[ve,0 96, ~

Avem succesiv:

oL .
0 - —(m, +m,)gl,sin8, —m,1,1,6,0, sin(6, —6,),
1
oL ) :
ﬁ = (m; +my)l; 6, +m,,1,0, cos(6, —6,),
d D(?L O
+ +
dt[ﬁe G (m, +m,)I?6, +m,1,1,6, cos(6, —6,)
_mzl1lzgz(gl - gz)Sin(91 -6),
respectiv:
oL
d@ =m,1,1,6,0,sin(6, - 8,) —m,gl, sin 6,
ﬁL .
89 =m,1}8, +m,1,1,0, cos(6, - 6,),
d DdL
X Be. B O [F m, 126, +m,1,1,6, cos(6, - 6,)

—-m,l,1,6,(6, - 6,)sin(§ - 6,).
Cu acestea ecuatiile Lagrange ale sistemului sunt:
(m, +m, )119”1 +m,l, 92 cos(6, = 6,) +m,l, 6‘22 sin(§ - 6)
+(m, +m,)gsinf, =0,
mzlzé'z +myl, 91 cos(6, = 6,) —m,], 912 sin(§ - 8)
+m,gsinf, =0.

3.3. Pendulul invers.
Considerdm un cdrucior de masd m,_ care se poate deplasa pe un plan orizontal cu
inertie / si lungime 2/, ca

coeficientul de frecare b, pe care se afld un pendul de masid m b

in figura 3.

Fig. 3. Pendulul invers.
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Considerand ciruciorul solicitat de o fortd /' si se determine modelul matematic al miscarii
pendulului.

Pentru determinarea modelului matematic al miscirii vom separa corpurile $i vom
aplica a doua lege a lui Newton pentru fiecare dintre ele. In figura 4 se aratd corpurile
impreund cu toate fortele care actioneaza asupra lor.

P 162
i 10
R
—s N
F — m, —— bx R —
. . mpg I
— x P

Fig. 4. Fortele care actioneazi asupra corpurilor.
Legea a doua a lui Newton aplicatd caruciorului in directia orizontald furnizeaza ecuatia:
mx+bx+R=F. (3.3.1)
Analog, insumand fortele care actioneazi asupra pendulului in directia orizontala, gdsim:
R=m,i+m,160 cos® —m 16 sin 6. (3.3.2)
Din (3.3.1) i (3.3.2) obtinem:
(m,+m,)i+bx +m [0 cos® —m 10" sin6 =F. (3.3.3)

Pentru a obtine a doua ecuatiec a migcdrii scriem bilantul fortelor care actioneazi
perpendicular pe pendul, precum si bilantul momentelor in centrul de masd al pendulului.
Obtinem:

Psin® + Rcos6 —m gsin 6 = mplé +m X cos 6. (3.3.4)
- Plsin@ — RlcosO =10. (3.3.5)
Din (3.3.4) 1 (3.3.5) rezultd cea dea doua ecuatie a migcérii:
([ + mplz)G" +m ,glsin@ = -m [licos 6.
Deci modelul matematic al pendulului invers este:

(m,+m )i +bx +m 16 cosO —m 16" sin 6 =F.

(]+mp12)6"+mpglsin9 =-m [icos 6.
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Si prezentdm acum modelul liniarizat al pendulului in jurul lui @ = 77. Presupunem ci
0 =1+ ¢, unde @ este un unghi mic pe care-l face pendulul cu verticala locului. Atunci,
cos@ = -1, sinf =—-¢ si 6% =0. Ca atare, in jurul pozitiei verticale modelul liniarizat al
pendulului este:

(m, +m )i +bxi—m,l$ =F,

([+mp12)¢' —-m,glp =m X

Considerand ca variabile de stare mirimile: x, X, ¢ §i @ , iar ca iesire pozitia
cdruciorului x §i aceea a pendulului @, rezultd urmitorul model liniarizat in reprezentarea
variabilelor de stare.

D 1 0 00
xO O -b(I +mplz) milzg O@XD
E': Al (m, +mp)[ +mcmpl2 (m, +mp)[ +mcmpl2 %‘g‘_
0 0 1
L4 —mlb (m +mym,gl PO
#H %) 0?@

(m, +m1,)l +mcmpl2 (m, +m1,)l +mcmpl2

] 0 O
0 I+m]l? [
ﬁm(} +m1})[ +m(m[)lz %‘
0 ’
Ul U]
0 m,! 0
Emc +mp)l +mcmplz E

e 0
uooo%%
YTH o 1 ofwp
#HE

3.4. Pendulul lui Furuta.
In figura 5 se aratd o varianti a pendulului lui Furuta. Acesta constd din patru corpuri
inertiale legate rigid intre ele. Un ax central cu momentul de inertie J , rigid legat de un brat

orizontal de lungime /, si masd m, , bratul pendulului de lungime / , simasd m,, legatla
un capit de bratul orizontal si la celdlalt capit purtdnd o masd m. Se presupune cd In bratele

pendulului masele sunt uniform distribuite. Scopul este de a descrie ecuatiile de migcare ale
pendulului cand axul central este solicitat cu un moment extern u.

Pentru a scrie ecuatiile de migcare ale acestei structuri mecanice considerdm un punct
P de pe bratul pendulului, caracterizat de vectorul de pozitie:

T
r(ra,rp)Z rx(ra,rp) ljv(ra,rp) r__(rg,rp) (3.4.1)

unde
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7/'.\"(’/'([’7/'[)) = ’ﬁ(l COS¢ _r[) Sin¢ Sine’
r,(r,,r,)=7,sin¢ +r, cos sin, (3.4.2)
r.(r,,r,)=r,cosb.

z

A

v

Fig. 5. Pendulul lui Furuta.

Variabila 7, este pozitia radiald pe bratul orizontal, iar », este pozitia radiald pe bratul

pendulului, misurate de la centrul de rotatie corespunzitor celor doud corpuri. Cu acestea,
viteza punctului P este:

T
v(ra’rp) = V,\"(Va’rp) V_V (ra’rp) v: (ra’rp) > (343)
unde:

v.(r,r)=-r@sing —rlﬂ' cosf sing —r @ sinb cosg,

a’’ p

v, (r,r,)=1,Qcos¢p + rpB' cosB cos¢ —7,¢ sinf sing, (3.4.4)

a’>’ p

v.(r,r,)= —rpQ' sin 6.

Din relatiile de mai sus putem imediat calcula expresia pétratului marimii vitezei punctului

P:
vi(r,r,)= (raz +7r) sin’ 9)¢2 +2r.r 6 cos@ +r1f92. (3.4.5)

a’ p
Pentru determinarea ecuatiilor de miscare ale pendulului, in continuare vom prezenta
expresia energiilor cinetice §i potentiale corespunzitoare sistemului de corpuri din figura 5.
Energia cinetici se calculeazi ca:

T = %Ivzdm,
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unde v este dat de (3.4.5). Energia potentiald este calculatd sub forma:

V= gJ’r:dm,
unde 7. este dat de (3.4.2).

Considerand, pe rand, fiecare dintre cele patru corpuri inertiale, obtinem:
Axul vertical al pendulului:

1
T.=—-J¢?,
=50
V.=0;
Bratul orizontal al pendulului:
1% m
T, :E-OJ’VZ(S,O)TIQ —m I’¢°,
V,=0;
Bratul pendulului
p :_IV (la’ =
—m ﬁ 5112’ sin 9@5 += mp . P¢9 cosG+ m,l 292,
1
v, g_[r (la,s)— —Empglp cosO;
Masa m:

1
T, = {12+ sin’ 0)9° +ml, 1,06 cos +2 mi26”,

2
Vv, =mgl, cosf.

a’p

Cu acestea, energia cineticd totald a pendulului este:

T=T+T,+T,6 +T,, (3.4.6)
iar energia potentiala totala:
V=V +V,+V, +V,. (3.4.7)
Considerand Lagrangeanul sistemului:
L=T-V, (3.4.8)
atunci ecuatiile de migcare sunt date de:
% L ﬁ—z—fb =0, (3.4.9)

i%ﬁ—d—L— 3.4.10
aped g8 ~ " (3-4.10)

Tinind seama de relatiile de mai sus obtinem:



¢ Modele matematice in Mecanici ¢ 17

oL
— =0,

¢
oL 1 1
%:ﬁ/+§n +§ma +m, ﬁj +ﬁﬁ+§mp @12) sin’ 9@
1 .
+§%+5mp @alpﬂ cos 0,
oL 1 1 .
0 +§m1ﬁi¢zcosesin9—ﬁﬁ+5m1ﬁalp¢0sin9

1
+ ﬁ«, +Em1’ @Zﬁ sin @,
oL 1 1 )
%— +5m1ﬁalp¢cose +§n+§m1,§p9.
Introducand aceste relatii in ecuatiile Lagrange (3.4.9)-(3.4.10) de mai sus si considerand
notatiile:
1
a=J +ﬁ'n tym, tm, ﬁz
1 2
ﬁ - ﬂw +§mp %[}’
_ 1
y - + E mp a lp 2
_ 1
o= + E m, lp R

obtinem urmétorul model matematic al migcérii pendulului lui Furuta:

(0{ + f3 sin’ 9)¢' +y6 cos O +2 BpOcos Osin O — y& sin O=u, (3.4.11)
ydcosO + BO — B@* cos Bsin 6 — Jsin 8=0. (3.4.12)

Pentru integrare, modelul (3.4.11)-(3.4.12) se poate pune sub urmitoarea forma convenabili:

d ,
E(b _¢ >
iqi = ! {,Byé2 sin 8- By sin Ocos’ O-
dr aB + B *sin’ 8 —y*cos’ B
282¢0 sin B cos 6 — ydsin Ocos O+ ﬁt},
d :
EQ =0,
d . 1

P /202 . +
dte aB + B 7*sin® 6 -y’ cos’ 9{ y“6° sin Bcos 6

B(a + B sin®6)¢>sinB cos O +2 BypHsin Bcos’ 6+
5(a + B sin® 8)sin 6 — ycos 9}.
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3.5. Pendule cuplate elastic
Sd considertdim doud pendule, ambele cu aceeasi masd m si lungime / legate printr-un arc,

ca in figura 6. Distanta dintre punctele de aplicatie ale pendulelor este d .

d

Fig. 6. Doui pendule cuplate printr-un arc elastic.

Cand pendulele sunt scoase din pozitia lor de echilibru cu un unghi 8, , respectiv 8, , atunci
masele se situeazd pe pozitiile (/sin8,, —/cos8,) si respectiv (d +1sin8,, —/cosB, ).
Deci, lungimea cu care arcul este deformat este

Ax=\/(d +[sinB, —IsinB,)* +(/cos B, —[cosB)* —d
=\/21*[1 - cos(6, —6,)] +2dI(sin B, —sin 6) +d* —d.

Pentru deplasiri mici (adica 6, mici) avem: sin@, = 8, si cosf, =1-67 /2. Deci

Ax=.I*(6, - 6,)* +2dI(8, - 6) +d* —d.

Presupunand ci 6, <<1, atunci putem scrie:

ad 21/ l 12/
Ax=d5/1+g(ez -6) -1 d+2 (6, - 6)-151(6, - ).

Cu acestea energia cineticd a maselor este:

1 L
T =2 ml*(67 +6;).

iar energia potentiala:
1 2
V = -mgl(cosB, +cosB,) +E k(Ox)
1
= -mgl(cosB, +cos0,) s KI*(6, —6,).

Cu acstea functia Lagrange se scrie imediat sub forma

1 o 1
L=T-V :Emlz(ef +922)+mgl(00591 +C0562) _Eklz(QZ _Q)z'
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Ecuatiile de miscare ale pendulului sunt
dUoL U oL

ahe H a0, ="

ml*0, = —(mgl +kI*)0, +kI*6,,
mi*0, = kI*6, —(mgl +kI*)8,.

adicd:

3.6. Sfera pe o bari inclinati
O sferd de masd m este plasatd pe o bard inclinati sub unghiul @ care este antrenati la

centru de un cuplu T . Sfera, aflatd la distanta rde centrul barei se poate migca liber in
lungul acesteia, figura 7. Se cere modelul matematic al migcérii sferei pe bara.

y‘k
ﬁ r ‘
X
6

Fig. 7. O sferd pe o bar# inclinati.

Presupunem ci atat motorul cét §i bara nu au inertie rotationald, astfel Incét inertia de rotatie
a sistemului 1n jurul centrului de rotatie este:

-2
J=mr-.
Energia cineticd a sistemului este:

| R | 1 .
T=—=J8% +—mi* =—m(r’0> +i’).
2 2 2 ( )
Energia potentiald este:
V =mgy =mgrsinf.
Cuacestea Lagrangeanul sistemului este:
1 . .
L=T-V :Em(z”ZG2 +i”2) —mgrsin 6.
Presupunem ci sistemul are un coeficient de frecare rotationald vascoasd V , atunci puterea
disipatd este:

1 .
P=—v0".
2

T
Introducand coordonatele generalizate q= [9 r] , precum si forta generalizatd

T
0= [T O] , atunci ecuatiile Lagrange sunt urmétoarele:

dLd oL o _

aog a0 T T¢

Tinand seama de expresiile Lagrangeanului §i a puterii disipate rezultd ecuatiile Lagrange:
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d Onr?00 O -mgrecos® 0O o0 00O
dtd mi g Huré® - mgsinoH Ho 5 HH
adica:
Dm0 + 600 O -mgrcos@ 0O 0O OO
E mit %_Hnrgz —mgsineggo %:B)B
De unde rezulti ci:

278 gcos@ VO T
- Tt
r r mr-  mr

#=r@* -gsinb.

6=-

Cu acestea modelul matematic al migcdrii sferei pe bard este:

d . PV H. gcos@ T
9= e 7
ds r  mr r mr

ameH'Z —gsinf.

3.7. Modelul unor mase cuplate prin legiituri elastice
Sd considerdm sistemul mecanic format din doud mase m, §i m, , cuplate ca in figura 8, prin
intermediul legaturilor elastice cu coeficientii k, sirespectiv k, .

VISPV 004
k, X

m, -y
kzé X,

m, v

Fig. 8. Mase cuplate prin legituri elastice

Sistemul are doud grade de libertate x, §i x, . Energia cineticd a sistemului este:

P, 1
TZEml)cl +5m2(xl +X,)".
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Energia potentiald este:

1 1
V=-mgx, —m,g(x, +x,) +Ek1x12 +5k2x22~

Cu acestea ecuatiile de migcare a sistemului sunt urmétoarele:

dUoL 0 oL . .
—— =m¥ tmy (X +X,)-mg-m,g tkx, =

di o, ox,
(m, +my)%, +m,%, +k,x;, —(m, +m,)g =0,

AT o
dt 0ok, 0 ox, =my (¥ +X,)—mg tkyx, =

m,x, +myX, +k,x, —m,g =0.

Deci modelul matematic al sistemului de corpuri cu legituri elastice de mai sus este:
.. m, . ky
X+ X, + X =8
m, +m, m, +m,

. . 2
X tx,+—x, =g.
2

3.8. Ecuatiile de miscare ale unui tren.

Considerdm un tren format dintr-o magind §i un vagon cu masele m, , respectiv m,. Masina
este cuplatd cu vagonul printr-o legiturd elasticd (arc) cu coeficientul k. Fie F forta
aplicatd maginii §i U coeficientul de frecare de rostogolire. Sistemul, impreund cu fortele
care actioneazd asupra lui, se poate reprezenta ca in figura 9.

X, ———— X, —|

k(x, = x,)
F «— m, ——» — m,
—k(x, —x,)
- -
Hm, gx, Hm, gx,

Fig. 9. Reprezentarea fortelor care lucreaza asupra sistemului de corpuri.
Aplicand legea a doua a lui Newton obtinem ecuatiile de migcare ale trenului:

mx, = F —k(x, —x,)— Um,gx,,
my¥, = k(x; = x,) = Hm, gx,.

Aceste ecuatii se pot exprima sub forma ecuatiilor de stare. Intr-adevir, alegdnd x, si x, ca
variabile de stare, atunci putem scrie:

X =V
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.k k

LR T A S S 4 U —
m m, m

X, =V,

) k k

Vv, =—Xx, ——Xx, — Ugv

2 1 2 2
m, m,

Alegénd acum viteza sistemului ca mérime de iegire, atunci forma matriceald a modelului
migcdrii trenului este urmatoarea:

kO O 0 1 0 0 vyOOO O
%l&%k/ml -Ug k/m 0 %laa/inla
x.00 O 0 0 I m,ooo g
5,8 Bk/im, 0 -k/m, -ug,HBO0 B

1

5

[0100]

5/25

3.9. Modelul matematic al suspensiei unui vehicul.

Proiectarea suspensiei unui vehicul este o problema interesantd. Fie sistemul din figura 10, in
care se reprezintd vehiculul de masd m, , sistemul de suspensie de masd m,, impreund cu
clementele care realizeazi suspensia: k, coeficientul de elasticitate al suspensiei, k,
coeficientul de elasticitate al rotii, b, coeficientul de amortizare al sistemului de suspensie,
b, coeficientul de amortizare al rotii, w perturbatia cu care drumul actioneazi asupra
suspensiei si # forta externd (de proiectat).

Fig. 10. Reprezentarea suspensiei unui vehicul.
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O suspensie de calitate trebuie sid realizeze o comportare bund a vehiculului i un
confort in ceea ce priveste interactiunea cu deniveldrile drumului. Cénd vehiculul este
solicitat de deniveldrile drumului, atunci acesta nu trebuie si aibd oscilatii prea mari, §i in
cazul aparitiei lor acestea trebuie sd se stingd repede. Deoarece distanta x; — w este greu de
masurat §i deformarea cauciucurilor rotilor x, —w este neglijabild, rezultd cd vom utiliza
distanta x, —x, a mirime de iegire in raport cu care vom face analiza comportirii
suspensiei.

Din cea dea doua lege a lui Newton obtinem ecuatiile de migcare:

m X, = =b (%, —X,) ~k (x —x,) tu
m,X, = b (%, —Xx,) +k (x, —x,) +b,(W —x,) +k,(w —x,) —u.

Pentru a obtine o reprezentare 1n spatiul starilor trebuie sd selectim variabilele de stare. Pe
moment nu cunoagtem care este cea mai bund alegere ale acestor variabile. De aceea, vom
incepe prin a scrie:

u
.. L. 1
X =% X)) (x Txy)
1 m, 1
. B ki b, . k,
Xy = (% —X) +—(x —x) +——(W —X,) +—(w —x,)
2 m, n, n, 2

Alegem prima variabild de stare ca fiind pozitia x,. Deoarece derivata intrdrii nu apare in
ecuatia lui X, vom alege a doua variabila de stare ca x,. A treia variabild de stare o alegem
ca fiind z, = x; —x,. Cu acestea, putem scrie:

b . Kk u
X, =——zZ ——z +—
m, 1 m,
- bl kl 2 . u
¥, =— vz +— (0 —X%,) +——(w —x,)
m, 2 2 2 2

Scdzand a doua ecuatie de mai sus din prima, obtinem:
B N = RN = RSP
Z, == —, - —Z, ——Ww-x
l L gl B"’T m, El m, ’

b oDl L0
- \w—=X — .
m, D T o

Integrand obtinem:

. Dbl + bl |:| bZ ( )
zy =~ — L —w—x
1 Com, Hl m, 2
A0y, &k O i, O0p 100
+| 00— +—E, ——(w-x,)+0— +—[ [dr.
odbm,  m, L] m, (m,  m, 10O
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Observim cd in aceastd ecuatie nu apare derivata intririi. Mai mult, deoarece
X, =X, —z,,rezultd cd z, este exprimat numai in functie de stérile selectate pand acum i

de intrare. Ca atare, integrala din relatia de mai sus o notdm cu z,. Deci

Uk, &k Ok [ 1 O
y =St - (wex, tz) HE [
Lm,  m, nh m, Lm, m, [
Cu acestea, putem scrie:
Op, 5 O
B ——(w X, —z,) +z,.
[, m,[]

Substituind aceastd relatie in ecuatia lui X, obtinem:

Dblbz O Db Db bl 2 0 1 -
=G +tO {F+t—+——0 G
Unm, 1" OmUn, m, m,0 m [

Cu acestea, considerand variabilele de stare: x,, X, z; si z, modelul matematic al

sistemului de suspensie al unui vehicul, in reprezentarea prin variabile de stare este
urmatorul:

0o o 1 0 0 0O
0 O OUbb, U 0 Dbl Up, b_l_l_b_ZD ﬂg _h G 0
ID E_BmmzH [ml L m2H—m1D m, mlm
%1 (=0 b, Up, b b0 %l O
F00 5, °  Hytwwmf ! O®D
.80 7 B .5
’ D k_2 0 _Dkl _|_£_|_k2 0 D ’
8 m, BVIT m, mZH B
o o0 0 O
o 1 bb, 1
O m, mlngwm
0
+|:| 0 2 %
] ™ %V
0
BL,18 k0
1 mZD mz E

y=[o 01 0]%‘5.
B8
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3.10. Parasuta.
Un paragutist de masd m se lanseazd de la altitudinea x, in ciddere liberd sub influenta

gravitatiei. Presupunem ci forta de rezistentd a aerului este proportionald cu viteza
paragutistului, unde constanta de proportionalitate este diferitd in functie de starea parasutei
(Inchisd sau deschisi).

Modelul matematic al paragutei se obtine din a doua lege a lui Newton sub forma:

mx = —mg —kx,
x(0)=x,, x(0)=0,

unde x este altitudinea la care se afld parasutistul deasupra Pdmantului, g este acceleratia
gravitationald, iar &k coeficientul de rezistentd al aerului. Ecuatia de miscare de mai sus se

poate imediat scrie sub forma unui sistem diferential In care apar pozitia §i viteza
paragutistului:

k
vV=-g —;v, v(0) =0,

X=v, x(0) = x,.
Considerand m, g si k constante, atunci solutia explicitd a sistemului de mai sus este:

O-% 0
[/ 1 E
k

mgd k[0 -5
x(t) = x, +7Ei—;t +H —em %

W="7

Totusi, in problema parasutei k& nu este o constanti. Forma generalda a evolutiei
coeficientului de rezistentd a acrului este:

Uk, t<t,

k()= E}’(z, tz2t1,,

unde ?, este timpul cand paraguta se deschide. Este posibil ca ¢, si fie o functie de vitezd in
sensul cd deschiderea paragutei apare la o anumitd vitezd a parasutistului, sau o functie de
pozitie in care caz deschiderea apare la o anumitd altitudine a parasutistului. Pentru a
determina modelul matematic al vitezei parasutistului este necesar sd gdsim solutia pentru
k =k, apoi sa calculim ¢, , dupd care si rezolvim problema cu k =k, unde conditiile
initiale sunt selectate astfel incat si se realizeze continuitatea vitezei §i pozitiei paragutistului
la momentul deschiderii paragutei: v(z;)=v(¢;) si x(¢;)=x(¢,), unde t; este limita la
dreapta, respectiv la stinga a lui ¢, . In acest caz, pentru 0 <¢<{, viteza parasutistului
este:
mg [ —%f K

v(t) = K % 1

iar, pentru ¢ = ¢, :

0-A O -%- 0 %
mg t G )) +% Sty

Lk, 0
v(:):k—1 -1 A 1
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Viteza la aterizare se poate calcula imediat din conditia dv/df =0. Utilizand
ecuatia de migcare rezultd ca: v(¢,) = —-mg/ k.

Din ecuatiile de migcare vedem cd acceleratia parasutistului  este:
a=-g —(k/m)v. La momentul deschiderii parasutei apare un salt de acceleratie, asa
numitul soc de deschidere, calculat sub forma:

_da k(@) k(1)
\%

j(f)—E— (1) - - a(t).

Cum k este constantd pe portiuni, rezultd cd acceleratia la momentul deschiderii totale a
parasutei are un salt de discontinuitate j(z,) = j(z;) = j(¢;). Dar a(t,) = 0, deci

) =KD

Un model mult mai realist se obtine dacd se ia in consideratie §i timpul necesar deschiderii

paragutei [Meade, 1998], precum si aria sectiunii transversale §i forma parasutei [Meade §i
Struthers, 1999].
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