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Să considerăm un pendul invers rotativ format dintr-un braţ orizontal de masă  cu un 
moment de inerţie 

0m

0I  faţă de centrul de masă şi lungime  de la articulaţie la centrul de 
masă, care este antrenat de un motor cu ax vertical ce dezvoltă un moment 

0L
.mτ  Pe acest braţ 

se sprijină articulat un pendul invers de masă  concentrată în vârful acestuia, moment de 
inerţie 

1m

1I  şi lungime  ca în figura 1. Fie  şi  coeficienţii de frecare vâscoasă a axului 
de rotaţie a motorului şi respectiv a articulaţiei pendulului cu braţul.  
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Fig. 1. Pendulul invers rotativ 

 
Pentru a scrie ecuaţiile de mişcare ale sistemului definim α  poziţia unghiulară a braţului în 
planul orizontal şi β  poziţia unghiulară a pendulului faţă de verticala locului. Vom proceda 
prin a scrie energia cinetică şi potenţială a sistemului de corpuri, Lagrangeanul şi apoi 
ecuaţiile Lagrange care definesc ecuaţiile de mişcare. 
Energia cinetică a braţului pendulului invers rotativ este 
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1 .
2bT I α=  

Energia potenţială a braţului este 0.bV =   
Pentru a calcula energia cinetică şi potenţială a pendulului să calculăm coordonatele punctului 
masic concentrat în vârful acestuia. În figura 2 prezentăm proiecţia sistemului în planul 
orizontal ( ).xOy  Din figura 2 şi respectiv figura 1 se vede uşor că 

1 0 1cos sin sin ,x L lα β α= +  
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                                                   1 1 cos .z l β=  
Deci 

1 0 1 1sin cos sin sin cos ,x L l lα α β β α α β α= − + +  

                                 1 0 1 1cos cos cos sin sin ,y L l lα α β β α α β α= − +  

                                 1 1 sin .z l β β= −  
 

Fig. 2. Proi
 
Cu acestea putem scrie 
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ecţia pendulului invers rotativ în planul orizontal ( ).xOy  
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ndulului este 

1 1 1 1 cos .pV m gz m l g β= =  
ului se scrie sub forma 
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i, ecuaţiile Lagrange sunt 
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unde ατ  este momentul asupra axei de rotaţie a braţului în direcţia care creşte unghiul ,α  iar 

βτ  este momentul asupra pendulului în direcţia care creşte unghiul .β  Ţinând seama de 

coeficienţii de frecare vâscoasă  şi  aceste momente se pot scrie sub forma 0C 1C

0 ,m Cατ τ α= −  

                                                              1 .Cβτ β= −  
Din (1) obţinem succesiv 

0,L
α
∂

=
∂

 

2 2 2
1 0 0 1 1 1 0 1( ) sin coL m L I m l m L l s ,α α β β

α
∂

= + + −
∂

β  

2 2 2
1 0 0 1 1 1 0 1( ) sin cod L m L I m l m L l

dt
sα α β β

α
∂⎛ ⎞ = + + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

β

,

 

                                2 2
1 1 1 0 12 cos sin sinm l m L lαβ β β β β+ +  

2 2
1 1 1 0 1 1 1sin cos sin sin ,L m l m L l m l gα β β αβ β β

β
∂

= + +
∂

 

2
1 1 1 1 0 1( ) cosL m l I m L l ,β α β

β
∂

= + −
∂

 

2
1 1 1 1 0 1 1 0 1( ) cos sind L m l I m L l m L l

dt
.β α β αβ

β
⎛ ⎞∂

= + − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
β

s

 

Cu acestea, ecuaţiile Lagrange ale pendulului invers rotativ sunt următoarele 
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În formă matriceală ecuaţiile de mişcare ale pendulului invers rotativ se pot exprima sub 
forma 
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este matricea de inerţie, simetrică şi pozitiv definită, 
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este matricea Coriolis şi 
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În cele ce urmează să prezentăm ecuaţiile de mişcare liniarizate ale pendulului rotativ în jurul 
punctului 0,α =  0,β = 0.β =  Pentru aceasta notăm: 
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În acelaşi timp 
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Deci ecuaţiile liniarizate se scriu sub forma 
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