Pendulul invers rotativ
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Sa considerdm un pendul invers rotativ format dintr-un brat orizontal de masa m, cu un
moment de inertie /, fatd de centrul de masa si lungime L, de la articulatie la centrul de
masd, care este antrenat de un motor cu ax vertical ce dezvolta un moment 7, . Pe acest brat
se sprijind articulat un pendul invers de masa m, concentrata in varful acestuia, moment de

inertie /; si lungime /, ca in figura 1. Fie C; si C, coeficientii de frecare vascoasa a axului
de rotatie a motorului si respectiv a articulatiei pendulului cu bratul.
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Fig. 1. Pendulul invers rotativ

Pentru a scrie ecuatiile de miscare ale sistemului definim & pozitia unghiulara a bratului in
planul orizontal i £ pozitia unghiulard a pendulului fata de verticala locului. Vom proceda
prin a scrie energia cineticd si potentiald a sistemului de corpuri, Lagrangeanul si apoi
ecuatiile Lagrange care definesc ecuatiile de miscare.

Energia cinetica a bratului pendulului invers rotativ este

1. .,
T;) = E Ioa .
Energia potentiala a bratului este ¥, = 0.

Pentru a calcula energia cinetica si potentiald a pendulului sa calculam coordonatele punctului
masic concentrat in varful acestuia. In figura 2 prezentim proiectia sistemului in planul
orizontal (xQOy). Din figura 2 si respectiv figura 1 se vede usor ca

x, =L cosa+[ sin Bsine,

v, =L,sina I sin fcosa,
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z, =1 cos f.
Deci
X, =—Lyasina+I fcos fsina+asin fcosa,

v, =L,acosa—I fcos fcosa+lasinfsina,

z =1 Bsin .
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Fig. 2. Proiectia pendulului invers rotativ in planul orizontal (xOy).

Cu acestea putem scrie
X+ Y+ = Lat + B+ a’ sin® B—2L L afcos B.

Energia cinetica 7, a pendulului este

1 . . . |

T=tm el
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1 o1 | 2 . iy
=—mLya’ +5(m1112 +1)° +Em1112a2 sin® B—m,L &3 cos 3.

Energia potentiala Vp a pendulului este

V,=mgz =mlgcosf.

Functia Lagrange a sistemului se scrie sub forma

L=(T,+T,)~(;,+V,)

= %(mng +1,)a’ +%(m1112 +1) /5 +%m1112d2 sin® 3

—mlLolld,B cos f—ml g cos . (1)
Utilizand aceste dezvoltari, ecuatiile Lagrange sunt
S(oL). 2L,
dt\de) da
d(JL) JL
— == T =5 =
dt\ Jp ap



unde 7, este momentul asupra axei de rotatie a bratului in directia care creste unghiul o, iar
7, este momentul asupra pendulului in directia care creste unghiul . Tinand seama de
coeficientii de frecare vascoasa C; si C, aceste momente se pot scrie sub forma

r,=71,-Cua,

7, =-Cp.
Din (1) obtinem succesiv
a_,
oa
oL

P (m, L} +1,)é+ml}asin® f—m L] B cos B,

d (OL
oa

o —j = (m L} +1,)é +ml}ésin® B—m L fcos B
+2m 26} cos Bsin f+m, L1 B sin S,
2—2 =m’a’ sin Bcos f+m,L,Jafsin f+ml gsinf,

2_2- = (ml} + 1) f —m Lyl cos j,

%(%j = (m I} + 1) —mLlccos B +mLylcfsin f.

Cu acestea, ecuatiile Lagrange ale pendulului invers rotativ sunt urmatoarele
(m, L+ 1,)& +m 7 éisin® B—m Lyl [} cos B
+2m I’ afsin fcos f+m Ll 7 sin f=1, —C,a,
(m 7 +1,)B—mLlccos f—mlc” sin fcos f—ml gsin f=—C,f.

In forma matriceald ecuatiile de migcare ale pendulului invers rotativ se pot exprima sub

forma
a
. |=0,

M(a,ﬁ)[ﬂ R C(a,ﬁ){ j

unde

m L +ml}sin® B+1, —mL cosf
—m, Ly, cos 3 ml’+1,

M(a,p) = {
este matricea de inertie, simetrica si pozitiv definita,

Cla.p) = {mlllz Bsin Bcos f+C, m Ly, fBsin ﬂ}

—m,l}csin B cos fB C,

este matricea Coriolis si

— T’”
0= m,gl sin 3 |



In cele ce urmeaza sa prezentim ecuatiile de miscare liniarizate ale pendulului rotativ in jurul
punctului @ =0, =0, f=0. Pentru aceasta notam:
fe, B, B) =, +mL+ml} sin® B)c +m L, fBcos B
+2m,I’afsin B cos f+m Lyl B> sin B+ Cyat —1,,,
g(a, B, f) =—m L ccos f+(ml’ +1)[—ml’c’sin fcos B—mlgsin f+C .
Atunci
£(0,0,0) = (£, +m L5)éi — m1L011B T

g 2mlﬂs1nﬂcosﬂ+C0,
oo

SJ';)—leﬂs1nﬂ+2mlzaﬂcos ﬁ'+leﬂ cos B+2m,l ¢ sin fcos B,

% =2m,I’asin S cos B+ 2m Ll Bsin .
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In acelasi timp

2(0,0,0) = —m L 1,éi + (I, + mI}) .
% =m,L 1, Bsin f—2ml’csin Bcos f—m Lyl Bsin B,

og

5 =m,Lldsin f—mlc’ cos’ f+mlla’sin® f—mgl cosf,
og _c.
op
Ca atare,
og og og
?d:o 5 o~ =—nm gL, _'a:O_Cl
also : Bl
=0 B=0 £=0
Deci ecuatiile liniarizate se scriu sub forma
: 0 )
fapp=r000+ L @-0+L p-0+Ll 3-0,
a5 P15 Pl
p=0 £=0 B=0
g(@.p =000+ 2| (@-0+B (5-0+%| (p-0).
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p=0 B=0 £=0

Adica
(I ;+m L3)é —m Lyl p+ Cya — 1, =0,
—my LyJ,éi + (1, + myl} )/8 + CUB -mglhp=0.
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