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Sa considerdm un pendul dublu format din doud brate articulate pe un carucior de masd m,
asupra caruia se poate aplica o fortd u, ca in figura 1. Fie 6§, pozitia caruciorului fata de un
referential dat §i 6, si @, unghiurile bratelor pendulului fatd de verticala locului. Fie L, si L,
lungimile bratelor pendulului si /, si /, distanta de la punctul de articulatie a bratelor pendulului
la centrul de masa al acestora. Fie totodata m, si m, masele celor doua brate ale pendulului si 7,

si /, momentele de inertie ale bratelor pendulului fatd de centrul lor de masa.

Fig. 1. Pendulul dublu invers pe un carucior.

Pentru a scrie ecuatiile de miscare ale acestui sistem mecanic proceddm intr-o manierd canonica
utilizadnd ecuatiile Lagrange. Pentru primul brat al pendulului, din figura 2, coordonatele centrului
de greutate al acestuia sunt

x, =6,+[sing,
¥, =1 cosb,.
Deci
%, =6, +10 cosb,,
= _116}1 sin 6.
Pentru cel de-al doilea brat, din figura 3, coordonatele centrului de greutate sunt
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x,=6,+L sinf +1,sinb,,
¥, =L cosb, +1,cosb,.

Deci
x, =6, + L0 cosb +1,0,cosb,,

y, =—L6,sin,—1,0,sinb,.

Y

(X, 1)

v
=

» X

Fig. 2. Coordonatele (X, ;). Fig. 3. Coordonatele (x,, y, ).
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Cu acestea energia cinetica a sistemului se scrie ca suma energiilor cinetice ale caruciorului 7| si

energiile cinetice ale celor doud brate 7, si 7,, unde
1.
Ty = Emoeozs
1 : . . 1.
T = Eml[(ﬁo +1,6,cos6,)’ +(1,6,sin6,)’] +511912

1 . .. 1.
=—m0 +ml0,6, cos@l+56’12(m1112 +1),

T, = lmz[(é0 +L,6,cos 6, +1,0, cos 8,)’ + (L,6,sin 6, +1,0,sin6,)] +%129§

_ %mzeg +%922(m2122 ‘1) +%m2Lf6?12 +m,6,0L, cos 6, +m, 0,1, cos 6,

+m,L,1,0,6, cos(6, - 6,) .

Analog energia potentiala a sistemului se scrie ca suma energiilor potentiale ale caruciorului ¥
si energiile potentiale ale bratelor V; si V, unde

v, =0,

V, =mgl, cosd,

V, =m,g(L,cosb, +1,cosb,).

Deci Lagrangeanul sistemului este
L=(T,+T+T) -V, +V +V,)



= %(mo +m, +m2)€'02 +%(mlll2 +m2Lf +Il)6"12 +%(m2122 +12)6'?22

+(myl, +m,L,)8,0, cos 0, + m,L0 0, cos 0, + m,L 1,06, cos(6, —b,)
—(ml, +m,L,)gcos6 —m,l,gcosb,.
Ecuatiile Lagrange sunt

dfoL) oL _
e\ 29,) o8,
4 ﬂj a_. |
de\ce, ) oo, M
dpaL)_ oL _
e\ o8,) o8,

Explicit obtinem

oL _

00,

oL s 2 .

Y —(ml, +m,L,)6,6, sin 6, —m,L,1,6,0, sin(6, —6,)+ (ml, + m,L )gsin6,,

1
oL

o ~m,1,0,0, sin 0, + m,L 1,66, sin(6, - 6,) + m,l,g sin 6,,

2

a%’ = (my +m, +m,)0, + (ml, +m,L )6, cos 6, + m,L, cosb,,
0
oL , 5 . : .
FY N (ml”+m,L +1)6 +(ml +m,L)6,cosb, +m,LL0, cos(6, —-6,),
1
oL ) . . .
20" (m,l; +1,)60, + m,1,0, cos 8, + m,L,1,0, cos(6, - 6,),
2
d( oL . N .
byl (my +m, +m,)6, +(ml +m,L,)6, cos 6, —(m,l, +m,L, )6, sinb,
0

+m, 1,6, cos 8, —m,1,6; sin @,
d( oL , , . . S
vl (ml7 +m, L +1,)6, + (ml, + m,L,)6, cos 6, — (m,[, + m,L,)6,0, sin 6,

1

+m2L112é2 cos(6, —6,) - mlelzgz (‘91 - éz)Sin(el —0,),
d( oL . . S
E[O_ﬁzj =(m,; +1,)0, + m,1,0, cos 6, —m,1,6,0, sin 0,

+m,L,1,6, cos(6, — 6,) —m,L1,6,(6, - 6,)sin(6, - 6,).
Introducand aceste expresii in (1) obtinem ecuatiile de miscare ale pendulului invers dublu pe un
carucior antrenat de o forta u :

(my +m, +m,)6, + (ml, +m,L)8, cos 6, — (ml, +m,L,)6] sin 6,



+m,l,0, cos 6, —m,,0} sin@, =u,
(ml +m,L)6, cos @, +(ml’ +m,L’ +1,)0, +m,L16, cos(6, - b,)
+m,L,1,07 sin(@, —6,)— (m,l, +m,L)gsin 6, =0,
m,1,6, cos 6, +m,L1,6, cos(6, —6,) + (m,l7 +1,)6,
—m,L L6} sin(6, —6,) —m,l,gsin 6, = 0.

Introducem urmatorii parametri agregati ai sistemului:
Py =My +my+m,,
Py =ml+m,L,,
Py =myl,,
py=mll+m L +1,,
ps=mLl,
Pe = m2122 +1,.
Atunci, ecuatiile de miscare a pendulului invers dublu devin

2,6, + p,6, cos 0, — p,0 sin 6, + p,0, cos b, — p,0; sin 6, =u,
pzéo cos 6, + p4é1 + pséz cos(6, —6,)+ 1756"22 sin(6) —6,)— p,gsinf, =0,
p,0,c0s8, + p.6 cos(6, —0,) + p.b, — p;6 sin(6, —6,)— p,gsind, =0.

In forma matriceala Ecuatiile de miscare se pot scrie sub forma:

M(0)6+C(6,0)0+G(6)=0u,

unde 0=[6,,6,,0,]" este vectorul coordonatelor generalizate si

D p,cos6, p; cos b,
M(0) =| p,cos6, P4 pscos(6,—6,)
P;¢0s6,  pscos(6 —0,) Pe
este matricea de inertie, simetrica si pozitiv definita,
0 —p,0,sin 6, —p;6,sin 6,
C(6,0)=0 0 <0, sin(6, —6,)
0 —ps6sin(6, 06, 0
este matricea Coriolis,
0
G(0)=| —p,gsing
—p;gsinb,

este vectorul fortelor conservative si Q =[1,0,0]".

Deoarece matricea M () este inversabild ecuatiile de miscare se pot scrie sub forma



0+M(O)'C(0,0)0+M(6O)"'GO)=MO) " Ou.

Introducénd variabila

e
x=| .|eRrR
0

atunci ecuatiile de migcare se scriu sub forma canonica

Lo el e
X= X+ + u,
0 -M'C -M'G M“Q

unde /, este matricea identitate de ordinul 3.
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