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Să considerăm un pendul dublu format din două braţe articulate pe un cărucior de masă  
asupra căruia se poate aplica o forţă  ca în figura 1. Fie 

0m
,u 0θ  poziţia căruciorului faţa de un 

referenţial dat şi 1θ  şi 2θ  unghiurile braţelor pendulului faţă de verticala locului. Fie  şi  
lungimile braţelor pendulului şi  şi  distanţa de la punctul de articulaţie a braţelor pendulului 
la centrul de masă al acestora. Fie totodată  şi  masele celor două braţe ale pendulului şi 
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şi 2I  momentele de inerţie ale braţelor pendulului faţă de centrul lor de masă.  
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Fig. 1. Pendulul dublu invers pe un cărucior. 
 
Pentru a scrie ecuaţiile de mişcare ale acestui sistem mecanic procedăm într-o manieră
utilizând ecuaţiile Lagrange. Pentru primul braţ al pendulului, din figura 2, coordonatel
de greutate al acestuia sunt 

1 0 1 sinx l 1θ θ= + , 
                                                                1 1 cosy l 1θ= . 
 Deci 
                                                                1 0 1 1 cosx l 1θ θ θ= + , 

                                                                1 1 1 siny l 1θ θ= − . 
Pentru cel de-al doilea braţ, din figura 3, coordonatele centrului de greutate sunt 
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2 0 1 1 2sin sinx L l 2θ θ θ= + + , 
                                                      2 1 1 2cos cosy L l 2θ θ= + . 
Deci 
                                                      2 0 1 1 1 2 2 2cos cos ,x L lθ θ θ θ θ= + +  

                                                      2 1 1 1 2 2sin sin .y L l 2θ θ θ θ= − −  
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                   Fig. 2. Coordonatele 1 1( , ).x y                                      Fig. 3. Coordonatele 2(x
 
Cu acestea energia cinetică a sistemului se scrie ca suma energiilor cinetice ale căr

energiile cinetice ale celor două braţe T  şi T  unde 1 2 ,
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Analog energia potenţială a sistemului se scrie ca suma energiilor potenţiale ale c
şi energiile potenţiale ale braţelor V  şi V  unde 1 2,

                V  0 0,=
gl                V m1 1 1 1cos ,θ=

.g L l
 

                V m2 2 1 1 2 2( cos cos )θ θ= +

)

 
Deci Lagrangeanul sistemului este 
                0 1 2 0 1 2( ) (L T T T V V V= + + − + +
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                     1 1 2 1 0 1 1 2 2 0 2 2 2 1 2 1 2 1 2( ) cos cos cos( )m l m L m l m L lθ θ θ θ θ θ θ θ θ θ+ + + + −  
                     1 1 2 1 1 2 2 2( ) cos com l m L g m l g s .θ θ− + −  
Ecuaţiile Lagrange sunt  
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Explicit obţinem 
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Introducând aceste expresii în (1) obţinem ecuaţiile de mişcare ale pendulului invers dublu pe un 
cărucior antrenat de o forţă  :u
 
          2

0 1 2 0 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 1 1( ) ( ) cos ( )m m m m l m L m l m Lθ θ θ θ+ + + + − + θ  
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Introducem următorii parametri agregaţi ai sistemului: 
                                                            1 0 1 2 ,p m m m= + +  
                                                            2 1 1 2 1,p m l m L= +  
                                                            3 2 2 ,p m l=  

2 2
4 1 1 2 1 ,1p m l m L I= + +  

                                                            5 2 1 ,2p m L l=  

                                                            2
6 2 2 .2p m l I= +  

Atunci, ecuaţiile de mişcare a pendulului invers dublu devin  
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În formă matriceală Ecuaţiile de mişcare se pot scrie sub forma: 
 

( ) ( , ) ( )M C Gθ θ θ θ θ θ+ + = Qu , 
 

unde 0 1 2[ , , ]Tθ θ θ θ=  este vectorul coordonatelor generalizate şi 
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este vectorul forţelor conservative şi  [1,0,0] .TQ =
Deoarece matricea ( )M θ  este inversabilă ecuaţiile de mişcare se pot scrie sub forma 
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1 1( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) 1M C M G Mθ θ θ θ θ θ θ θ− −+ + = Qu− . 
 
Introducând variabila  
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atunci ecuaţiile de mişcare se scriu sub forma canonică 
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unde 3I  este matricea identitate de ordinul 3. 
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