
 
 

CAON: 
O COLECŢIE DE APLICAŢII DE 

OPTIMIZARE NELINIARĂ ÎN LIMBAJUL 
GAMS 

 
Neculai  Andrei 

Research Institute for Informatics,  
Center

  8 , Romania, 
Aca tists 

E-mail: nan

 for Advanced Modeling and Optimization, 
-10, Averescu Avenue, Bucharest 1

demy of Romanian Scien
drei@ici.ro

 
 
 În acest raport tehnic prezentăm un număr de 25 modele de optimizare 
neliniară, exprimate în limbajul GAMS [Brooke, et all., 1998], împreună cu 
performanţele algoritmilor de optimizare CONOPT, KNITRO şi MINOS care fac 
parte integrantă din tehnologia GAMS. Scopul acestei colecţii este de a asambla o 
multitudine de modele de optimizare neliniară care, eventual cu modificări 
minimale, se pot utiliza în diverse situaţii practice concrete. În acelaşi timp s-a avut 
în vedere ilustrarea capabilităţilor limbajului GAMS în ceea ce priveşte exprimarea 

elor. Acolo unde a fost cazul am prezentat 

ndiţiilor de optimizare în 
cazul ce

Moré, Munson, 2004],  MINPACK-2 
verick, Carter,  Moré, şi Xue, 1994], etc. 

diferitelor probleme ca probleme de optimizare neliniară.  
 Fiecare model (problemă) este introdus prin o scurtă descriere, prezentarea 
expresiei algebrice a acestuia, prezentarea formei modelului în limbajul GAMS, 
anumite elemente privind afişarea soluţiei, precum şi performanţele algoritmilor 
incluşi în tehnologia GAMS: CONOPT, KNITRO şi MINOS. Expresia GAMS a 
tuturor acestor aplicaţii se găseşte pe CD-ul asociat acestui raport tehnic. De aceea 
nu am mai prezentat soluţia problem
doar reprezentarea grafică a acestora. 
 Caracteristic acestor aplicaţii de optimizare neliniară, din această colecţie, 
este faptul că pentru fiecare dintre acestea se prezintă semnificaţia fizică a 
variabilelor, restricţiilor, a funcţiei obiectiv şi a parametrilor (acolo unde este 
cazul). Aceasta permite utilizatorului înţelegerea procedurilor de utilizare a 
limbajului GAMS în ceea ce priveşte exprimarea anumitor condiţii asupra 
variabilelor şi restricţiilor problemei, precum şi fixarea co

lor trei pachete utuilizate în acest studiu numeric. 
Pe lângă o serie de lucrări menţionate în bibliografie, au fost consultate 

colecţiile: SPENPROB Andrei [2001], [Floudas, et. al., 1999], COPS [Bondarenko, 
Bortz şi Moré, 1999], COPS 3.0 [Dolan, 
[A
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riere 
G1 

Polygon 
Dintre toate poligoanele cu vn  laturi şi diametrul 1,d ≤  
să se determine poligonul de arie maximă. 

4 

G2 
Electron 

6 Distribuţia electronilor pe o sferă conductoare. Daţi pn  
electroni, să se determine starea de echilibru a acestora 
pe o sferă conductoare.  

G3 
Chain 

8 Să se determine forma unui lanţ de densitate uniformă, de 
lungime ,L  suspendat între două puncte fixe, cu energie 
potenţială minimă. 

G4 
Rocket 

11 Date masa iniţială, masa combustibilului şi 
caracteristicile rezistenţei aerului să se determine 
altitudinea maximă a unei rachete lansată vertical 
utilizând forţa de tracţiune ca variabilă de control. 

G5 
Camshape 

Maximizarea ariei unei valve prin rotaţia unei came 
convexe de curbură şi rază date. Proiectarea unei came. 

16 

G6 
Robot 

Minimizarea timpului de deplasare al unui robot între 
două puncte fixe. 

20 

G7 
Steering 

25 Minimizarea timpului de deplasare a unei particule, 
supusă unei tracţiuni date, pentru a realiza o altitudine şi 
viteză finală impuse. 

G8 
Planor 

Să se maximizeze poziţia finală orizontală a unui planor 
suspendat supus unei forţe ascensionale termice date. 

27 

G9 
Torsion 

Torsiunea elasto-plastică a unei bare. Determinarea 
câmpului de eforturi într-o bară cilindrică infinit lungă.  

32 

G10 
Lagar 

36 Distribuţia presiunii într-un lagăr de alunecare (cuzinet). 
Problema constă în determinarea distribuţiei presiunii 
într-un film subţire de lubrifiant între doi cilindri 
circulari.  

G11 
M f 

39 
insur

Suprafaţa minimală cu obstacol. Să se determine o 
suprafaţă de arie minimă care zace deasupra unui 
obstacol cu condiţii la frontieră date. 

G12 
Circle 

Să se determine cercul de rază minimă care conţine un 
număr dat de puncte de coordonate ( , ).i ix y  

42 
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G13 
Rezervor i unei configuraţii de rezervoare 

44 Optimizarea Funcţionării a Două Rezervoare. 
Optimizarea funcţionări
astfel încât să se minimizeze cantitatea de apă eliberată 
din unul dintre acestea. 

G14 
Lacuri 

ea funcţionării bazinelor hidrografice ale unor 47 Optimizar
râuri care alimentează câteva lacuri şi rezervoare 
(bazine). 

G15 
Ramsey 

Model de creştere economică (echilibru dinamic) Ramsey. 
Maximizarea utilităţii totale. 

54 

G16 
Catmix 

tecului optim a două elemente 59 Determinarea ames
catalizatoare de-a lungul unui reactor tubular implicând 
mai mulţi reactanţi. 

G17 
Pool1 

 vederea obţinerii unor produse finite cu 

63 Pooling – Blending. Determinarea în mai multe tancuri a 
unui amestec din mai multe ingrediente cu proprietăţi 
date în
proprietăţi impuse (4 ingrediente, un tanc, 2 produse 
finite). 

G18 
Pool2 

 vederea obţinerii unor produse finite cu 

67 Pooling – Blending. Determinarea în mai multe tancuri a 
unui amestec din mai multe ingrediente cu proprietăţi 
date în
proprietăţi impuse (5 ingrediente, 3 tancuri, 5 produse 
finite). 

G19 
HeatEx1 

Proiectarea unei reţele de trei schimbătoare de căldură în 
serie care încălzeşte un  flux de apă rece. 

73 

G20 
HeatEx2 

tarea unei reţele de trei schimbătoare de căldură în 76 Proiec
paralel, cu recirculaţie, care încălzeşte un  flux de apă 
rece. 

G21 
DifuzieT mică eterogenă, 

lasate în interiorul ei. 

80 Calculul difuziei temperaturii într-o placă 
dreptunghiulară, cu conductivitate ter
simetric distribuită, cu condiţii pe frontieră şi cu diverse 
surse de căldură p

G22 
Flow 

Curgerea staţionară a unui fluid incompresibil intr-o arie 
dreptunghiulară. 

85 

G23 
Robust1 etrilor a celei mai mari regiuni posibile 

92 Stabilitatea robustă a unui sistem liniar. Determinarea în 
spaţiul param
pentru care sistemul rămâne stabil la variaţia 
parametrilor. 

G24 
Benz ul parametrilor a celei mai mari 

95 Analiza stabilităţii autobuzului Daimler-Benz 0305. 
Determinarea în spaţi
regiuni posibile pentru care autobuzul rămâne stabil la 
variaţia parametrilor. 

G25 
Fiat 

Analiza de stabilitate a instalaţiei de aprindere prin 
scânteie (bujie) a automobilului Fiat Dedra 

98 
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Aplicaţia G1 (Polygon) 
Dintre toate poligoanele cu  laturi şi diametrul vn 1,d ≤  să se determine poligonul 

 descr
furilor unui poligon, atunci expresia 

atematică a problemei de optimizare este: 

                      

de arie maximă. 
Problema este isă în [Dolan, Moré şi Munson, 2004, pagina 3] şi [Graham, 
1975]. Dacă ( ,θ )i ir  sunt coordonatele vâr
m
 

 
1

1 1
1i=⎝ ⎠

referitor la 

1max sin(θ θ )
2

vn

i i i ir r
−

+ +

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟∑  

− ≤    2 2 2 cos(θ θ ) 1r r+ − ,i j i j i jr r 1 ,vi n≤ <    ,vi j n< ≤  

                        1θ θ ,i i+≤                                  1 ,vi n   ≤ <  
                        θ [0,π],i ∈   0,ir ≥                      1 .vi n≤ ≤  
 
Problema este interesantă deoarece are 2

vn  restricţii inegalităţi neliniare neconvexe. 
a  atunci aria maximă tinde la aria unui cerc cu diametrul egal cu 1, de 

va  Problema este descrisă şi în [Andrei, 2001, pagina 328]. 
Ex
 

că vn →∞,D
loare π / 4 0.7854.≅
presia GAMS  a acestei probleme este prezentată în figura 1.1. 

$ontext 
Polygon 
Determinarea celui mai mare poligon cu n laturi de diametru  
d <=1. 
$offtext 
 
$if     set n  $set nv %n% 
$if not set nv $set nv 300 
set i sides /i1 * i%nv%/; 
alias(i,j) 
 
scalar pi 
 
positive variables 
  r(i) 
  theta(i) 
variable 
  polygon_area; 
 
equations 
  obj 
  distance(i,j) 
  ordered(i); 
 
* equatiile 
obj.. polygon_area =E= 0.5 * sum(j(i+1), 
      r(i)*r(i+1)*sin(theta(i+1)-theta(i))); 
distance(i,j)$(ord(j)>ord(i)).. sqr(r(i))+sqr(r(j))- 
                  2*r(i)*r(j)*cos(theta(j)-theta(i)) =L=1; 
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ordered(i+1).. theta(i) =L= theta(i+1); 
 
pi = 2*arctan(inf); 
r.up(i) = 1; 
theta.up(i) = pi; 
 
r.l(i) = 4*ord(i)*(card(i)+1-ord(i))/sqr(card(i)+1); 
theta.l(i) = pi*ord(i)/card(i); 
 
model polygon /all/; 
 
$onecho >bench.opt 
solvers conopt knitro minos 
$offecho 
 
polygon.optfile=1; 
polygon.iterlim=50000; 
option nlp=bench 
option reslim = 3600; 
solve polygon using nlp maximizing polygon_area; 
display polygon_area.l; 
* End polygon 

Fig. 1.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G1 (Polygon). 
 
Pentru diverse valori ale lui  performan şi 
MINOS sunt descrise în tabe nde umărul de iteraţii, 
time este timpul CPU în secu n
 

belul 1.1
n = ariabile), 

 vn ţele algoritmilor CONOPT, KNITRO 
os, ulele de mai j #iter este n

nde şi vfo este valoarea optimă a fu cţiei obiectiv. 

Ta   
100,vn =  201 (v 5050m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 442 0.738 0.78481114  2
KNITRO 49 0.71973268 21.490 
MINOS 1 0.6 14 48 3.238 7498

 
abelul 1.2

n = ariabile), 
T . 

200,vn =  401 (v 20100m =  (res
 #iter time vfo 

tricţii) 

CONOPT 1066 0.730 0.78515482  18
KNITRO 39 264.530 685233 0.72
MIN S 2  0.7 66 O 217 36.164 3220

 
abelul 1.

n = ariabile), 
T 3. 

mvn =  601  (v 45150300, =  (res
 #iter time vfo 

tricţii) 

CONOPT 2319 762.438 0.78529080 
KNITRO 49 3476.609 0.72686364 
MINOS 282 763.039 0.68840451 
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plicaţia G2 (Electron) 

 a

în
 pro ă importantă în fizică şi chimie referitoare la determinarea 

unei structurii de p ţial Coulomb minim corespunzătoare poziţiilor unor atomi. 

A
Distribuţia electronilor pe o sferă conductoare. Daţi pn  electroni, să se determine 
starea de echilibru a cestora pe o sferă conductoare.  
 
Problema, cunoscută ca problema Thomson, constă în a determina configuraţia de 
energie minimă a pn  puncte cărcate electric plasate pe o sferă conductoare. 
Aceasta este o blem

oten
Dacă ( , , )i i ix y z  sunt poziţiile celor pn  puncte (electroni), atunci energia potenţială 
a acestora este: 

( )
1 1

2 2 2 2

1 1

( ) ( ) ( )i j i j i j
i j i

x x y y z z
p pn n−

−

= = +

− + − + −∑ ∑  

care trebuie minimizată în virtutea restricţiilor: 
2 2 2 1,i i ix y z+ + =    1, , .pi n= …  

 
Problema este descrisă şi în [Andrei, 2001, pagina 292]. Aceasta are o multitudine 
e ocale în care valoarea funcţiei obiectiv este apropiată de minimul 

glo ult, numărul de minime locale creşte exponenţial cu  Ca atare, 
de ilă. 
Op
Ex e este prezentată în figura 2.1. 
 

d  minime l
bal. Mai m  .pn

terminarea minimului global computaţional este o problemă d
ale determină numai punctele de minim local. 

ific
timizatoarele profesion

S  a acestei problempresia GAM

$ontext 
Electron 
Given n electrons, find the equilibrium state distribution (of 
minimal Coulomb potential) of the electrons positioned on a 
conducting sphere. 
$offtext 
 
$if     set n  $set np %n% 
$if not set np $set np 50 
 
Set i       electrons /i1 * i%np%/ 
    ut(i,i) upper triangular part; 
 
Alias (i,j); 
    ut(i,j)$(ord(j) > ord(i)) = yes; 
 
Variables   x(i) x-coordinate of the electron 
            y(i) y-coordinate of the electron 
            z(i) z-coordinate of the electron 
            potential Coulomb potential; 
 
Equations   obj     objective 
            ball(i) points on unit ball; 
 
obj.. potential =e= 
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  sum{ut(i,j), 1.0/sqrt(sqr(x[i]-x[j]) + sqr(y[i]-y[j]) +  
                        sqr(z[i]-z[j]))}; 
 
ball(i).. sqr(x(i)) + sqr(y(i)) + sqr(z(i)) =e= 1; 
 
* Set the starting point to a quasi-uniform distribution 
* of electrons on a unit sphere 
 
scalar pi a famous constant; 
pi = 2*arctan(inf); 
 
parameter theta(i), phi(i); 
theta(i) = 2*pi*uniform(0,1); 
phi(i)   = pi*uniform(0,1); 
 
x.l(i) = cos(theta(i))*sin(phi(i)); 
y.l(i) = sin(theta(i))*sin(phi(i)); 
z.l(i) =               cos(phi(i)); 
 
model electron /all/; 
 
electron.iterlim = 500000; 
option reslim=5000; 
 
$onecho >bench.opt 
solvers conopt knitro minos 
$offecho 
electron.optfile=1; 
electron.workfactor=20; 
option nlp=bench; 
 
solve electron using nlp minimizing potential; 
* End electron 

Fig. 2.1. Expr s licaţie n). 
 
Pentru divers ormanţele algoritmilor CONOPT şi 
MINOS sun în tabelel ai jos. 
 

Tabelul 2.1  

e ia GAMS a ap i G2 (Electro

pne valori ale lui  perf , KNITRO 
t descrise e de m

50,pn =  151n =  (variabile), m 51=  (restricţii) 

 #ite vfo r time 
CONOPT 1055 147 37 0.602 .1823
KNITRO 234 19.758 1055.1823147 
MINOS 54 6.891 1055.1823147 

 
Tabelul 2.2  

100,pn =  301n =  (variabile), 101m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 59 3.404 4448.4104206 
KNITRO 1275 1433.160 4448.3506343 
MINOS Prea multe iteraţii 
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 uniformă, de lungime  suspendat 
între două puncte fixe, cu energie potenţială minimă. 
Această problemă clasică, cunoscută încă ca şi cur fost sugerată de 
Hans Mittelman. Problema este descrisă în [Dolan, Moré şi Munson, 2004, pagina 

). 

Aplicaţia G3 (Chain) 
Să se determine forma unui lanţ de densitate ,L

ba câinelui, a 

9] (vezi de asemenea [Cesari, 1983], [Andrei, 2004c]
Problema constă în a determina funcţia ( ),x t  forma lan lţţului (înă imea la care se 
află lanţul), care minimizează energia potenţială: 

1

( )1/ 22

0

( ) 1 ( ) d ,x t x t t′+∫  

referitor la restricţia impusă de lungimea lanţului: 

,( )
1

1/ 22

0

1 ( ) dx t t′ L+ =∫  

precum şi condiţiile la capetele lanţului (0)x a=  şi (1) ,x b=  unde şi  sunt 
înălţimile la care este suspendat lanţul la cele două capete. 

o lemei se poate face introducând variabila de control 
r

a  b

 O altă formulare a pr b
1( ) ( )u t x t′=  şi funcţia ca e reprezintă energia potenţială 

t

( )1/ 22
2 1

0

( ) ( ) 1 ( ) d .x t x s u s s= +∫  

minimizarea energiei potenţiale (totale) 
cuaţiile 

          

2 (1)x  Această formulare ne conduce la 
referitor la e
                                    1( ) ,x t u′ =  

( )1/ 22
2 1( ) ( ) 1 ( ) ,x t x t u t′ = +  

                                              ( )1/ 22
3 ( ) 1 ( ) .x t u t′ = +  

Introducând un număr n  de puncte de discretizare care definesc lungim s lui ea pa u
ste de discretizare 1/( 1),h n= +  atunci, varianta discretă a problemei e

21
1 1

1 2i h= ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
eritor la 

min 1i i i ix x x xh − −+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟∑  

ref

n+

21
1

1i=

1 ,
n

i ix x L
h h

+
−−⎛ ⎞+ =⎜ ⎟  

un
⎝ ⎠

∑
de 0x a=  şi 1nx b+ =  [Bon

În reprezentarea GA
darenko, Bortz, Moré, 1999]. 

 MS a problemei se utilizează varianta integrării 
sis ţii diferenţiale de mai sus. Varianta discretă de mai sus a 
pr izată în pachetul 
SP era
şi

temului de ecua
oblemei, descrisă în [Bondarenko, Bortz, Moré, 1999], a fost util
ENBAR [Andrei, 2001]. În experimentele numerice vom consid  1,a =  3b =  

 4.L =   
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Ex
 

presia GAMS a problemei este prezentată în figura 3.1 

$ontext 
Find the chain (of uniform density) of length L suspended 
between two points with minimal potential energy. 
$offtext 
 
$if     set n  $set nh %n% 
$if not set nh $set nh 1000 
 
set nh /i0 * i%nh%/; 
 
alias(nh,i); 
 
scalars L  length of the suspended chain      / 4 / 
        a  height of the chain at t=0 (left)  / 1 / 
        b  height of the chain at t=1 (left)  / 3 / 
        tf ODEs defined in [0 tf]             / 1 / 
        h  uniform interval length 
        n  number of subintervals 
        tmin; 
 
if (b>a, tmin = 0.25 else tmin = 0.75); 
n = card(nh) - 1; 
h = tf/n; 
 
variables 
  x(i)   height of the chain 
  u(i)   derivative of x 
  energy potential energy ; 
 
x.fx('i0')    = a; 
x.fx('i%nh%') = b; 
 
x.l(i) = 4*abs(b-a)*((ord(i)-1)/n)*(0.5*((ord(i)-1)/n)  
                      - tmin) + a; 
u.l(i) = 4*abs(b-a)*(((ord(i)-1)/n) - tmin); 
 
* Equations 
equations obj, x_eqn(i), length_eqn ; 
 
obj.. energy =e= 
       0.5*h*sum(nh(i+1), x(i)*sqrt(1+sqr(u(i))) + 
                          x(i+1)*sqrt(1+sqr(u(i+1)))); 
 
x_eqn(i+1).. x(i+1) =e= x(i) + 0.5*h*(u(i)+u(i+1)); 
 
length_eqn.. 0.5*h*sum(nh(i+1), sqrt(1+sqr(u(i))) + 
                                sqrt(1+sqr(u(i+1)))) =e= L; 
 
model chain /all/; 
 
chain.optfile=1; 
chain.workspace=120; 
option nlp=conopt 
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solve ch g nlp min izing enerain usin im gy; 
 
*file res /chain.dat/; 
*put res 
*loop(i, put x.l(i):10:5, put/) 
* End Chain 

Fig. 3.1. Expresia GAMS a apli 3 (Chain). 
 
Pentru diverse valori ale lui rformanţele algoritmilor CONOPT, KNITRO, 
MINOS şi SPENBAR sunt descrise în abelele 

caţiei G

hn  pe
 t de mai jos. 

 
Tabelul 3.1  

200,n =  403n =  (variabile), 202m =  (h restricţii) 
 #iter time vfo 

CONOPT 17 0.258 891734  5.06
KNITRO 8 07 0.230 5.068917
MINOS 36 1.266 5.068917 

 
belul 3.2

n =  (variabile)
Ta

03
  
, 50m500,hn =  10 2=  (restr

 #iter time vfo 
icţii) 

CONOPT 21 0 5.06857779 .711 
KNITRO 8 5.06 64 0.190 8577
MINOS 96 10.586 5.068578 

SPENBAR 3 / 2 2† 007 117.03 5.068480 
 † 3 i ore,  
                 2007 i minore în m Newton t . 

teraţii maj
2 iteraţi etoda runchiată

 
Tabelul 3.3 

1000,h 2003n =  (variabile), 1002mn =  =  (restricţii) 
Vfo  #iter time 

CONOPT 20 5.0685101 2.654 
KNITRO 8 0.380 5.0685099 
MINOS 202 73.145 5.068510 

 
Tabelul 3.4 

1200,hn =  2403n =  (variabile), 1202m =  (restricţii) 
 #iter time Vfo 

CONOPT 26 4.008 5.0685019 
KNITRO 8 0.490 5.0685018 
MINOS 253 130.316 5.068502 

 
Pentru 400hn =  forma lanţului este arătată în figura 3.2. 
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ig. 3 2. Forma lanţului de energie potenţ al imă  

sprijinit între două puncte fixe. 
 

F . i ă min

Aplicaţia G4 (Rocket) 
Date masa iniţială, masa combustibilului şi caracteristicile rezistenţei aerului să se 

ilă d ntr l. 
Astfel formulată, problema este una de control m se găsesc în [Dolan, 

son, p. 392-

Ecuaţiile de mişcare ale rachetei sunt următoarele: 

        

determine altitudinea maximă a unei rachete lansată vertical utilizând forţa de 
tracţiune ca variab  e co o

 opti al. Detalii 
Moré şi Munson, 2004, pagina 23] (vezi de asemenea [Bry  1999, p
394]).  

,h v′ =   ( , ) ( ),r D h vv g h
m

−′ = −           ,rm′
c

= −  

unde h  este altitudinea de la centrul Terrei, v  viteza pe verticala locului, r  forţa 
de tracţiune, D  coeficientul de rezistenţă aerodinamică, g  forţa gravitaţională şi 
c  o constantă care măsoară impulsul combustibilului asupra rachetei.  
orţa de tracţiune este F mărginită ca: 

.max0 ( )r t r≤ ≤  
Co  
fo

eficientul de rezistenţa aerodinamică şi forţa gravitaţională sunt definite sub
rma: 

2 (0)( , ) exp ,c c
h hh v D v h

⎛ ⎞−
= −

(0)h
D ⎜ ⎟

⎝ ⎠
        

2

0
(0)( ) hg h g ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ,
h⎝ ⎠

 

un ţa gravitaţională la suprafaţa Terrei. 
Ini

de cD  şi ch  sunt constante, iar 0g  este for
al racheta se află în repaus, adicăţi  (0) 0,v =  iar masa la sfârşitul zborului este o 

fracţie din masa iniţială, adică 
( ) (0),f cm t m m=  

unde ft  este timpul final de zbor şi cm  o constantă. Pe lângă acestea, masa, 
altitudinea şi viteza sunt mărginite sub forma: 
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Pr adimensionale. În model 
pa se aleg în funcţie de mărim şi  Ca în 
[B -394] definim: 

      

( ) ( ) (0),fm t m t m        ( ) (0),h t h        
ace 

≤ ≤ ≥ ( ) 0.v t ≥  
in scalare ecuaţiile de mişcare ale rachetei se pot f
rametrii max ,r  cD  şi c ile (0),h  (0)m  0.g
ryson, 1999, pp. 392

max 03.5 (r g m= 0),
0

1 (0) ,
2c c

mD v
g

=      ( )1/ 2
0

1 (0) .
2

c g h=  

Fă ralităţii putem presupune că 0(0) (0) 1h m g= = =  ră pierderea gene şi considerăm 
ur rii ş ,ch  cm  i :cv  mătoarele valori pentru paramet

500,ch =       0.6,cm =       620.cv =  
Va odelului sunt următoarele: 1,ft =  lorile iniţiale ale variabilelor m

( ) 1 ,
f ft t⎜ ⎟
⎝ ⎠

t t⎛ ⎞
v t = −⎜ ⎟     0 0( ) ( ) ,f

f

tm t m m m
t

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

evaluate în punctele de discretizare. Valoarea iniţială a tracţiunii este 
Cu iscretizare uniformă cu  intervale şi schema 
tra aţiile de mişcare se exprimă ca 
în 
 

max / 2.r r=  

hn acestea, utilizând o reţea de d
pezoidală de aproximare, în limbajul GAMS ecu
figura 4.1. 

$ontext 
Goddard Rocket. 
Maximize the final altitude of a vertically launched rocket, 
using the  thrust as a control and given the initial mass, the 
fuel mass, and the drag characteristics of the rocket. 
$offtext 
 
$if     set n  $set nh %n% 
$if not set nh $set nh 1000 
 
set h intervals / h0 * h%nh%/ 
 
scalars 
   h_0  Initial height              / 1 / 
   v_0  Initial velocity            / 0 / 
   m_0  Initial mass                / 1 / 
   g_0  Gravity at the surface      / 1 / 
   nh   Number of intervals in mesh / %nh% / 
   r_c  Thrust constant             /3.5/ 
   v_c  / 620 / 
   h_c  / 500 / 
   m_c  / 0.6 / 
   D_c 
   m_f  final mass 
   c ; 
 
* Constants: 
c   = 0.5*sqrt(g_0*h_0); 
m_f = m_c*m_0; 
D_c = 0.5*v_c*(m_0/g_0); 
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variable   final_velocity 
 
positive 
variables  step   step size 
           v(h)   velocity 
           ht(h)  height 
           g(h)   gravity 
           m(h)   mass 
           r(h)   thrust   (tractiunea) 
           d(h)   drag     (rezistenta aerului) ; 
 
* Bounds: 
ht.lo(h) = h_0; 
 
r.lo(h)  = 0.0; 
r.up(h)  = r_c*(m_0*g_0); 
 
m.lo(h)  = m_f; 
m.up(h)  = m_0; 
 
* Initial values: 
ht.l(h) = 1; 
v.l(h)  = ((ord(h)-1)/nh)*(1 - ((ord(h)-1)/nh)); 
m.l(h)  = (m_f - m_0)*((ord(h)-1)/nh) + m_0; 
r.l(h)  = r.up(h)/2; 
step.l  = 1/nh; 
 
d.l(h) = D_c*sqr(v.l(h))*exp(-h_c*(ht.l(h)-h_0)/h_0); 
g.l(h) = g_0*sqr(h_0/ht.l(h)); 
 
* Fixed values for variables: 
ht.fx('h0')   = h_0; 
v.fx('h0')    = v_0; 
m.fx('h0')    = m_0; 
m.fx('h%nh%') = m_f; 
 
equations  df(h)  Drag function 
           gf(h)  Gravity function 
           obj 
       (h), v_ ), m_eqn    h_eqn eqn(h (h); 
 
obj.. fi city =e= 'h%nh%');nal_velo  ht(  
 
df(h).. d(h) =e= D_c*sqr(v(h))*exp(-h_c*(ht(h)-h_0)/h_0); 
 
gf(h).. g(h) =e= g_0*sqr(h_0/ht(h)); 
 
h_eqn(h-1).. ht(h) =e= ht(h-1) + .5*step*(v(h) + v(h-1)); 
 
m_eqn(h- ) =e= m(  - .5*st ) + 1).. m(h h-1) ep*(r(h r(h-1))/c; 
 
v_eqn(h-1).. v(h) =e= v(h-1) 
             + .5*step*((r(h)   - D(h)   - m(h)  *g(h))/m(h) 
             +(r(h-1) - D(h-1) - m(h-1)*g(h-1))/m(h-1)); 
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model rocket /all/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
 
rocket.optfile=1; 
rocket.iterlim=50000; 
option nlp=bench; 
 
solve rocket  maximizing final_velocity;using nlp  
*file res1 /g4.dat/; 
*put res1 
*loop(h, put v.l(h):10:7, put/) 
* End Rocket 

Fig. 4.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G4 (Rocket). 
 
Pentru diverse valori ale lui  performanţele algoritmilor CONOPT, KNITRO şi 
MINOS se prezintă în tabelele de mai jos. 
 
 

Tabelul 4.1  
 (variabile), 

hn

500,hn =  3008n = 2503m =  (restricţii) 
 vfo #iter time 

CONOPT 1997 22.533 1.012836662 
KNITRO 70 5.938 1.012629770  
MINOS 43 11.197 1.012603 

 
Tabelul 4.2  
 (variabile), 1000,hn =  6008n = 5003m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 2700 49.801 1.012835932 
KNITRO 71 19.327 1.012397382 
MINOS 35 38.846 1.012243 

 

 (variabile), 
Tabelul 4.3  

1200,hn =  7208n = 6003m =  (restricţii) 
 #iter time vfo 

CO OPT 3175 6 1283609 N 3.117 1.0
K ITRO 78 29.282 1.01230050 N
MINOS 29 40.195 1.011832 

 
În figurile de mai jos se arată evoluţia variabilelor rachetei. Figura 4.2 arată 
altitudinea şi masa rachetei ca funcţii de timp. Vedem că altitudinea creşte până la 
valoarea maximă 1.01.h =  În acelaşi timp masa rachetei descreşte aproximativ 
liniar până la valoarea finală ( ) 0.6fm t =  care este atinsă pentru 186h =  adică 

0.372.t =  
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Fig. 4.2. Evoluţia altitu inii ( )ht t  şi a masei ( ).m t  d
 

  
Fig. 4.3. Evoluţia ( )v t  vitezei şi a tracţiunii ( ).r t  

 
În figura 4.3 vedem evoluţia vitezei ( )v t  ş nii ( )r t  pe intervalul [0, ],i a tracţiu ft  
unde 1.ft =  Pentru 185h =  viteza atinge valoarea maximă max 0.13218.v =  Pe de 
altă parte pe subintervalul [59,185]  tracţ

om sistemele de control optimal 
mărginite. Este intetresant de observat cum pe subintervalul [59,185]

acter h
a

e permite ridicarea rachetei. La 
ici încolo tracţiunea se 

anulează (vezi fig. 4.3). 
 c

n

iunea are un caracter de bang-bang 
singular, o c portare tipică pentru cu variabile 

, adică pe 
perioada bang-bang-ului, tracţiunea are un car , valoarea maximă a 
cesteia fiind limitată la 3.5 aşa cum s-a stabilit în model. De fapt, acesta este 

intervalul critic în lansarea oricărei rachete. Pe de altă parte, vedem cum tracţiunea 
are o valoare maximă de 3.5 pe durata [0,5 ]  ceea c

aotic

8
momentul 185h =  viteza are valoarea maximă, de a

Este foarte instructiv să vedem comportarea tracţiunii pentru o dis retizare 
mai fi ă. În figura 4.4 se arată evoluţia tracţiunii pentru 1000.nh =  Vedem imediat 
cum pe intervalul critic, în care apare bang-bang-ul, se detaliază evoluţia tracţiun

 
ii. 

Caracterul haotic se menţine, dar pentru un interval de timp destul de mic, către 
l intervalului d  bang-b , easta 

asigură obţinerea vitezei maxime a rachetei. După aceasta tracţiunea se anulează 
până la sfârşitul intervalului de evoluţie a rachetei.  

finalu  e ang  tracţiunea atinge valoarea maximă. Ac



                                                                                                        ♦  NECULAI ANDREI ♦ 
 
16 

 
Fig. 4.4. Evoluţia tracţiunii ( )r t  pentru 1000.nh =  

 
Di tracţiunea are aceeaşi comportare. Pentru 
tra  care permite ridicarea rachetei. Pentru 

 bang-bang singular în care se vede că 
ac  admisă. De la momentul 378 încolo 
tra ă şi 
tra

n figura 4.4. vedem că [0,113]h∈  
3.5cţiunea are valoarea maximă de 

h∈[114,377]  tracţiunea are o comportare de
 valoarea maximăeasta de multe ori atinge

cţiunea este nulă. Şi în acest caz vedem corelaţia care există între vitez
iune, pentru 375h =  viteza atinge valoarea maximă max 0.130vcţ 3938=  după 

ca
 
 
Ap Camshape) 
În  vorba de optimizarea formei unei came. Problema a fost 
mo Şerban [1998] şi constă în a maximiza aria unei valve prin 
ro ate. 
Pr unson, 2004, pagina 7]. Presupunem 
că i de valoare  din circumferinţă, 
de

re începe să scadă. De aici încolo tracţiunea este nulă. 

licaţia G5 (
 această aplicaţie este
delată de Aniţescu şi 

taţia unei came convexe de curbură şi rază d
oblema este descrisă în [Dolan, Moré şi M

rma camei este circulară pentru un ungh fo 6π / 5
 rază min .  Variabilele de proiectare sunt ,i  1, , ,r r i n= …  care re

ei la unghiuri egal distribuite de-a lungul unghiului 2π / 5.  Probl
prezintă raza 

ca ema constă în 
a m

m
aximiza aria valvei, adică a maximiza funcţia 

2 1 n

1

( ) v i
i

f r r r
n

π
=

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
∑  
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ref pra razeloreritor la următoarele restricţii asu  ,ir  1, , .i n= …  În funcţia de mai sus 
care depinde de geometria valvei, considerat de 

va
r r

vr  este un parametru al problemei 
loare 1.vr =  Asupra razelor se impun restricţiile  

min max .ir ≤ ≤  
Ce xprimată sub forma 

aria( , ) aria( , ),i i i ir r r r− +

rinţa de convexitate a camei este e
)+1aria( ,i ir r− 1 1 1≤ +  

un  şi punctele şi  de 
pe suprafa a sub forma 

de aria( , )i jr r  este aria triunghiului determinat de origine ir  jr
ţa camei. Această relaţie de convexitate se poate încă exprim

1 1 1 12 cos(θ) ( ),i i i i ir r r r r− + − +≤ +   0, , 1,i n= +…  
 ,r r r= =  ,r r=  r runde 1 0 min− 1 maxn+ 2n n+ =  şi θ 2π / 5( 1).n= +  Cerinţa de curbură se 

exprimă sub forma 
1α α,i i+

θ⎝ ⎠

r r−⎛ ⎞− ≤ ≤⎜ ⎟   0, , .i n= …  

În această aplicaţie considerăm 1,rmin =  2rmax =  şi α 1.5=  în restricţia de curbură. 
De  din unghiul 
de
Ex . 
 

oarece forma camei este simetrică, vom considera numai o jumătate
roiectare.  p

presia GAMS a acestei probleme este arătată în figura 5.1

$ontext 
Maximize the area of the valve opening for one rotation of a 
convex cam with constraints on the curvature and on the radius 
of the cam. 
$offtext 
 
$if not set n $set n 800 
 
Set i discretization points /i1 * i%n%/; 
 
Alias (i,j); 
 
Scalar  
    R_v     design parameter related to the valve shape /1/ 
    R_max   maximum allowed radius of the cam           /2/ 
    R_min   minimum allowed radius of the cam           /1/ 
    pi      a famous constant 
    alpha   curvature limit parameter                   /1.5/ 
    d_theta angle between discretization points; 
 
pi = 2*arctan(inf); 
d_theta = 2*pi/(5*(%n%+1)); 
 
set first(i), last(i), middle(i); 
first('i1')  = yes; 
last('i%n%') = yes; 
middle(  middle( t) = no; e(lasti) = yes; firs middl ) = no; 
 
Variables  r(i)      radius of the cam at discretization points 
           rdiff(i)  intermediate 
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           area      valve area; 
 
* Bounds 
r.lo(i) = R_min; 
r.up(i) = R_max; 
 
rdiff.lo(i(j+1)) = -alpha*d_theta; 
rdiff.up(i(j+1)) =  alpha*d_theta; 
 
r.lo('i1') = max(-alpha*d_theta + R_min, r.lo('i1')); 
r.up('i1') min( alpha eta + R_m .up('i1')= *d_th in, r ); 
 
r.lo('i%n%') =  max(R_max - alpha*d_theta, r.lo('i%n%')); 
r.up('i%n%') =  min(R_max + alpha*d_theta, r.up('i%n%')); 
 
r.up('i1') = min( R_min/(2*cos(d_theta)-1), r.up('i1')); 
 
* Initial values 
r.l(i) = (R_min+R_max)/2; 
 
Equations  obj             objective 
           convexity(i) 
           convex_edge1(i) 
           convex_edge3(i) 
           convex_edge4(i) 
           eqrdiff(i); 
 
obj.. area =e= ((pi*R_v)/%n%) * sum(i, r(i)); 
 
convexity(middle(i)).. -r(i-1)*r(i) - r(i)*r(i+1) + 
                       2*r(i-1)*r(i+1)*cos(d_theta) =l= 0; 
 
convex_edge1(first(i)).. -R_min*r(i) - r(i)*r(i+1) + 
                       2*R_min*r(i+1)*cos(d_theta) =l= 0; 
 
convex_edge3(last(i)).. -r(i-1)*r(i) - r(i)*R_max + 
                       2*r(i-1)*R_max*cos(d_theta) =l= 0; 
 
convex_edge4(last(i)).. -2*R_max*r(i) + 
                       2*sqr(r(i))*cos(d_theta) =l= 0; 
 
eqrdiff(j(i+1)).. rdiff(i) =e= r(i+1) - r(i); 
 
model camshape /all/; 
 
*$onecho >bench.opt 
*  solvers conopt 
*$offecho 
 
camshape.optfile=1; 
camshape.iterlim=50000; 
camshape.workspace=200; 
 
option nlp=minos; 
 
solve camshape using nlp maximizing area; 
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*file rez /camshape.dat/; 
*put rez 
*loop(i, put r.l(i):10:5, put/) 
* End camshape 

Fig. 5.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G5 Camshape). 

i KNITRO. 
 

Tabelul 5.1  
 (variab e),

 (
 
În tabelele de mai jos se prezintă performanţele algoritmilor CONOPT ş

800,n =  1600n =  1601m =il  (restricţii) 
 #iter time vfo 

CONOPT 44 0 4.27427 14 .750 4
KNITRO 47 0.911 4.2740 472 1

 
Tabelul 5.2  

,1000,n =  2000n =  (variabile) 2001m =  (restricţii) 
 #iter time vfo 

CONOPT 66 1.251 4.27399125 
KNITRO 49 1.211 4.27366794 

 
Tabelul 5.3  

10000,n =  20000n =  (variabile), 20001m =  (restricţii) 
 #iter time o vf

CONOPT 46 22.673 4.27265943 
KNITRO 54 32.136 4.26883424 

 
În figura 5.2 se arată forma camei în domeniul de unghi  pentru 2π / 5, α 1.5.=  
 

 
Fig. 5.2. Forma camei pentru α 1.5.=  
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Ap
M obot între două puncte fixe. 
Problema a fost formulată de Mössner-Beigel [1995] în teza sa de diplomă. Este 
vo mat dintr-o bară rigidă de lungime  care poate 
pa e. Dacă punctul de articulaţie al braţului este 
or  sferic de coordonate, atunci problema se poate exprima în 
ter  a unghiului din planul orizontal  a unghiului din planul 
ve )  asociate acestor elemente şi a 
tim

licaţia G6 (Robot) 
inimizarea timpului de deplasare al unui r

rba despre un braţ robotizat for  L
rcurge o distanţă ρ  de la origin
iginea  unui siste

nţei ρ
m

menii dista , θ,
rtical φ,  a mărimilor de control ρ θ( , ,u u uφ
pului final .ft  

Asupra acestor variabile se impun condiţiile: 
ρ( ) [0, ],t L∈    θ( ) πt ,≤ 0 φ( ) π,t≤ ≤     

φ 1.u ≤  ρ 1,u ≤        θ 1,u ≤        

Ecuaţiile de mişcare ale robotului sunt: 
ρρ ,L u′′ =     θ θθ ,I u′′ =    φ φφ ,I u′′ =  

 I  este momentul de inerţie, definit ca: unde
3 3

2ρ ) sin(φ) ,+        θ
(( ρ)LI −

=
3

3 3

φ
( ρ) ρ .

3
LI − +

=  

Pe e impun condiţiile la limită: 

  

ntru acest sistem de ecuaţii diferenţiale s

ρ(0) ρ( ) 4.5,ft= =        θ(0) 0,=  2πθ( ) ,
3ft =         πφ(0) φ( ) ,

4ft= =  

ρ (0) θ (0) φ (0′ ′ ′= = ) ρ ( ) θ ( ) φ ( ) 0.f f ft t t′ ′ ′= = = =  
 

Va  sunt lorile iniţiale ale variabilelor ρ  şi φ ρ 4.5= , respectiv  pentru 
toa , orile iniţiale ale variabilei  sunt date de 
va

 φ π / 4=
te punctele de discretizare. Similar  val θ

lorile funcţiei  
2

2 tπ ⎛ ⎞
( )

3 f
t

t
θ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

ftcalculate în punctele de discretizare. Pentru  ca valoare iniţială se consideră 
 comandă sunt nule. 

De oordonate sferice nu este un sistem inerţial, în această 
fo  conţine forţele Coriolis şi 
ce
Du işcare ale robotului sunt un sisteme de ecuaţii 
dif ul doi. Introducând variabilele suplimentare şi 
atu nul unu. 
Di

ft 1.=  Valorile iniţiale ale tuturor mărimilor de
oarece sistemul de c

rmulare, modelul matematic al robotului nu
ntrifugale.  
ă cum vedem ecuaţiile de mp

erenţiale de ordin ρ ,′  θ′  φ ,′  
nci acestea se exprimă ca un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordi
scretizând intervalul [0, ]ft  uniform în hn  intervale şi utilizând schema de 

ap ezoidală, expresia GAMS a modelului de minimizare a timpului de 
de n figura 6.1. 
 

roximare trap
plasare este ca î
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$ontext 
Minimize the time taken for a robot arm to travel between two 
points. 
$offtext 
 
$if     set n  $set nh %n% 
$if not set nh $set nh 200 
 
sets  h intervals / h0 * h%nh%/ 
 
scalars 
    pi a famous constant 
    nh number of intervals / %nh% / 
    L  total length of arm / 5 / 
    max_u_rho  / 1 / 
    max_u_the  / 1 / 
    max_u_phi  / 1 /; 
 
pi = 2*arctan(inf); 
 
variables 
    rho(h)        distance from the origin 
    the(h)        horizontal angle 
    phi(h)        vertical angle 
    rho_dot(h) 
    the_dot(h) 
    phi_dot(h) 
    u_rho(h)      control 
    u_the(h) 
    u_phi(h) 
    step 
    tf            final time 
    i_the(h)      moment of inertia 
    i_phi(h) ; 
 
* Bounds 
rho.lo(h) = 0;    rho.up(h) = L; 
the.lo(h) = -pi;  the.up(h) = pi; 
phi.lo(h) = 0;    phi.up(h) = pi; 
 
u_rho.lo(h) = -max_u_rho;  u_rho.up(h) = max_u_rho; 
u_the.lo(h) = -max_u_the;  u_the.up(h) = max_u_the; 
u_phi.lo(h) = -max_u_phi;  u_phi.up(h) = max_u_phi; 
 
i_the.lo(h) = 0.0001; 
i_phi.lo(h) = 0.0001; 
 
set firstlast(h) / h0, h%nh% /; 
 
* Fixed variables 
the.fx('h0')    = 0; 
the.fx('h%nh%') = 2*pi/3; 
 
rho.fx(firstlast)      = 4.5; 
phi.fx(firstlast)      = pi/4; 
rho_dot.fx(firstlast)  = 0; 
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the_dot.fx(firstlast)  = 0; 
phi_dot.fx(firstlast)  = 0; 
i_phi.fx(firstlast(h)) = (power(L-rho.l(h),3)+ 
                          power(rho.l(h),3))/3.0; 
i_the.fx(firstlast(h)) = i_phi.l(h)*sqr(sin(phi.l(h))); 
 
*Initialization 
rho.l(h) = 4.5; 
the.l(h) = (2*pi/3)*sqr(ord(h)/nh); 
phi.l(h) = pi/4; 
 
rho_dot.l(h) = 0.0; 
the_dot.l(h) = (4*pi/3)*(ord(h)/nh); 
phi_dot.l(h) = 0.0; 
 
ste = 1/p.l nh; 
 
i_ (h) wer(L l(h),3 wer( ),3)phi.l  = (po -rho. )+po rho.l(h )/3.0; 
i_ (h) hi.l( r(sin( l(h)the.l  = i_p h)*sq phi. )); 
 
equations 
  _eq   tf n 
     rho_eqn(h) 
     the_eqn(h) 
     phi_eqn(h) 
     u_rho_eqn(h) 
     u_the_eqn(h) 
     u_phi_eqn(h) 
     i_the_eqn(h) 
     i_phi_eqn(h); 
 
tf_eqn.. tf =e= step*nh; 
 
i_phi_eqn(h).. i_phi(h) =e= (power(L-rho(h),3)+ 
                             power(rho(h),3))/3.0; 
 
i_the_eqn(h).. i_the(h) =e= i_phi(h)*sqr(sin(phi(h))); 
 
rho_eqn(h-1)..  rho(h) =e= rho(h-1) + 0.5*step*(rho_dot(h) + 
                           rho_dot(h-1)); 
 
the_eqn(h-1)..  the(h) =e= the(h-1) + 0.5*step*(the_dot(h) + 
                           the_dot(h-1)); 
phi_eqn(h-1)..  phi(h) =e= phi(h-1) + 0.5*step*(phi_dot(h) + 
                           phi_dot(h-1)); 
 
u_rho_eqn(h-1)..  rho_dot(h) =e= 
                    rho_dot(h-1) + 0.5*step*(u_rho(h) + 
                    u_rho(h-1))/L; 
 
u_the_eqn(h-1)..  the_dot(h) =e= 
          the_dot(h-1) + 0.5*step*(u_the(h)/i_the(h) +  
          u_the(h-1)/i_the(h-1)); 
 
u_phi_eqn(h-1)..  phi_dot(h) =e= 
          phi_dot(h-1) + 0.5*step*(u_phi(h)/i_phi(h) +  
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          u_phi(h-1)/i_phi(h-1)); 
 
model robot /all/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt 
$offecho 
 
robot.optfile=1; 
robot.iterlim=50000; 
robot.workspace=120; 
 
option nlp=bench 
 
solve robot miniziming tf using nlp; 
 
*file res /robot.dat/; 
*put res 
*loop(h, put rho.l(h):10:5, put/) 
*End Robot 

Fig. 6.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G6 (Robot). 
 
În tabelul 6.1 se prezintă performanţele algoritmului CONOPT pentru diferite 
valori ale lui  unde  este numărul de variabile al problemei,  numărul de 
restricţii, iar time este exprimat în secunde. Din acest tabel se vede că, aparent 
pentru orice discretizare, valoarea optimă a funcţiei obiectiv este aceeaşi. 
 
 

Tabelul 6.1. 

 ,hn n m

Performanţele algoritmului CONOPT pentru rezolvarea 
aplicaţiei G6. 

hn  n  m  #iter time vfo 

100 1113 803 200 0.871 9.1426853843 
200 2213 1603 279 1.863 9.1413954984 
400 4413 3203 429 7.379 9.1410260259 
800 8813 6403 786 18.598 9.1409409706 

1000 11013 8003 953 27.520 9.1409312779 
1200 13213 9603 996 36.152 9.1409253934 
1400 15413 11203 1302 53.035 9.1409214713 
2000 22013 16003 1820 110.168 9.1409165109 
2100 23113 16803 1640 115.055 9.1409158906 
2200 24213 17603 1713 123.238 9.1409158061 
2400 26413 19203 216 154.484 9.1409151373 0 
2 28613 20803 2336 188.238 9600 .1409145137 
2 30813 22403 2506 213.398 9800 .1409139367 
3000 33013 24003 2274 225.953 9.1409137707 

 
ITRO cere 

un număr de iteraţii prea mare. MINOS are dificultăţ în evaluarea funcţiilor 
problemei. În figurile de mai jos se prezintă evoluţia variabilelor asociate robotului.  

Problemă greu de rezolvate pentru pachetele KNITRO şi MINOS. KN
i 
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Fig. 6.2. Evoluţia variabilelor şρ( )t  i ρ ( ).u t  

  
θ( )t  şi θ ( ).u t  Fig. 6.3. Evoluţia variabilelor 

 

  
Fig. 6.4. Evoluţia variabilelor φ( )t  şi φ ( ).u t  

 
Pr ului robotului între două 
pu anul 
or condiţiile iniţiale, este 
fo trol 
asociate ace
 
 

oblema este de a minimiza timpul de deplasare ale braţ
ncte fixe. Evoluţia variabilelor ρ( )t  (distanţa), θ( )t  (unghiul din pl
izontal) şi φ( )t  (unghiul din planul vertical), în raport cu 
arte naturală. Şi în acest caz, variabilele fiind mărginite, mărimile de con

. stor variabile au un caracter de bang-bang
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Ap ) 
M  deplasare a unei particule, supusă unei tracţiuni date, 
pe teză finală impuse. 
Ut p. 59-62] şi [Dolan, Moré şi Munson, 2004, pp. 
21

a u

licaţia G7 (Steering
inimizarea timpului de
ntru a realiza o altitudine şi vi
ilizând [Bryson şi Ho, 1975, p
-22], ecuaţiile de mişcare sunt 

1y 2 sin ,y a u=��  �� cos ,=       
unde  este unghiul de control cu 1 2( , )y y  este poziţia particulei, u

π( ) ,
4

u t ≤  

iar .  Iniţial particula este în repaus, astfel încât  a  este forţa de tracţiune
1 2 1 2(0) (0) (0) (0) 0.y y y y= = = =� �  

Pr are a particulei ftoblema este de a minimiza timpul final de deplas  astfel încât 
aceasta 2 ( )fy t  atinge o altitudine dată şi o viteză finală cunoscută
În

 1 2( ( ), ( )).f fy t y t� �  
ăm: 100a =  şi 2 ( ) 5,fy t =  1( ) 4fy t această aplicaţie consider 5=�  şi 

tilizând o discretizare uniformă şi schema trapezoidală de 
proximare pe  intervale expresia GAMS a problemei este ca în figura 7.1. 

2 ( ) 0.fy t =�  
U  a timpului de deplasare 
a h

 
n

$ontext 
M e, acted upon by a thrust inimize the time take for a particl
of constant magnitude, to achieve titude and terminal  a given al
velocity. 
$offtext 
 
$if set n $set nh %n% 
$if not set nh $set nh 2000 
 
sets h inte vals /  * r h0 h% / h%n
c coordinates / 
      y1 first position coordinate 
      y2 second position coordinate 
      y3 first velocity coordinate 
      y4 velocity rdinate / second  coo  
 
scalars pi a famous constant 
 
nh number of intervals / %nh% / 
 
a magnitude of force / 100.0 / ; 
 
variables u(h)            control 
          y(c,h)          coordinates 
          tf            f  nal time  i ;
 
positive va ables step ep size ;ri    st  
 
y.l('y2',h) = 5*(ord(h)-1)/nh; 
y.l('y3',h) = 45*(ord(h)-1)/nh; 
step.l = 1.0/nh; 
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equations tf_eqn, pos_eqn(c,h), velo1_eqn(h), velo2_eqn(h); 
 
tf_eqn.. step*nh tf e=  = ; 
 
pos_eqn( .. y(c,h =e= y(c,hc+2,h+1) +1) ) +  
                      0.5*step*(y(c+2,h) + y(c+2,h+1)); 
 
velo1_eqn(h+1).. y('y3',h+1) =e= y('y3',h) + 
                      0.5*step*(a*cos(u(h)) + a*cos(u(h+1))); 
 
velo2_eqn(h+1).. y('y4',h+1) =e= y('y4',h) + 
                      0.5*step*(a*sin(u(h)) + a*sin(u(h+1))); 
 
pi = 2*arctan(inf); 
 
u.lo(h) = -pi/2; 
u.up(h) = pi/2; 
 
y.fx(c,'h0') = 0; 
y.fx('y2','h%nh%') = 5; 
y.fx('y3','h%nh%') = 45; 
y.fx('y4','h%nh%') = 0; 
 
model steering /all/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro 
$offecho 
steering.o tfip le=1; 
 
option nlp=bench; 
 
solve ste ring using nlp minimizing tf;e  
 
*End steering 

Fig. 7.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G7 (Steering)
 

şi 

. 

 
În tabelele de mai jos se arată performanţele algoritmilor CONOPT, KNITRO şi 
MINOS pentru diferite valori ale lui n  considerând că valorile iniţiale ale lui h

2 ( )y t  3 1( ) ( )y t y t= �  sunt alese ca fu mpul forma: ncţii de ti t  de 

1( ) 5 ,
f⎝

ty t
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
t⎜ ⎟
⎠

   3 ( ) 45 .
f⎝ ⎠

 
Tabelul 7.

tt
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟  y
t⎜ ⎟

1  
n =  (variabile), 400,hn =  2007 1601m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 875 5 0.5545724137 3.69
KNITRO 18 0.510 0.5545724136 
MINOS 57 7.551 0.554572 
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Tabelul 7.2  
 (varia ,800,hn =  4007n = bile)  m 3201=  (restricţ  

 #iter time vfo 
ii)

CONOPT 130 13 09.8  0.5545712623 
KNITRO 22 1.271 0.5545712622 

 
Tabelul 7.3  

1000,hn =  5007n =  (variabile), 4001m =  (restricţii) 
 #iter time vfo 

CONOPT 27 3.508 0.5545712366 
KNITRO 22 1.882 0.5545711240 

 
l 7.4 Tabelu

2000,n =  10007n =  (variabile), h 8001m =  (restricţii) 
time vfo  #iter 

CONOPT 83 25.406 0.5545709399 
KNITRO 30 7.020 0.5545709433 

 
 
Ap
Să ziţia finală orizontală a unui planor suspendat supus unei forţe 
ascensionale termice date. 
Ec  planorului suspendat sunt [Bulirsch, et al, 1993]: 
 

licaţia G8 (Planor) 
 se maximizeze po

uaţiile de mişcare ale

( six L
m

′′ = −
1 )n η cosη ,D−      ( )1 cosη sinη ,y L D g

m
′′ = − −  

 
unde ( , )x y  este poziţia planorului, m  masa acestuia, g  acceleraţia gravitaţională 
şi funcţia η  este definită de: 

( , )w x ysin ,η
( , , )v x x y

′
=

′ ′
cos ,    

( , , )v x x y
xη
′

=
′ ′

 

unde 
2 2( , , ) ( , ) ,v x x y x w x y′ ′ ′ ′= +         w( , ) ( ),x y y u x′ ′= −  

     
2

( ) 2.5 ,
c

xr x
r

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                    ( ) ( )( ) 1 ( ) exp ( ) ,cu x u r x r x= − −     

în care constantele u  şi r  au valorile 2cuc c 100.cr =.5  şi respectiv =  Vedem că 
for itivă în vecinătatea lui 2.5 ,cx r=ţa ascensională u  este poz  dar se reduce la zero 
exponenţial departe de 2.5 .cx r=  Funcţiile D  şi  sunt definite ca: L

( )2
0 1

1( , , , ) ρL L
2( , , ) ,x x y′ ′    21( , , , ) ρ ( , , ) ,

2L LL x x y c c Sv x x y′ ′ ′ ′=  
2

D x x y c c c c Sv′ ′ = +
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un i,  densitatea aerului,  coeficientul de ridicare 
ae  este coeficientul de rezistenţa a aerului. Pentru acest 
pla

ρ Lcde S  este aria aripe
rodinamică şi 2c c c+0 1 L

nor considerăm: 
0 10.034,c =     c 14,S =     ρ 1.13.=  0.069662,=     

Coeficientul de ridicare aerodinamică  satisface restricţiile de mărginire:  Lc

max0 .Lc c≤ ≤  
În le ş acelaşi timp se impun condiţii  0x ≥  i 0.x′ ≥  În această problemă considerăm 
cmax 1.4,=  100,m =  9.81g =  şi condiţiile la limită: 

(0) 0,x =      (0) 1000,y =     ( ) 90fy t 0,=  
(0) ( ) 13.23,fx x t′ ′= =     (0) ( )fy y t 1.288.′ ′= =

ru rezolvarea acestei probleme intervalul [0, ]
−  

Pent ft  se discretizează uniform în 
int mate prin schema trapezoidală. 
Co

hn  
ervale, iar ecuaţiile de mişcare sunt aproxi
ndiţiile iniţiale sunt  

( )x (0) (0) ,tt x x
⎛ ⎞

′= + ⎜ ⎟⎜ ⎟      
ft⎝ ⎠

( ) (0) ( ( ) (0)) ,f
ty t y y t y

⎛ ⎞
= + − ⎜ ⎟⎜ ⎟     ( )Lc t c=

ft⎝ ⎠
/ 2.  

evaluate în punctele de 

max

discretizare. Se consideră 1ft = .  
Ex ită) este 
pr
 

presia GAMS a modelului discretizat cu aceste condiţii (iniţiale şi la lim
entat în figura 8.1. ez

$ontext 
Maximize the final horizontal position of a hang glider while 
in the presence of a thermal updraft. 
$offtext 
 
$if set n $set nh %n% 
$if not set nh $set nh 1000 
sets c coordinates / x distance 
                     y altitude / 
h intervals        / h0 * h%nh%/ ; 
 
alias(h,i); 
 
scalars nh   Number of intervals in mesh  / %nh% / 
cL_min       bound on control variable    / 0.0 / 
cL_max       bound on control variable    / 1.4 / 
u_c   / 2.5 / 
r_0   / 100 / 
m     / 100 / 
g     / 9.81 / 
c0    / 0.034 / 
c1    / 0.069662 / 
S     / 14 / 
rho   / 1.13 / ; 
 
parameters c_0(c) initial position  / x 0, y 1000/ 
           v_0(c) initial velocity  / x 13.23, y -1.288/ 
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           c_f(c) final position    / y 900/ 
           v_f(c) final velocity    / x 13.23, y -1.288/ ; 
 
variables t_f 
          pos(c,h)   position x distance y altitude 
          vel(c,h)   velocity x distance y altitude 
          cl(h)      control variables 
          r(h)       the r function 
          u(h)       the u function 
          w(h)       the w function 
          v(h)       the v function 
          D(h)       the D function 
          L(h)       the L function 
          v_dot(c,h) 
          final_x 
          step       step size 
 
positive variables step; 
 
equations tf_eqn 
          rdef(h) 
          udef(h) 
          wdef(h) 
          vdef(h) 
          Ddef(h) 
          Ldef(h) 
          vx_dot_def(h) 
          vy_dot_def(h) 
          obj 
          pos_eqn(c,h) 
          vel_eqn(c,h); 
 
tf_eqn.. t_f =e= step*nh; 
 
rdef(i).. r[i] =e= sqr(pos['x',i]/r_0 - 2.5); 
 
udef(i).. u[i] =e= u_c*(1-r[i])*exp(-r[i]); 
 
wdef(i).. w[i] =e= vel['y',i] - u[i]; 
 
vdef(i).. v ] =e= sqrt vel['x',i sqr(w[i])[i (sqr( ]) + ); 
 
Ddef(i) e= .5*(c *sqr(cL[ o*S*.. D[i] = 0+c1 i]))*rh sqr(v[i]); 
 
Ldef(i).. L[i] =e= .5* cL[i] *rho*S*sqr(v[i]); 
 
vx_dot_def(i).. v_dot['x',i] =e= (-L[i]*w[i]/v[i] – 
                                 D[i]*vel['x',i]/v[i])/m; 
 
vy_dot_ v_dot['  =e= ( L ['x'def(i).. y',i] [i]*vel ,i]/v[i] – 
                     D[i v[i]            ]*w[i]/ )/m - g; 
 
obj.. final_x =e= pos('x','h%nh%'); 
 
pos_eqn(c,i-1).. pos[c i c,i-1] , ] =e= pos[ +  
                        .5*step*(vel[c,i] + vel[c,i-1]); 
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vel_eqn(c,i-1).. vel[c,i] =e= vel[c,i-1] +  
                        .5*step*(v_dot[c,i] + v_dot[c,i-1]); 
 
* Boundary Conditions 
cl.lo(h) = cL_min; 
cl.up(h) = cL_max; 
pos.lo('x',h) = 0; 
vel.lo('x',h) = 0; 
v.lo(h) = 0.01; 
 
* Fixed values 
pos.fx(c,'h0') = c_0(c ;)  
pos.fx('y', h%nh%') = _' c f('y'); 
vel.fx(c,'h ) = v_0(c)0' ; 
vel.fx(c,'h%nh%') = v_f(c); 
 
* Initial point 
pos.l('x',h) = c_0('x') + v_0('x')*((ord(h)-1)/nh); 
pos.l('y',h) = c_0('y') +  
               ((ord(h)-1)/nh)*(c_f('y') - c_0('y')); 
vel.l(c,h) = v_0(c); 
cL.l(h) = cL_max/2; 
step.l = 1.0/nh; 
 
* Initial values for intermediate variables 
t_f.l = step.l*nh; 
r.l[i] = sqr(pos.l['x',i]/r_0 - 2.5); 
u.l[i] = u_c*(1-r.l[i])*exp(-r.l[i]); 
w.l[i] = vel.l['y',i] - u.l[i]; 
v.l[i] = sqrt(sqr(vel.l['x',i]) + sqr(w.l[i])); 
D.l[i] = .5*(c0+c1*sqr(cL.l[i]))*rho*S*sqr(v.l[i]); 
L.l[i] = .5* cL.l[i] *rho*S*sqr(v.l[i]); 
v_dot.l['x',i] = (-L.l[i]*w.l[i]/v.l[i] – 
                 D.l[i]*vel.l['x',i]/v.l[i])/m; 
v_dot.l['y',i] = ( L.l[i]*vel.l['x',i]/v.l[i] – 
                 D.l[i]*w.l[i]/v.l[i])/m - g; 
 
model planor /all/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro 
$offecho 
planor.optfile=1; 
 
option nlp=bench; 
 
planor.workspace = 40; 
 
solve planor maximizing final_x using nlp; 
 
*file res /g8.dat/; 
*put res 
*loop(h, put cl.l(h):10:7, put/) 
* End planor 

Fig. 8.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G8 (Planor). 
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În tabelele de mai jos se prezintă performanţele algoritmilor CO OPT şi KNITRO. 
 

Tabelul 8.1  
 (variabile), 

N

200,hn =  2616n = 2410m =  (restricţii) 
 #iter Time vfo 

CONOPT 704 23.781 1248.8094263 
KNITRO 366 21.671 1248.8963550 

 
Tabelul 8.2  
 (variabile), 400,hn =  5216n = 4810m =  (restricţii) 

 #iter vfo Time 
CONOPT .328 1247.9743175 1078 45
KNITRO 508 86.244 1247.9743047 

 
Tabelul 8.3  

800,hn =  10416n =  (variabile), 9610m =  (restricţii) 
 #iter Time vfo 

CONOPT 1357 176 484 1247.983. 8908 
KNITRO 599 309. 4 1247.9838658 26

 
Tabelul 8.4  
 (variabile), 1000,hn =  13016n = 12010m =  (restricţii) 

 #iter Time vfo 
CONOPT 1320 177.633 1247.9852155 
KNITRO 662 498.276 1247.9851843 

 
Tabelul 8.5  
 (v b1200,hn =  15616n = aria ile), 14410m =  (restricţii) 

 #iter vfo Time 
CONOPT 1547 7.242 1247.9859370 21
KNITRO 604 631.468 1247.9858984 

 
 
În figurile de mai jos se prezintă evoluţia anumitor v iabile ale acestei probleme. 
Figura 8.2 arată evoluţia în timp a altitudinii ( )y t  şi a coeficientului de ridicare 
ascensională ( ).Lc t  Figura 8.3 prezintă evoluţia în timp a vitezelor ( )

ar

x t′  şi ( ).y t′  
Din figura 8.2 vedem că planorul începe zborul de la altitudinea (0) 1000.y =  Apoi 
coboară până când acesta întâlneşte curentul ascendent centrat în jurul valorii 

5 250.cr =  Ca atare, acesta urcă şi apoi coboară până la altitudinea finală 
( ) 900.fy t =  În ceea ce p

 

2.x =
riveşte evoluţ elor, din fi dem 

 

ia vitez gura 8.3 ve
comportarea de tip bang-bang a acestora. 
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Fig. 8.2. Evoluţia altitudinii ( )y t  şi a coefic  ( ).Lc t  ientului de ridicare aerodinamică

 
( )x t′  şi ( ).y t′  Fig. 8.3. Evoluţia vitezelor 

 
 
Ap
Torsiunea elasto-plastică a unei bare. Problema constă în determinarea câmpului 
de ică infinit lungă.  
Versiunea infinit dim

licaţia G9 (Torsion) 

 eforturi într-o bară cilindr
ensională a acestei probleme este următoarea. 

{ },:)(min Kvvq ∈  
unde RKq →:  este funcţia pătratică: 

21( ) ( ) d ( )dq v v x x c v x x= ∇ −∫ ∫  
2 D D

pe e) şi 
es în bară). 
M

ntru o constantă oarecare c  (unghiul de torsiune pe unitatea de lungim D  
te un domeniu mărginit cu frontieră netedă (secţiunea transversală 
ulţimea convexă K  este definită ca: 

{ }1K v H D v x dist x D x D= ∈ ≤ ∈0 ( ): ( ) ( , ),∂ , 
1un ilbert al 

tut

de )(., Ddist ∂  este distanţa la frontiera lui ,D şi )(0 DH  este spaţiul H

uror funcţiilor cu suport compact în D  astfel încât v  şi 
2v∇  aparţin lui 

L cum ş a acestei probleme este 
prezentată de Glowinski [1984, pp.41-55].  

).(D  Această formulare, pre2 i interpretarea fizică 
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Ap inite a problemei se obţine prin discretizarea lui şi 
înl imizare a lui   pe  prin minimizarea lui  pe 
mu orţiuni care satisfac restricţiile specificate de  aşa 
cu ick, Carter, Moré şi Xue [1994]. Se consideră 

gulaţie cu  respectiv  puncte de 
dis . Pentru unghiul de torsiune pe unitatea de 
lungim  Ca valori iniţiale se consideră funcţia de distanţă 

izare ale domeniului.  
Ex  figura 9.1. 
 

D  roximarea prin elemente f
q )(1

0 DH qocuirea problemei de min
,Klţimea funcţiilor liniare pe p

 este descris de  Averm
[0,1] [0,1]= ×  şi se utiliD ,xn ynzează o trian

direcţia coordonatelorcretizare în 
e se consideră 5.c =

dist( , )x D∂  evaluată în punctele de discret
S a problemei este arătată înpresia GAM

$ontext 
Determine the stress potential in an infinitely long cylinder 
when torsion is applied. 
$offtext 
 
$if not set nx $set nx 40 
$if not set ny $set ny 40 
 
sets nx grid points in 1st direction / x0*x%nx% / 
     ny grid points in 2st direction / y0*y%ny% / 
 
alias(nx,i),(ny,j); 
 
parameters D(nx,ny) Distance to the boundary 
           hx grid spacing for x 
           hy grid spacing for y 
           area area of triangle 
           c some constant / 5.0 /; 
 
hx := 1/(card(nx)-1); 
hy := 1/(card(ny)-1); 
area := 0.5*hx*hy; 
 
D(i,j) : n(ord(i) ard(nx)-o *hx,= min(mi -1,c rd(i))  
        n(ord(j ard(ny)- *hy);      mi )-1,c ord(j))  
 
variables v(nx,ny) the finite element approximation stress, 
          linLower, 
          linUpper, 
          quadLower, 
          quadUpper, 
          stress; 
 
Equations defLL, 
          defLU, 
          defQL, 
          defQU, 
          defstress; 
 
defLL.. linLower =e= sum((nx(i+1),ny(j+1)), v[i+1,j] + v[i,j] + 
                                            v[i,j+1]); 
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defLU.. linUpper =e= sum((nx(i-1),ny(j-1)), v[i,j] + v[i-1,j] + 
                                            v[i,j-1]); 
 
defQL.. quadLower =e= sum((nx(i+1),ny(j+1)), 
                              sqr((v[i+1,j]-v[i,j])/hx) + 
                              sqr((v[i,j+1]-v[i,j])/hy)); 
 
defQU.. q er =e= (uadUpp  sum (nx(i-1),ny(j-1)), 
                              sqr((v[i,j]-v[i-1,j])/hx) + 
                              sqr((v[i,j]-v[i,j-1])/hy)); 
 
defstress.. stress =e= area*( (quadLower + quadUpper)/2 - 
                          c*(linLower + linUpper )/3); 
 
model torsion / all /; 
 
v.lo(i,j) = -d(i,j); 
v.up(i,j) = d(i,j); 
v.l (i,j) = d(i,j); 
 
display d,hx,hy,area; 
 
*$onecho >minos.opt 
*  superbasics limit = 5000 
*$offecho 
 
*$onecho >bench.opt 
* solvers conopt knitro minos.1 
*$offecho 
 
torsion.optfile=1; 
torsion.workspace=120; 
option nlp=conopt; 
solve torsion minimizing stress using nlp; 
 
file res1 /torsion.dat/ 
res1.pw=4000; 
put res1; 
loop(nx, loop(ny, put v.l(nx,ny):6:2; ); put /;); put /; 
 
* End Torsion 

Fig. 9.1. Expresia GAM  a aplicaţ  (Torsion). 
 
Performanţele algoritmilor CONOPT, KNITRO şi MINOS pentru diferite valori 
ale lui n  şi n  sunt arătate în tabelele de mai jos.  
 

S iei G9

.1  
n =

x y

Tabelul 9
0,x  40,yn =  1686n4 =  (v ), 5mariabile =  (restricţ ) 

 #iter time vfo 

ii

CONOPT 30 3.109 -0.4178327477 
KNITRO 59 6.379 -0.4176095651 
MINOS 1000 11.008 -0.4178327 
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Tabelul 9.2  
51,xn =  51,yn =  2709n =  (variabile), 5m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 34 1.230 -0.4180876320 
KNITRO 86 22.492 -0.4178122579 

 
Tabelul 9.3  

101,xn =  yn 101,=  10409n =  (variabile), 5m =  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 60 8.621 -0.418391026 
KNITRO 68 289.926 -0.4168094513 

 
elul 9.4  Tab

200,nx =  y 200,n =  40n 5m =406=  (variabile),  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 109 85.191 -0.4184683991 

 
În figura 9.2 se prezintă potenţialul efortului în bara considerată pentru 
discretizarea 40,xn =  40yn =  şi 5.c =  

 
40,nx =  40.ny =  Fig.9.2. Soluţia aplicaţiei G9. 

 
As ată problema ridică dificultăţi majore algoritmilor de optimizare 
ne ru dimensiuni modeste ale discretizării, algoritmul 
M algoritmul KNITRO pentru discretizări mai fine 
im p de calcul total nerezonabil.  

tfel formul
liniară cu restricţii. Chiar pent

 poate rezolva. Şi INOS nu o
plică un tim
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Problem ula ca una de optimizare fără restricţii (vezi [Andrei, 
20 anţele algoritmilor de optimizare fără restricţii sunt 
mu ul SCALCD [Andrei, 2007], [Andrei, 2009, 
pg rea

a se poate reform
09]). În acest caz, perform

plu algoritmlt superioare. De exem
a.432], pentru discretiz  200,xn =  200,yn =  furnizează o soluţie optimă a 

ac -BFGS [Andrei, 2009, pg. 537] 
pe 0.90 secunde, iar algoritmul TN 
(Newton trunchiat) [Andrei, 200  imporatnţa 
fo
 
Aplicaţia G10 (L
Distribuţia presiunii într-un l găr de (c oblema constă în 
determinarea distribuţiei p înt ant între doi 
cilindri circulari.  
Versiunea i nsională a problemei este

estei problemei în 33.64 secunde. Algoritmul L
rnizează soluţia în 2ntru aceeaşi discretizare fu

9, pg. 571] în 19.75 secunde. Vedem
ei şi a utilizării algoritmilor specializaţi. rmulării problem

agar) 
a alunecare uzinet). Pr

resi r-un film subţire de luunii brifi

n efinit-dim : 
{ }( ) : ,K     min q v v∈     

21( ) ( ) ( ) dv x x − ( ) ( )d
2 q lq v w x w x v x x= ∇∫ ∫  

cu 
, ) (1 ) ,z z z= +    w

D D

3
1 2 1(qw εcos 1 2( ,l z z 1in z) εs= , 

pentru o an stantă )umită con ε (0,1∈  ş (0,2i (0,2π) )D b= ×  unde  b > 0  este o 

onstantă. Mulţimea convexă { }K v H D v D v= ∈ ∈ ≥0
1K  este c 0( ): , . 

Aproximarea prin elemente finite a me se obţine exact ca în aplicaţia  
de mai sus, unde de data ac a 1 2(ξ ,ξ sw =  
Domeniul de ad litate este ea  

 acestei proble
east 3

1) (1 εco ξ )= +  şi w q

 mulţim
1l 2 1(ξ ,ξ ) εsin ξ .

misibi

{ }≥i j ., 0Ω = ∈v R vn nx y :   

onsiderând şi 10=b  1.0=ε , şi o discretizare C yx nn ×  a domeniului 
(0,2π) (0,2 )D b= × , atunci pentru diferi l , performanţele 

algoritmilor CNOPT, KNITRO NOS sunt tate în tabe de mai jos. În 
figura 10.1  expresia G  aceste ţii. 
 

te valori a ui xn  şi ny

 şi MI prezen lele 
se prezintă AMS a i aplica

$ontext 
Given the eccentricity e of the journal bearing, f he ind t
pressure distribution in the lubricant separating the shaft 
from the be . aring
$offtext 
 
$if not set nx $set nx 40 
$if not set ny $set ny 40 
 
Set nx / 0*%nx% / 
    ny / 0*%ny% / 
 
alias (nx,i),(ny,j); 
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Scalar pi a famous constant 
       b "grid is (0,2*pi)x(0,2*b)"  /10/ 
       e eccentricity                /0.1/ 
       hx, hy grid spacing 
       area area of triangle; 
 
pi = 2*arctan(inf); 
hx = 2*pi/%nx%; 
hy = 2*b/%ny%; 
area = 0.5*hx*hy; 
 
Parameter wq(nx); 
wq(nx) = power(1+e*cos((ord(nx)-1)*hx),3); 
 
Positive variable v(nx,ny); 
Variable obj; 
 
Equation defobj Objective function; 
 
defobj.. obj =e= (hx*hy/12)*sum{(nx(i+1),ny(j+1)), 
     (wq[i]+2*wq[i+1])* 
     (sqr((v[i+1,j]-v[i,j])/hx) + sqr((v[i,j+1]-v[i,j])/hy))}+ 
     (hx*hy/12)*sum{(nx(i+1),ny(j+1)), (2*wq[i+1]+2*wq[i])* 
     (sqr((v[i,j+1]-v[i+1,j+1])/hx) + 
     sqr((v[i+1,j]-v[i+1,j+1])/hy))} - 
     hx*hy*sum {(nx,ny), e*sin((ord(nx)-1)*hx)*v[nx,ny]}; 
 
* Starting point 
v.l[nx,ny] = max(sin((ord(nx)-1)*hx),0); 
 
v.fx[nx, '0'] = 0; 
v.fx[nx,'%ny%'] = 0; 
v.fx[ '0',ny] = 0; 
v.fx['%nx%',ny] = 0; 
 
model lagar /all/; 
 
$onecho >minos.opt 
  superbasic limit 5000 
$offecho 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro 
$offecho 
 
lagar.optfile=1; 
lagar.workspace=125; 
lagar.reslim=6000; 
option nlp=bench; 
 
solve lagar minimizing obj using nlp; 
*file rez /lagar.dat/ 
*put rez; 
*loop(i, loop(j, put v.l(i,j):6:2); put/;);put/; 
* End Lagar 

Fig. 10.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G10 (Lagar). 
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Tabelul 10.1  
40,xn =  4yn = 0,  1682n =  (variabile), 1m =  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 29 6.121 -0.154791668 
KNITRO 86 8.201 -0.154754911 
MINOS 1300 13.590 -0.1547917 

 
Tabelul 10.2  

50,xn =  50,yn =  2602n =  (variab 1m =ile),  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 56 22.133 -0.154820504 
KNITRO 90 18.847 -0.154765045 
MINOS 2100 50.379 -0.1548205 

 
Tabelul 10.3  

100,xn =  100,yn =  10202n =  (variabile), m 1=  (restricţii) 

vfo  #iter time 
CONOPT 38 6.012 -0.154839385 
KNITRO 56 160.661 -0.153782131 

 
Tabelul 10.4  

200,xn =  200,yn =  40402n =  (variabile), 1m =  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 63 56.691 -0.154828784 
KNITRO 90 3952.403 -0.154701894 

 
Fi rezintă distribuţia presiunii în lagăr pentru discretizarea 40,xn =  gura 10.2 p

yn 40=  şi excentricitatea ε 0.1.=  

 
 ε 0.1=  şi 10.b =  Fig. 10.2. Soluţia aplicaţiei G10 pentru
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Aplicaţia G11 (Minsurf) 
Suprafaţa minimală cu obstaco determine o suprafaţă de  minimă care 
zace deasup stacol cu condiţii la front te. 
Problema c  determina suprafeţele d inim are au ca 
frontieră o c isă dată. ta a fost f ă de Lagrange în 1760, care 

entru clasa suprafeţelor de forma 

l. Să se  arie
ra unui ob ieră da
onstă în a e arie m ă din 3 ,\  c
urbă înch Aceas ormulat

p ( , )z z x y=  a rerdus-o la r  ecuaţiilor 
Euler-Lagrange pentru suprafe
Presupunem că suprafaţa se p ate repre  rametrică de tipul 

ce rest  pentru un anum  dat. Ca 
atare, deter prafeţei rie minim ondi iera unui 
domeniu con unt cunoscute este o prob init di a:  

ezolvarea
ţe mini

 o zenta într-o formă nepa
male.  

2: ,v →\ \ Lv v≥ Lv care satisfa ricţia it obstacol 
minarea su cu a ă când c ţiile pe front

m  de formvex D  s lemă inf ensională
{ }( ) :min f v v K∈ , 

unde :f K R→  este funcţionala 

( )1/ 22

D

( 1 ( ) d)f v v x x+ ∇  

şi mulţimea  este de  prin: 

= ∫
 convexă K finită

{ }1( ) : ( )x v= ( ), ( ,D LK D v x x v∈ ≥  

în  funcţia
define le de la frontieră ş  este obstacolul. Presupunem că pe 
frontiera  a domeniului 

, ( )D v x∂ ),x x D∈v H= ∈

unde 1( )H D  este spaţiul funcţiilor derivabile  2 ( ),L D  :Dv D∂ →\  
şte date i :Lv D →\

D∂ D  .L Dv v≤  
În această aplicaţie presupunem că 

       
21 (2 1) , 0,1

0, (0,1),D
x yv

⎧ − − =⎪= ⎨
⎪⎩

1, 0.5 0.25, 0.5 0.25
0, altfel.L

x y
v

⎧ − ≤ − ≤
= ⎨
⎩

 

O aproximaţie prin elemente finite a acestei probleme se obţine prin minimizarea 
lui f  pe spaţiul funcţiilor liniare pe porţiuni  cu valorile  în nodurile unei 
triangulaţii a lui   Consideră

v ,i jv
.D m [0,1] [0,1]D = ×  cu şi  puncte de 

discretizare în direcţia axelor de coordonate. Ca soluţie iniţială ăm funcţia 
 evaluată în nodurile reţelei de discretizare.  

Expresia GAMS a acestei aplicaţii este prezentată în figura 11.1. 
 

xn  yn
 consider

21 (2 1)x− −

$ontext 
Find the surface with minimal area, given boundary conditions, 
and above an obstacle. 
$offtext 
 
$if not set nx $set nx 50 
$if not set ny $set ny 50 
 
sets nx rg id points in 1st direction / x0*x%nx% / 
     ny grid points in 2st direction / y0*y%ny% / 
 



                                                                                                        ♦  NECULAI ANDREI ♦ 
 
40 

alias(nx,i),(ny,j); 
 
parameters hx grid spacing for x 
           hy gri acd sp ing for y 
           area area of triangle; 
 
hx := 1/(card(nx)-1); 
hy := 1/(card(ny)-1); 
area := 0.5*hx*hy; 
 
variables v(nx,ny) defines the finite element approximation 
          surf; 
positive variable v; 
 
equation defsurf; 
defsurf.. 
surf/area =e= sum((nx(i+1),ny(j+1)), 
         sqrt(1+sqr((v[i+1,j]-v[i,j])/hx)+sqr((v[i,j+1]-
v[i,j])/hy))) + 
              sum((nx(i-1),ny(j-1)), 
         sqrt(1+sqr((v[i-1,j]-v[i,j])/hx)+sqr((v[i,j-1]-
v[i,j])/hy))); 
 
v.fx['x0' ,j] = 0; 
v.fx['x%nx%',j] = 0; 
v.fx[i,'y0' ] = 1 - sqr(2*(ord(i)-1)*hx-1); 
v.fx[i,'y%ny%'] = 1 - sqr(2*(ord(i)-1)*hx-1); 
 
v.lo(i,j)$(((ord(i)-1) >= floor(0.25/hx) and (ord(i)-1) 
                       <= ceil(0.75/hx)) and ((ord(j)-1) 
                       >= floor(0.25/hy) and (ord(j)-1) 
                       <= ceil(0.75/hy))) = 1; 
v.l(i,j) = 1 - sqr(2*(ord(i)-1)*hx-1); 
 
model minsurf / all /; 
 
$onecho >minos.opt 
  superbasic limit 5000 
$offecho 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos.1 
$offecho 
 
minsurf.optfile=1; 
minsurf.workspace=125; 
minsurf.reslim=6000; 
option nlp=bench; 
solve minsurf minimizing surf using nlp; 
 
*file rez /minsurf.dat/ 
*put rez; 
*loop(i, loop(j, put v.l(i,j):6:2); put/;);put/; 
 
* End Minsurf 

Fig. 11.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G11 (Minsurf). 
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Pe ONOPT, KNITRO şi MINOS pentru diferite valori 
ale n tabelele următoare. 
 

Tabelul 11.1  
=

rformanţele algoritmilor C
 lui xn  şi yn  sunt date î

40,xn =  n 40,y  1682n =  (variabile), 1m =  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 14 5.148 2.487506264 
KNITRO 640 75.919 2.487573608 
MINOS 1300 19.055 2.487506 

 
Tabelul 11.2  

5xn = 0,  50,yn =  2602n =  (variabile), 1m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 23 .434 2.505616501 15
KNITRO 99 2.505724225 5 250.920 
MINOS 6  2.5  2100 3.148 05617

 
belul 11.3 Ta  

60xn = ,  60,yn =  3722n =  (variabile), 1m =  (re

 #iter me vfo 

stricţii) 

ti
CONOPT 27 1.180 85698315 2.4
KNITRO 6 296.506 583837 04 2.48
MIN S 1  2.4 8 O 3262 97.906 8569

 
În figura 11 ntă soluţia acestei aplicaţi.2 se prezi i. 

 
Fig. 1.2. Soluţia aplicaţiei G11, 40,xn1 =  40.yn =  
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Aplicaţia G12 (Circle) 
Să se determine cercul de rază minimă care conţine un număr dat de puncte de 
coordonate ( , ).i ix y  
Fie cercul de rază r  şi centru de coordonate ( , ),a b  care conţine cele pn  puncte 
date de coordonate ( , ).i ix y  Atunci, modelul matematic al acestei probleme este: 
                                    

, ,
min
a b r

r  

referitor la: 
2 2 2 ,( ) ( )i ix a y b r− + − ≤    1, , ,pi n= …  

                                    0.r ≥  
Punctul iniţial are o importanţă crucială în eficien iz
optimizatoarelor. De aceea ca punct iniţial consider m

t area funcţionării 
ă : min 1

min ,
p

ii n
x x

≤ ≤
=  

max 1 p
ii n

x max ,x= miny y=  şi 
≤ ≤

min 1 p
ii n≤ ≤ ma x 1

max ,
p

ii n
y y

≤ ≤
=  cu care se calculează o estimaţie a 

unctului iniţial sub forma: p
min max( ) / 2,a x x= +            min max( ) / 2,b y y= +  

2 2
min min( ) (r a x b y= − + −  ) .

Expresia GAMS a acestei aplicaţii este arătată în figura 12.1. 
 

$ontext 
The circle problem. 
Find the smallest circle that contain a number of points. 
$offtext 
 
set      i       points /p1*p100/; 
 
parameters 
         x(i)  'x coordinates' 
         y(i)  'y c oordinates' ; 
 
* Consider random  data for these coordinates 
         x(i) = uniform(1,10); 
         y(i) = un )iform(1,10 ; 
 
Variables 
         a  'x co rdi no nate of ce ter of circle' 
         b  'y co ro nate of ce ter of circle' di n
         r  'radi su ' ; 
 
equations 
         e(i)  'points must be inside circle' ; 
 
e(i).. sqr(x(i)-a) + sqr(y(i)-b) =l= sqr(r); 
 
*  Compute an initial point 
scalars xmin, ymin, xmax, ymax; 
   xmin = smin(i,x(i)); 
   ymin = smin(i,y(i)); 
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   xmax = smax(i,x(i)); 
   ymax = smax(i,y(i)); 
   a.l = (xmin+xmax)/2; 
   b.l = (ymin+ymax)/2; 
   r.l = sqrt( sqr(a.l-xmin) + sqr(b.l-ymin) ); 
 
model circle /all/ ; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
 
circle.optfile=1; 
option nlp=bench; 
 
solve circle using nlp minimizing r; 
* End circle 

Fig. 12.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G12 (Circle). 
 
Pe milor CNOPT, KNITRO şi MINOS sunt prezentate în 
tab
 

Tabelul 12.1  

rformanţele algorit
elele de mai jos. 

100,pn =  3n =  (variabile), 100m =  (restricţii) 

vfo  #iter time 
CONOPT 6 0.023 5.42768655 
KNITRO 52 0.280 5.42768752 
MINOS 8 0.078 5.427687 

 
Tabelul 12.2  

500,pn =  3n =  (variabile), 50m 0=  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 7 0.023 6.01176788 
KNITRO 49 0.250 6.01176889 
MINOS 7 0.133 6.011768 

 
Tabelul 12.3  

,  3n1000n =p =  (variabile), 1000m =  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 7 0.117 6.21321892 
KNITRO 52 0.791 6.21321955 
MINOS 6 0.055 6.213219 

 
Pr esantă deoarece constituie un bun exemplu privind importanţa 
alegerii punctului iniţial cu care se demarează optimizarea. Dacă punctul iniţial este 
dif  l-am selectat mai sus, atunci toţi algoritmii consideraţi în acest 
stu în a determina soluţia problemei. De exemplu, pentru 

, KNITRO nu poate determina soluţia problemei.   

oblema este inter

erit de cel pe care
diu au dificultăţi 

100pn =
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Ap
Op  Două Rezervoare. 
Să ă rezervoare de volum 

licaţia G13 (Rezervor) 
timizarea Funcţionării a
considerăm situaţia în care dispunem  de dou S1 şi 

respectiv S2 . În primul rezervor intră apă conform unui hidrograf dat şi iese apă 
în 

q  
baza unei cereri r  precizate de–a lungul unui in

şte apă în cantitatea q din primul printr-o valv
terval de timp. Al doilea 

rezervor prime ă care se deschide 
câ ăşeşte volumul celui de–al doilea. În 
ac ă apă în primul, în cantitatea 

2

rimul rezervor depnd volumul de apă din p
elaşi timp, acest al doilea rezervor elibereaz r2 , de 

înd rea de apă 
de  
fun rezervoare astfel încât să se minimizeze 
ca

ată ce volumul de apă din primul rezervor nu reuşeşte să satisfacă cere
 la un moment dat, figura 13.1 [Andrei, 2004d]. Problema este de a optimiza
ţionarea acestei configuraţii de c

ntitatea de apă eliberată din rezervorul S2 . 
 
    
 
 
       
                                              

                                                            q  

                                                                              q2  
             S1                                              S2  

                                                                                     r2  
 
                                                                r  
 
 

Fig. 13.1. Sistemul de rezervoare şi fluxurile de apă. 

 Modelul matematic care area celor două rezervoare este 
următorul: 

 

 
 descrie funcţion

                                   min r t
N

2 ( )∑  
2

                               referitor la: 
                S t S t q t r t q t r t1( ) ( – ) ( ) ( ) – ( ) – ( ),=1 1 2 2+ +  

                                    S t S t q t r t1( ) ( – ) ( ) – ( ),= 2 2 2 2+  
                                    S t S t( ) ( )=   dacă q t( ) > 0  şi r t 0( ) ,=   1 2 2

                                     S S Smin max ,≤1 1 1≤  
                                    S S S2 2 2

min max ,≤ ≤   
                                      0 2≤ ≤q t q( ) ,max  
                                      0 2≤ ≤r t q( ) ,max  
                                      t N= 1, , ,…  
unde 
                                          S S1 1

01( ) ,= S S2 2
01( ) ,=  

                                     q t f t( ) ( ),=  
                                     r t g t( ) ( ),=    t N= +1 1, , ,…  
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în care şi  sunt cantităţile iniţiale de apă din cele două rezervoare, iar S1
0  S2

0  f t( )  
şi g t( ) sunt cantităţile (debitele) de apă care intră şi respectiv care părăseşte primul 
rezervor, cunoscute pe întreaga perioadă de timp.   
 Considerând o evoluţie anuală ( )N = 12 , în care variabilele sunt 
monitorizate lunar, precum şi o serie de date concrete, expresia GAMS a acestui 
model este prezentată în figura 13.2. 
 

$Ontext 
Optimizarea funcţionarii a două rezervoare cuplate. Al doilea rezervor 
este considerat de ajutor. Când din primul rezervor există o cerere de 
apă prea mare, atunci intervine cel de–al doilea rezervor din care se 
ia deficitul de apă. 
$Offtext 
 
sets n rezervoare /rez1, rez2/; 
 
sets t time /ian, feb, mar, apr, mai, jun, jul, 
             aug, sep, oct, nov, dec, enda / 
 
tt(t) /ian/; 
 
table q(n,t) debitul de apa care intra in rezervorul rez1 (mil.m3) 
      ian  feb  mar  apr  mai  jun  jul  aug  sep  oct  nov  dec  enda 
rez1  128  125  234  360  541  645  807  512  267  210  981  928  250; 
 
table r(n,t) debitul de apa cerut din rezervorul rez1 (mil.m3) 
      ian  feb  mar  apr  mai  jun  jul  aug  sep  oct  nov  dec  enda 
rez1  100  150  200  500  222  700  333  333  300  250  250  250  200; 
 
variables q2(t), 
          r2(t), 
          s(n,t), 
          obj; 
 
equation 
bal1(n,t)   balanta in rezervorul S1 
bal2(n,t)   balanta in rezervorul S2 
dec(n,t)    decizii de umplere a rezervoarelor 
objf        functia obiectiv; 
 
bal1(n,t)$(not tt(t)).. 
   s('rez1',t)-s('rez1',t-1) =E= Q('rez1',t)+r2(t)- 
       q2(t)-r('rez1',t); 
 
bal2(n,t)$(not tt(t)).. 
   s('rez2',t)-s('rez2',t-1) =E= q2(t)-r2(t); 
 
dec(n,t)$(not tt(t)).. 
   (s('rez2',t)-s('rez1',t)) - 
   (s('rez2',t)-s('rez1',t)) * (1.0-q2(t)/(q2(t)+0.000001)) =E= 
       0.0; 
 
objf.. obj =E= sum(t$(not tt(t)),r2(t)); 
 
* Limite asupra variabilelor, condiţiile iniţiale 
s.lo('rez1',t)=1150; 
s.up('rez1',t)=4590; 
s.fx('rez1','ian')=1200; 
 
s.lo('rez2',t)=100; 
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s.up('rez2',t)=4590; 
s.fx('rez2','ian')=1200; 
 
r2.up(t)=1500; 
r2.lo(t)=0.0; 
 
q2.up(t)=1500; 
q2.lo(t)=0.0; 
q2.l(t)=0.00001; 
 
option optcr =0.000001; 
 
model rezervor /all/; 
 
solve rezervor using nlp minimizing obj; 
 
parameter a(t); 
  a(t)=(1-(q2.l(t)/(abs(q2.l(t))+0.00000001))); 
 
* Afişarea rezultatelor optimizării 
file res /rezerv.txt/ 
put res; 
put "obiectiv = ", obj.l:10:5; put /; 
put /"======================================================"/; 
put /"          a     q-rez1    r-rez1   q2(t)  r2(t)   s-rez1   ds-
rez1    s-rez2   ds-rez2     "/; 
 
loop (t $(ord(t) ne card(t)), 
  put t.tl:7, a(t):5:2, q('rez1',t):10:2, r('rez1',t):10:2, 
      q2.l(t):7:1, r2.l(t):7:1, 
      s.l('rez1',t):10:2, (s.l('rez1',t)-s.l('rez1',t-1)):10:2, 
      s.l('rez2',t):10:2, (s.l('rez2',t)-s.l('rez2',t-1)):10:2 /; ); 
put /"======================================================"/; 
* End of rezervor 

Fig. 13.2. Expresia GAMS a aplicaţiei G13 (Rezervor). 
 

Soluţia problemei de optimizare care se referă la minimizarea cantităţii de apă 
eliberată de rezervorul , obţinută cu MINOS, este prezentată în tabelul de mai 

s. O servăm că est  cu ţia lunii februarie când are o valoare 
nenulă. Valoarea m ă a f ei ob  a pro ei este ă cu 81.00, adică 
exact va  lui .b  
 

Tabelul 13.1. 
Soluţia delului 

obiectiv =   81.00000 

.00 

00.00    0.0    0.0   1150.00   -140.00   1119.00      0.00 
22.00  175.0    0.0   1294.00    144.00   1294.00    175.00 

jun     0.00    645.00    700.00    0.0    0.0   1239.00    -55.00   1294.00      0.00 
jul     0.00    807.00    333.00  209.5    0.0   1503.50    264.50   1503.50    209.50 
aug     0.00    512.00    333.00   89.5    0.0   1593.00     89.50   1593.00     89.50 
sep     0.00    267.00    300.00    0.0    0.0   1560.00    -33.00   1593.00      0.00 
oct     0.00    210.00    250.00    0.0    0.0   1520.00    -40.00   1593.00      0.00 
nov     0.00    981.00    250.00    0.0    0.0   2251.00    731.00   1593.00      0.00 

00  28.00    250.00    0.0    0.0   2929.00    678.00   1593.00      0.00 
===== ===================================================================== 

 

2S

2 ( )r tjo b  e zero excep
inim uncţi iectiv blem  egal

loarea 2 ( e )r f

 mo
===================================================================================== 
          a     q-rez1    r-rez1   q2(t)  r2(t)   s-rez1   ds-rez1    s-rez2   ds-rez2 
ian     0.00    128.00    100.00    0.0    0.0   1200.00   1200.00   1200.00   1200.00 
feb     0.00    125.00    150.00    0.0   81.0   1256.00     56.00   1119.00    -81
mar     0.00    234.00    200.00    0.0    0.0   1290.00     34.00   1119.00      0.00 
apr     0.00    360.00    5
mai     0.00    541.00    2

dec     0.   9
========= ==
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P c aţii, iar 
o  2 iteraţii. KNITRO nu poate rezolva problema.  

cului de apă din cele două rezervoare, precum şi 
ebitele de apă ş  dintre cele două rezervoare.  

roblema are 51 de variabile şi 73 de restricţii. CONOPT ne esită 6 iter
MINOS d ar
În figura 13.3 se arată evoluţia sto
d  2 ( )q t  i 2 ( )r t

 
Fig. 13.3. uţia var or şi a ui de ap cele do  rezervoar

 şi rezervoare (bazine). 
n rografic include mai multe râuri, lacuri, rezervoare (bazine) construite 

art  
sit  
sa  
ob
Pe  
No  
de e 
a  
ur
Ev ai multe elemente şi cu mai 
mu uni între acestea. Totuşi, cazul prezentat este suficient de general 
pentru a ilustra tehnica de modelare şi reprezentarea acestuia în limbajul GAMS. 

Evol iabilel stocul ă din uă e. 
 
 
Aplicaţia G14 (Lacuri) 
Optimizarea funcţionării bazinelor hidrografice ale unor râuri care alimentează 
âteva lacuric

U  bazin hid
ificial, precum şi utilizatori ai apei care în principal o utilizează la irigaţii. În
uaţii normale problema managementului unui bazin hidrografic se referă la
tisfacerea nevoilor de apă a unor utilizatori, de-a lungul unei perioade de timp (de
icei un an).    
ntru a modela un bazin hidrografic acesta se poate reprezenta ca un graf.
durile acestui graf sunt anumite elemente ale bazinului, iar laturile sunt canalele

 comunicaţie între noduri. Fiecare nod este caracterizat de o regulă de modificar
debitului de apă care constă din balanţa de substanţă (apă). Să considerăm deci
mătorul exemplu de bazin hidrografic [Andrei, 2005], prezentat în figura 14.1.  

 pot prezenta situaţii mai complexe, cu mident că se
te conexil
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Pe ă a unui bazin hidrografic considerăm următoarele 
mu
 oduri ale rezervoarelor (Rez1, Rez2,...,Rez5), 
  - noduri ale surselor de apă, ale râurilor (Sursa1, Sursa2), 
  - noduri ale utilizatorilor (Utilizator1, Utilizator2, Evacuare), 
 Utilizator1, Utilizator2) 
 ). 
 
 
        
 
 
 
                                                            Lacul 2 
    
 
 
                               Rezervorul 1 
 
                                           Rezervorul 2 
    
    Rezervorul 3 
 
    
    
    Rezervorul 5 
 
    
 

 hidrografic cu 2 râuri, 2 lacuri, 5 rezervoare şi 2 utilizatori. 
 

Co n an şi că dispunem de date privind 
de rsa) în lacuri, ca valori medii lunare, ca în tabelul de mai 
jos
 

ntru reprezentarea matematic
lţimi de noduri: 

 nn  - n
 ns
 nr
 nrr - noduri ale utilizatorilor (
 nl  - noduri ale lacurilor (Lac1, Lac2

                     Râul 1                                                         Râul 2 

                    Lacul 1                   
                     

                              

                                    
 Utilizator 1 
                                                                           

                                                                            Rezervorul 4 
 Utilizator 2 
                                                                            

                                                                         Evacuare 

Fig. 14.1. Bazin

nsiderăm că orizontul de optimizare este de u
bitul de apă din râuri (su
: 

 Ian Feb Mar Apr Mai Iun 
Râu1 98 115 244 390 641 754 
Râu2 29 49 78 121 198 144 

 Iul Aug Sep Oct Nov Dec 
Râu1 807 512 367 210 181 128 
Râu2 105 98 79 72 45 29 

 
Ev  
de
 
 Definim: 

ident că aceste valori medii sunt cunoscute în urma unor măsurători efectuate
-a lungul anilor şi care presupune o situaţie normală a regimului hidrografic. 
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R n t( , ) - ieşirea din nodul n  la momentul de timp t  (luna t ) 3( )m , 
3Q n t( , ) - intrarea în nodul n  la momentul de timp t  (luna t ) ( )m , 

S n t, ) - stocul (volumul) de apă din nodul n  la momentul de timp t  (luna t( )  

               3( )m , 
U n t( , ) - Cantitatea de apă pentru utilizatorul  la momentul de timp  (luna )  
    
Cu
 

( , ) ( , ),−
∈

 n  t t
           3( )m , 
 acestea ecuaţia lacurilor este: 

S n t S n t Q
n in

( , ) ( , )= − +
∈
∑1 n t R n t

n out
∑ n nl∈ ,     

 
un în lac, iar numărul de ieşiri din lac. Se 
pr e apă din lacuri. 
Ec : 

( , ),

outde in  reprezintă numărul de intrări 
esupune că se cunoaşte stocul iniţial d
uaţia rezervoarelor este următoarea

R n t( , ) = Q n t
n inn out ∈∈
∑∑ n nn∈ ,     

Nodurile de irigare (utilizator) sunt caracterizate de ecuaţia: 
R n t ret Q n tn( , ) ( , )=

n in∈
∑ ,   n nrr∈ ,  

un ecărui nod de irigare. 
Fu apă la nodurile utilizator. 
Presupunem
ur
 

de ret  este un coeficient de utilizare asociat fin

 ncţia obiectiv se exprimă în funcţie de nevoile de
 că de-a lungul celor 12 luni cele două noduri utilizator au nevoie de 

mătoarele debite (cerere) de apă: 

 Ian Feb Mar Apr Mai Iun 
U1 0 0 10 64.5 189.8 184.4 
U2 0 0 10 13.5 15 22.1 

 Iul Aug Sep Oct Nov Dec 
U1 243.7 200.9 99.5 0 0 0 
U2 26 24.9 13 0 0 0 

 
Atunci, funcţia obiectiv se scrie sub forma: 

( )min U n t cerere n t
tn

( , ) ( , ) .−∑∑ 2

Ex zinului hidrografic din figura 14.1 este arătată in 
fig
 

 

presia GAMS a modelului ba
ura 14.2. 

$ontext 
Octombrie 6, 2005 
Optimizarea functionarii bazinelor hidrografice ale unor rauri care 
contine cateva lacuri. In acest exemplu am considerat doua surse 
(izvoare, rauri) care alimenteaza doua lacuri. Din aceste doua lacuri 
apa se duce intr-un lant de 5 rezervoare puse in cascada. Din 
rezervorul 2 se ia apa pentru Utilizatorul 1, iar din rezervorul 4 se 
ia apa pentru Utilizatorul 2. Utilizatorii pot folosi apa pentru 
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irigatii, de exemplu. Din ultimul rezervor (al 5-lea) apa este 
deversata intr-un evacuator, care fizic poate fi chiar un parau care 
apartine bazinului hidrografic considerat. Pentru a avea control asupra 
bazinului, evacuatorul il vom considera ca un Utilizator (special). 
Debitul d r secunda) care vine din surse (izvoare, rauri) e apa (m3 pe
este cunoscut pe fiecare luna, ca valori medii. 
$offtext 
 
SET n noduri 
  / Sursa_1, Sursa_2, 
    Rez_1*Rez_5, 
    U_1, U_2, 
    Lac_1, Lac_2, 
    Evacuare /; 
 
ALIAS (n,n1); 
 
SET 
nn(n)    Rezervoare      / Rez_1*Rez_5/ 
ns(n)    Surse           / Sursa_1*Sursa_2 / 
nr(n)    U               / U_1, U_2, Evacuare / 
nrr(n)   Irigari         / U_1, U_2 / 
nl(n)    Lacuri          / Lac_1, Lac_2 /; 
 
SET n_from_n(n,n1) Topologia retelei de lacuri - rezervoare - evacuare. 
*                  De unde se ia apa. De exemplu: Lacul 1 ia apa din 
*                  sursa 1, Lacul 2 din sursa 2, etc. 
/ Lac_1.Sursa_1, 
  Lac_2.Sursa_2, 
  Rez_1.Lac_1, 
  Rez_1.Lac_2, 
  Rez_2.Rez_1, 
  U_1.Rez_2, 
  Rez_3.Rez_2, 
  Rez_3.U_1, 
  Rez_4.Rez_3, 
  U_2.Rez_4, 
  Rez_5.Rez_4, 
  Rez_5.U_2, 
  Evacuare.Rez_5 /; 
 
SET n_to_nr(n,n1) Topologia retelei care alimenteaza Uii. 
/ Rez_2.U_1, 
  Rez_4.U_2, 
  Rez_5.Evacuare /; 
 
SET t luni /Ian,Feb,Mar,Apr,Mai,Iun,Iul,Aug,Sep,Oct,Nov,Dec /; 
 
PARAMETER Ini_S(n) Cantitatea initiala de apa din Lacuri. (m3) 
/ Lac_1  1000, 
  Lac_2   300 /; 
 
PARAMETER ret(n) Coeficientii de curgere 
/ U_1           0.5, 
  U_2           0.5, 
  Evacuare      0.0 /; 
 
TABLE Sursa(n,t) Debitul de apa (m3 per sec) din surse (izvoare - 
rauri) 
         Ian  Feb  Mar  Apr  Mai  Iun  Iul  Aug  Sep  Oct  Nov  Dec 
Sursa_1   98  115  244  390  641  754  807  512  367  210  181  128 
Sursa_2   29   49   78  121  198  144  105   98   79   72   45   29 
 



♦ CAON: COLECŢIE DE APLICAŢII DE OPTIMIZARE ÎN LIMBAJUL GAMS ♦ 
 

51 

TABLE Cerere(n,t) Cererea (debitul) de apa (m3 per sec) ceruta de Ui. 
         Ian  Feb  Mar    Apr   Mai   Iun   Iul   Aug  Sep  Oct  Nov  
Dec 
U_1        0    0   10   64.5 189.8 184.4 243.7 200.9 99.5    0    0  
0 
U_2        0    0   10   13.5  15.0  22.1  26.0  24.9 13.0    0    0  
0 
Evacuare 500  500  500    100   100   100   100   500  500  500  500  
500 
 
POSITIVE VARIABLES 
U(n,t)       Cantitatea de apa de la nodul n in perioada t (m3) 
q(n,t)       Intrare in nodul n in perioada t (m3) 
r(n,t)       Iesire din nodul n in perioada t (m3) 
s(n,t)       Stoc (volumul) de apa din nodul n in perioada t (m3); 
 
Variable obj; 
 
* Marginile superioare ale Uilor. 
     U.up(n,t) = Cerere(n,t); 
* Marginile superioare ale Lacurilor. 
     s.up('Lac_1',t) = 1000; 
     s.up('Lac_2',t) =  300; 
* Stocul final in Lacuri (din decembrie). 
     s.lo('Lac_1','Dec') = 1000; 
     s.lo('Lac_2','Dec') =  300; 
 
EQUATIONS 
R_no(n,t)        Noduri simple 
R_ns(n,t)        Surse (izvoare) 
R_nr(n,t)        Ui (de irigare) 
R_nl(n,t)        Rezervoare 
R_nn(n,t)        Noduri simple 
Objective        Functia obiectiv; 
 
* Ecuatiile pentru nodurile simple: iesire = intrare 
R_no(n,t)$(nn(n)).. R(n,t) =e= q(n,t); 
 
* Ecuatiile pentru surse: iesire = Sursa 
R_ns(n,t)$(ns(n)).. R(n,t) =e )= Sursa(n,t ; 
 
* Ecuatiile Uilor (de irigare) iesire = coef * U 
R_nr(n,t)$(nr(n)).. R(n,t) =e= ret(n) * U(n,t); 
 
* Ecuati oarelor: e = bilan masa i vle Rezer  riesi t  ul de (apa) 
R_nl(n,t)$(nl(n)).. S(n,t) =e= Ini_S(n)$(ord(t) eq 1) 
                          + s(n,t-1)$(ord(t) gt 1) + Q(n,t) - R(n,t); 
 
* Ecuatiile nodurilor simple: intrare = suma iesirilor din rezervoarele  
* din amonte minus suma iesirilor din rezervoare 
R_nn(n,t).. Q(n,t) =e= sum(n1$(n_from_n(n,n1)),  R(n1,t)) 
                       - sum(n1$(n_to_nr(n,n1)) ,U(n1,t)); 
 
*Functia obiectiv 
objective.. obj =e= sum(t, 
                    sum(n$nr(n), power((U(n,t) - Cerere(n,t)),2) )); 
 
MODEL Lacuri /all/; 
SOLVE Lacuri USING NLP minimizing obj; 
 
* Afisarea rezultatelor optimizarii modelului de lacuri 
file Rezultate /lac1.txt / 
put Rezultate; 
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put "Nod      Utiliz_1   Cerere_1   Utiliz_2   Cerere_2   Evacuare  
Cerere"/; 
loop((t), put t.tl:6, 
   U.l('U_1',t):11.2, Cerere('U_1',t):11.2, 
   U.l('U_2',t):11.2, Cerere('U_2',t):11.2, 
   U.l('Evacuare',t):  11.2, Cerere('Evacuare',t)  :11.2 /;); 
 
put /"----------------------------------- Lacuri-----------------------
-------- "/; 
put "                         Lac 1                            Lac 2 
"/; 
put "            intrare       stoc     iesire    intrare       stoc  
iesire "/; 
put "                Q-1        S-1        R-1        Q-2        S-2  
R-2 "/; 
loop((t), put t.tl:8, 
   Q.L('Lac_1',t):11.2, S.L('Lac_1',t):11.2, R.L('Lac_1',t):11.2, 
   Q.L('Lac_2',t):11.2, S.L('Lac_2',t):11.2, R.L('Lac_2',t):11.2 /;); 
* End Lacuri 

Fig. 14.2. Ex resia GAMS a aplicaţiei G14 (Lacuri). 
 

p

Tabelul 14.1. 
Soluţia modelului. 

Feb  

     184.40      22.10      22.10     100.00     100.00 

Aug        199.93     200.90      23.93      24.90     498.07     500.00 
Sep         58.00      99.50       0.00      13.00     417.00     500.00 
Oct          0.00       0.00       0.00       0.00     282.00     500.00 

.00       0.00     226.00     500.00 

.00       0.00     157.00     500.00 
========================================== 

 
belul 14

coate lacurilor 
- i------------------------------- 

toc  
      Q-1        S-1        R-1        Q-2        S-2        R-2 

00     432.00     8.00       0.00      78.00 

    436.70     317.30     144.00     195.00       0.00 

Aug          512.00    1000.00     512.00      98.00     300.00      98.00 
 7.00      79.00     300.00      79.00 
 

========================================================================= 

Rezultatele optimizării sunt prezentate în tabelele de mai jos. 
 

============================================================== 
Nod      Utiliz_1   Cerere_1   Utiliz_2   Cerere_2   Evacuare     Cerere 
Ian          0.00       0.00       0.00       0.00     500.00     500.00 

        0.00       0.00       0.00       0.00     500.00     500.00 
Mar         10.00      10.00      10.00      10.00     500.00     500.00 
Apr         64.50      64.50      13.50      13.50     100.00     100.00 
Mai        189.80     189.80      15.00      15.00     100.00     100.00 
Iun        184.40
Iul        243.70     243.70      26.00      26.00     100.00     100.00 

Nov          0.00       0.00       0
Dec          0.00       0.00       0
===============================

Ta
Evoluţia vari

.2. 
abilelor aso

---- ------------------------------ Lacur
Lac 1                            Lac 2 

           intrare       stoc     iesire    intrare       s    iesire 
         
Ian           98.00     524.00     574.00      29.00       0.00     329.00 
Feb          115.00     188.00     451.00      49.00       0.00      49.00 
Mar          244.00       0.  7
Apr          390.00       0.00     390.00     121.00       0.00     121.00 
Mai          641.00       0.00     641.00     198.00      51.00     147.00 
Iun          754.00 
Iul          807.00    1000.00     243.70     105.00     300.00       0.00 

Sep         367.00    1000.00     36
Oct         210.00    1000.00     210.00      72.00     300.00      72.00 
Nov          181.00    1000.00     181.00      45.00     300.00      45.00 
Dec          128.00    1000.00     128.00      29.00     300.00      29.00 
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ntrări

 

Figurile 14.3 şi 14.4 ilustrează evoluţia variabilelor (i , stocuri, ieşiri) asociate 
celor două lacuri. 

 
Fig. 14.3. Evluţia variab asociate lacului 1. ilelor 

 

 
Fig. 14.4. Evluţia variabilelor asociate lacului 2. 
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m ăt

1   

Perfor anţele algoritmilor CONOPT, KNITRO şi MINOS sunt ar ate în tabelul 
14.3. 
 

Tabelul 4.3
349n =  (variabile), 289m =  (restric

 #iter time vfo 
ţii) 

CONOPT 0.133 02 249034.85667 
KNITRO 3292 14.310 249034.85667 
MINOS 120 0 0 249034.9 .02

 
 
Ap 15 (Ramsey) 
M
Te rii economice se bazează pe lucrările de pionierat ale lui Frank 
Ra p au devenit un instrument standard în modelarea 
econom ă lucrări: A 
co ry of saving. Acestea 
au avut un impact deosebit asupra teoriei matematice a economiei, determinând 
uti

licaţia G
odel de creştere economică (echilibru dinamic) Ramsey. 
oria creşte
msey [1928], care în scurt tim

ică aplicată. În domeniul economic Ramsey a publicat dou
ribution to the theory of taxation şi A mathematical theont

lizarea modelelor din ce în ce mai sofisticate în acest domeniu. 
 

 
Frank Ramsey (1903-1930) 

 
Pentru a defini un model de creştere 
economică să introducem: Ct  consumul la 

scaunt. momentul de timp t and ρ  rata de di
Fie în acelaşi timp u Ct( ) o funcţie de 

ă de 
următoarele propriet
utilitate instantanee care se bucur

ăţi: u Ct( ) ,≥ 0  
′ >u Ct( ) 0  şi ′′ <u Ct( ) .0  Cu acestea, 

(preferinţa 
 următoarea 

ţie de bunăstare: 

t

În

maximizarea utilităţii 
consumatorului) conduce la
func

ρ

t=0

max ( ) d .t
tW u C e

∞
−= ∫  

 continuare să introducem f K t( )  funcţia de producţie dependentă de capitalul 
Kt , cu următoarele proprietăţi: f ( ) ,0 0=  ′ = ∞f ( )0 ′ ∞ =f ( ) 0 şi , (Inada 
co
 neşte prin intermediul 
res

nditions [1963]). 
Cu acestea ecuaţia de acumulare a capitalului se defi

tricţiei bugetare sub forma: 

f K C
K
tt t( ) ,= +

d
d

 

unde termenul d dK t/ reprezintă investiţia netă. Cu alte cuvinte, ieşirea este 
co stită.  
  1998], 
[B [Pedersen, 1999]. Pentru studiul comportării numerice vom 

nsumată sau inve
Studiul anal

o, 1998, 1999], 
itic al acestui model este prezentat în [Barro şi Martin,

arr
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int ului de mai sus sub forma [Ramsey, 1928], 
[K

roduce o variantă discretă a model
alvelagen, 2003]: 

0

1maxW
∞ ⎛

= ⎜∑ ( )
1 ρ t

t

u C
=

⎞
⎟+⎝ ⎠

 

    tor la: 
    

t

                                          referi
                                                Y f Kt t= ( )  

                                                    Y C It t t= +  
    tK I+                                                K 1 (1 δ)t t= − + , 
un
 cţie 

de δ  este rata de depreciere a capitalului.  
De obicei, funcţia de utilitate u(. )  şi funcţia de produ f (. )  se 

definesc sub forma: 
u C Ct t( ) log( )= , 

                                                  f K aK Lt t t( ) ,b b= −1  
de L este factorulca  de producţie 

de
re este o funcţie de tip Cobb-Douglas, un t

terminat sub forma: 
L g Lt t+ = +1 1( ) ,  

unde g  este rata de creştere a producţiei. 
 a acest model este necesar să tratăm orizontul de timp infinit 
din O soluţie, foarte simplă şi la îndemână este da a ignora 
ter umit moment de timp 

Pentru a utiliz
uncţia obiectiv.  f

menii seriei de la un an t T= .  Totuşi, o suluţie mai 
rafinată consideră C C t T> ,  adică de la un moment Tt T pentru =  încolo 
co  
 t să introducem o mică digresiune. După cum ştim pentru 
or

nsumul este constant. 
În acest momen

ice 0 1< <a , putem scrie: 

at

Tt=
a

T
a
a a

t

t

T

=

T∞ −

∑ = ∑
→∞

=
→∞

−
−

=
−0

1
1

1
1

lim lim . 

Da
0

1

r,  

a
a

t aT

t

T

=

−

∑ =
−
−1

 
0

şi 

1 1

deci,  

a a a
a at t t

T T T∞ ∞

a a at T t t= = =

−

∑ ∑ ∑= − = −
−

−
− −1 1 1

=
1 1 1

. 
0 0

Cu acestea, funcţia obiectiv devine; 
 

1

0

max log( ) log( )
1 ρ 1 ρt T

t t T

W C C
= =

= +
1 1⎛ ⎞ ⎛ ⎞

t tT − ∞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

                                                       
1 1 1

tT − ⎛
= ⎜ ⎟∑ 1

0

log( ) log( )
1 ρ ρ(1 ρ)t TT

t

C C−
=

⎞
+

+ +⎝ ⎠
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0

β log( ),
T

t t
t

C
=

=∑  

unde: 

1 1

(1 ρ) , ,
β

ρ (1 ρ) , .

t

t T

t T

t T

−

− −

⎧ + <⎪= ⎨
+ =⎪⎩

 

 
Observăm că astfel formulată, problema asociază o pondere valorii terminale 
u CT( ). În experimentele de mai jos vom că această pondere este importantă vedea . 
Mai mul e timp 
infi
 la 
mom

t, acest mod de abordare a problemelor de optimizare cu orizont d
nit se poate aplica şi în alte contexte. 

Trunchierea funcţiei obiectiv impune introducerea unei restricţii 
entul final T  referitoare la cerinţa unei investiţii minime cu care să se 

restarteze mecanismul economic: 
( δ) ,T TI g K≥ +  

unde, după cum am văzut, g este rata de creştere a producţiei şi  este rata de 

t t
t=

                                             referit
                                                    t

δ
depreciere a capitalului. 
 Cu acestea un model de creştere economică de tip Ramsey se prezintă sub 
forma: 

maxW
T

C=∑  
0

β log( ),

  or la: 
b b  Y a K Lt t= −1 t T= 0 1, , , ,…  ,               

                                                      Y C I t T= 0t t t= + ,                   1, ,…, ,  
                                   K+                  K 1 (1 δ)t t tI t= − + ,   T= −1 1, , ,…0 ,  
                                    g K≥ +
nde  (factorul de discaunt), 

                  TI ( δ) ,T  
gu  ρ  (rata de creştere a producţiei),  (factorul de 

epreciere a capitalului), 
δ

K 0 (capitalul iniţial), I 0d (investiţia iniţială), 
C0

Douglas) sunt parametri cunoscu
(consumul iniţial), ţie iniţial), i  (coeficienţi Cobb-L0 (factorul de produc b ş a

ţi. 
 Observăm imediat că coeficientul Cobb-Douglas a  se poate determina sub 
forma următoare. Avem: Y C I0 0 0= + şi Y f K L a K Lb b

0 0 0 0 0
1= = −( , ) , deci 

a
C I
K Lb b=

+
−

0

0 0
1 .  

el în GAMS [Andrei, 2004b] este prezentată în figura 15.1. 

0

Expresia acestui mod
 

$ontext 
   Model de crestere economica (echilibru dinamic) Ramsey 
$offtext 
* 
* Date asociate modelului: 
* 
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set  t          'perioadele de timp'      / t1*t50 / 
 
scalars 
      rho       'factorul de discaunt'                    / 0.04 / 
      g         'rata de crestere a productiei'           / 0.03 / 
      delta     'factorul de depreciere al capitalului'   / 0.02 / 
      K0        'capitalul initial'                       / 3.00 / 
      I0        'investitia initiala'                     / 0. 7 0 / 
      C0        'consumul initial'                        / 0.95 / 
      L0        'factorul de productie initial'           / 1.00 / 
      b         'coeficient Cobb Douglas'                 / 0.25 / 
      a         'coeficient Cobb Douglas' ; 
* 
* Multimi de lucru 
* 
sets 
      tfirst(t)   'primul interval (t0)' 
      tlast(t)    'ultimul intervat (T)' 
      tnotlast(t) 'toate intervalele de timp fara ultimul' ; 
 
tfirst(t)$(ord(t)=1) = yes; 
tlast(t)$(ord(t)=card(t)) = yes; 
tnotlast(t)= not tlast(t); 
* 
parameters 
      L(t)      'factorul de productie' 
      beta(t)   'ponderea utilitatilor in functia obiectiv' 
      tval(t)   'valoarea numerica a lui t'  ; 
 
tval(t) = ord(t)-1; 
* 
* Calculul ponderilor utilitatilor. 
* Ponderea asociata ultimului interval de timp (ponderea terminala) 
* compenseaza folosirea utilitatilor dincolo de momentul de timp T. 
* 
beta(tnotlast(t)) = power(1+rho,-tval(t)); 
beta(tlast(t)) = (1/rho)*power(1+rho,1-tval(t)); 
display beta; 
* 
* Calculul factorului de productie utilizand un proces de crestere 
* exponentiala. 
* 
L(t) = power(1+g,tval(t)) * L0; 
* 
* Calculul coeficientului Cobb-Douglas a. 
* 
a = (C0 + I0) / (K0**b * L0**(1-b)); 
* 
variables 
      C(t)      'consumul' 
      Y(t)      'productia' 
      K(t)      'capitalul' 
      I(t)      'investitia' 
      W         'utilitatea totala'  ; 
* 
equation 
      utilitate         'functia obiectiv, utilitatea' 
      productie(t)      'functia de productie Cobb-Douglas' 
      alocare(t)        'ecuatia productiei' 
      acumulare(t)      'ecuatia acumularii capitalului' 
      final(t)          'investitia in ultimul intervat'  ; 
 
utilitate..         W =e= sum(t, beta(t)*log(C(t))); 



                                                                                                        ♦  NECULAI ANDREI ♦ 
 
58 

productie(t)..      Y(t) =e= a * (K(t)**b) * (L(t)**(1-b)); 
alocare(t)..        Y(t) =e= C(t) + I(t); 
acumulare(tnotlast(t))..  K(t+1) =e= (1-delta)*K(t) + I(t); 
final(tlast)..      I(tlast) =g= (g+delta)*K(tlast); 
* 
* Margini asupra unor variabile pentru a putea evalua functiile. 
* 
K.lo(t) = 0.001; 
C.lo(t) = 0.001; 
* 
* Conditiile initiale. 
* 
K.fx(tfirst) = K0; 
I.fx(tfirst) = I0; 
C.fx(tfirst) = C0; 
 
model ramsey /all/; 
solve ramsey maximizing W using nlp; 
* 
* Afisarea solutiei 
* 
file res1 /growth.txt/ 
put res1; 
put /"timp    C(t)  Y(t)  K(t)  I(t) "/; 
loop(t, put t.tl:6, C.l(t):6, Y.l(t):6, K.l(t):6, I.l(t):6 /;); 
 
display beta 
* End Ramsey 

Fig. 15.1. Exp s licaţiei y). 
 
Soluţia modelului, corespunzătoare datelor prec ste ară 15.2 

re ia GAMS a ap G15 (Ramse

izate e tată în figura 

 
Fig. 15

 
.2. Soluţia modelu sey. lui Ram
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 O v  model R ey cu 30 de variabile ş ricţii este 
prezentată în , 2003, pag 8], unde se prezintă şi so a obţinută 
u pachetul SPENBAR [Andrei, 1996a,b]. 

 Modele dinamice de tip foarte des utilizate în contextul 
modelării economice. Putem m odelul DICE - Dynamic Integrated 
Climate-Economy dezvoltat de Nordhaus [199 odelul TAVF - Transitional 
Alternative Fuels and Vehicles zentat de L şi Rub MEEN - 
Modeling th ment-Econ y Nexus al lui Harrison [2 ă specială 
de modele b  teoria modelelor dinam sey modelele 

ARKAL-MACRO [Manne şi Wene, 1992]. 
n

ariantă de ams i 21 de rest
 [Andrei . 39 luţia acestui

c
Ramsey sunt 

 enţiona m
2]; m

 pre eiby in [1997] şi 
e Environ om 001]. O clas
azată pe ice Ram este dată de 

M
Expresia GAMS a modelului co ţine instrucţiunea de afişare a ponderilor 

β t  din funcţia obiectiv (display beta;). Valorile acestor ponderi sunt următoarele: 

----    119 PARAMETER beta  ponderea utilitatilor in functia obiectiv 
 

 
t1  1.000,    t2  0.962,    t3  0.925,    t4  0.889,    t5  0.855,    t6  0.822 
t7  0.790,    t8  0.760,    t9  0.731,    t10 0.703,    t11 0.676,    t12 0.650 
t13 0.625,    t14 0.601,    t15 0.577,    t16 0.555,    t17 0.534,    t18 0.513 
t19 0.494,    t20 0.475,    t21 0.456,    t22 0.439,    t23 0.422,    t24 0.406 
t25 0.390,    t26 0.375,    t27 0.361,    t28 0.347,    t29 0.333,    t30 0.321 
t31 0.308,    t32 0.296,    t33 0.285,    t34 0.274,    t35 0.264,    t36 0.253 
t37 0.244,    t38 0.234,    t39 0.225,    t40 0.217,    t41 0.208,    t42 0.200 
t43 0.193,    t44 0.185,    t45 0.178,    t46 0.171,    t47 0.165,    t48 0.158 

    t49 0.152,    t50 3.805 

 
Observăm că ponderea asociată momentului final re o valoare substanţială. 
Aceasta arată încă odată importanţa tehnicii de transformare a seriei infinite din 
funcţia obiectiv într-o sumă finită. 
Performanţele rezentate în 

belul 15.1. 

l 15.
 (variabile), 

50β a

 algoritmilor CONOPT, KNITRO şi MINOS sunt p
ta
 

Tabelu 1  
201n = 151m =  (restricţii) 

 #iter time Vfo 
CONOPT 40 0.168 12.797918 
KNITRO 11 0.080 12.797918 
MINOS 18 0.223 12.797920 

 
 
 
Aplicaţia G16 (Catmix) 
Determinarea amestecului optim a două elemente catalizatoare de-a lungul unui 
reactor tubular implicând mai mulţi reactanţi. 
Modelul matematic care descrie reacţiile chimice este descris în [von Stryk, 1999] 
şi [Dolan, Mo a: ré şi Munson, 2004] are form
 
                                1 2 1( ) ( )(10 ( ) ( )),x t u t x t x t′ = −  

2 1 2 2( ) ( )( ( ) 10 ( )) (1 ( )) ( ).x t u t x t x t u t x t′ = − − −  
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Condiţiile iniţiale sunt 1(0) 1x =  şi 2 ( ) 0.x t =  Variabila de control ( )u t  reprezintă 
raportul dintre cele două substanţe catalizatoare şi satisface condiţia de mărginire 

0 ( ) 1.u t≤ ≤  
Problema este de a minimiza 

1 21 ( ) ( ),f fx t x t− + +    1.ft =  
Discretizarea problemei constă în împărţirea uniformă a intervalului [0,1]  în hn  
subintervale  şi reformularea ecuaţiilor utilizând metoda colocaţiei în k  etape 
utilizând reprezentarea standard a bazei. Ca punct iniţial considerăm 0,u =  1x =1  
şi 2 0x =  evaluate în punctele de discretizare. Restricţiile problemei sunt date de 
condiţiile iniţlae, ecuaţiile de continuitate şi ecuaţiile de colocaţie. Expresia GAMS 
 acestei aplicaţii este dată în figura 16.1. a

 
$ontext 
Determine the optimal policy of two catalysts along the length 
of a tubular plug flow reactor involving several reactions. 
$offtext 
 
$if     set n  $set nh %n% 
$if not set nh $set nh 800 
 
Set nh Number of subintervals / 0*%nh% /; 
Alias (nh,i); 
 
Scalar tf Final time                  /1/ 
       x1_0 Initial condition for x1  /1/ 
       x2_0 Initial condition for x2  /0/ 
       alpha smoothing parameter      /0/ 
       h; 
 
       h = tf/%nh%; 
 
Variable u(nh), x1(nh), x2(nh), obj; 
 
Positive variable u; u.up(nh) = 1; 
 
Equations defobj objective function 
          ode1(nh) 
          ode2(nh); 
 
defobj.. obj =e= -1 + x1['%nh%'] + x2['%nh%'] + 
                  alpha*h*sum{nh(i+1), sqr(u[i+1] - u[i])}; 
 
ode1(nh(i+1)).. x1[i+1] =e= x1[i] + 
                  (h/2)*(u[i]*(10*x2[i]-x1[i]) + 
                         u[i+1]*(10*x2[i+1]-x1[i+1])); 
 
ode2(nh(i+1)).. x2[i+1] =e= x2[i] + 
                  (h/2)*(u[i]*(x1[i]-10*x2[i]) - 
                        (1-u[i])*x2[i] +  
                         u[i+1]*(x1[i+1]-10*x2[i+1]) - 
                        (1-u[i+1])*x2[i+1]); 
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* Initial point 
x1.l[nh] = 1; 
 
x1.fx['0'] = x1_0; 
x2.fx['0'] = x2_0; 
 
model catmix /all/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
catmix.optfile=1; 
 
option nl ch p=ben ; 
 
solve catmix minimi ng si gzi obj u n  nlp; 
 
*file res1 /catmix.dat/; 
*put res1 
*loop(nh, put x1.l(nh):  p t10:5, u /) 
 
* End catmix 

Fig. 16.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G16 (Catmix). 
 
Performanţele algoritmilor CONOPT, KNITRO şi MINOS sunt prezentate în 
tabelele de mai jos 
 

Tabelul 16.1  
 (variabile), 400,hn =  1204n = 801m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 60 0.469 -0.04805651 
KNITRO 12 0.280 -0.04800083 
MINOS 8 0.719 -0.04805472 

 
Tabelul 16.2  
 (variabile), 800,hn =  2404n = 1601m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 88 1.523 -0.04805586 
KNITRO 12 0.490 -0.04795030 
MINOS 10 1.969 -0.04805527 

 
Tabelul 16.3  

1000,hn =  3004n =  (variabile), 2001m =  (restricţii) 
 #iter time vfo 

CONOPT 5782 1.820 -0.04805 4 
KNITRO 12 0.610 -0.04792625 
MINOS 11 3.016 -0.04805545 
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Tabelul 16.4  
 (variabile), 2000hn = ,  6004n = 4001m =  (restricţii) 

#iter time vfo  
CONOPT 81 8.047 -0.04805526 
KNITRO 11 1.782 -0.04781198 
MINOS 18 14.656 -0.0480529 

 
T 6.5  

 (variabile), 
abelul 1

3000,hn =  9004n = 6001m =  (restricţii) 
vfo  #iter time 

CONOP 9T 33 3. 22 -0.04805360 
KNITRO 8 2.223 -0.04795616 
MINOS 2  3 30.664 -0.04804791 

 
Figura 16.2 prezintă evoluţia variabilei ( )u t  dată de CONOPT şi respectiv 

em caracterul de bang-bang singular al problemei impus de prezenţa 
res
MINOS. Ved

tricţiilor de mărginire asupra lui ( ).u t  

Fig. 16.2. Evoluţia variabilei  dată de CONOPT şi MINOS. 
 
Fi r

( )u t

 1( ),x t  respectiv 2 ( )x tgura 16.3 prezintă evoluţia variabilelo  dată de CONOPT.  
 

1( )x t  şi 2 ( )x t  dată de CONOPT. Fig. 16.3. Evoluţia variabilelor 
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Ap
Po  în mai multe tancuri a unui amestec din mai 
mu ate în vederea obţinerii unor produse finite cu 
pr n tanc, 2 produse finite). 
Pr ing sunt comune în industria 
chi u diferite proprietăţi chimice 
şi costuri, scopul este de a se determina debitele optime ale acestora în anumite 
tan use chimice finite cu proprietăţi şi costuri 
cunoscute. Ingredientele se pot amesteca în tancuri, sau se pot introduce direct în 
produsele finite. Pentru fiecare dintre aceste elemente, ingrediente, tancuri şi 
pr aracteristici care definesc o situaţie fizică 
co e au fost studiate, între alţii, de Haverly [1978], Lasdon et 
al. 1996], Andrei [2001].  

ă de amestec pentru care se 
pr stec care conţine 

ei ingrediente, u ]. 

licaţia G17 (Pool1) 
oling – Blending. Determinarea
lte ingrediente cu proprietăţi d

rietăţi impuse (4 ingrediente, uop
oblemele de acest tip, cunoscute ca pooling şi blend

ulte ingrediente cmică şi petro-chimică. Dae mai m

curi care determină anumite prod

oduse finite, se cunosc o serie de c
ncretă. Aceste problem
 [1979], Ben-Tal et al. [1994] , Visweswaran şi Floudas [

17.1 se prezintă o situaţie generalÎn figura 
ezintă modelul matematic. Este vorba despre un sistem de ame

n tanc şi două produse finite [Floudas et al., 1999tr
 

 
Fig. . Schem rală a istem d

junge la produsul finit 

 17.1 a gene unui s e amestec. 
 
Vectorii ,q  y  şi z  reprezintă debitele între diferite unităţi ale sistemului de 
amestec. În acest sistem ilq  reprezintă debitul din ingredientul i  care ajunge în 

l de la tancul l  care atancul .l  ljy  este debitu ,j  iar  este ijz
debitul din ingredientul i  care ajunge direct la produsul finit .j  Cu acestea definim 
următoarele mulţimi de indici. I  mulţimea ingredientelor, J  mulţimea produselor 
finite, L  mulţimea tancurilor şi K  mulţimea acelor componen a căror calitate te 
trebuie monitorizată. Pentru sistemul de amestec introducem următorii parametri 
care definesc o sitiaţie fizică concretă. iA  este debitul maxim care poate curge de 
a ingredienl tul .i  jD  este cererea maximă din produsul finit (care se vinde) 

este capa ea m  a tancului  este procentul din componenta  în 
 este procentul maxim din componenta  în produsul finit 

.j  lS  
citat maxi ă .l  ikC k

ingredientul .i  jkP k .j  ic  
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este preţul unitar al ingredientului şi  este preţul unitar a produsului finit 
Cu acestea modelul matematic al sistemului de amestec este următorul. 
 
              

i  jd .j  

 
, ,

max ( ) ( ) ,j i il lj j i ijq y z j J l L i I i I j J

d c q y d c z
∈ ∈ ∈ ∈ ∈

− + −∑∑ ∑ ∑∑   

referitor la: 
                   ,il lj ij i

l L j J j J

q y z A
∈ ∈ ∈

+ ≤∑∑ ∑ ,i I∀ ∈  

                  

                 

 ,lj l
j J

y S
∈

≤∑ ,l L∀ ∈  

 ,lj ij j
l L i I

y z D
∈ ∈

+ ≤∑ ∑ ,j J∀ ∈  

( ) 0, ,j Jik il jk lj ik jk ij
l L i I i I

C q P y C P z
∈ ∈ ∈

⎛ ⎞
− + − ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑    ∀ ∈  ,k K∀ ∈  

               1,il
i I

q
∈

=∑    

Modelul se completează cu margini asupra variabilelor: 
                                             

.l L∀ ∈  

0 1,ilq≤ ≤   ,i I∀ ∈    ,l L∀ ∈  
0 ,lj jy D≤ ≤   ,l L∀ ∈   ,j J∀ ∈                                            
0 ,ij jz D≤ ≤    ,i I∀ ∈   .j J∀ ∈                                            

După cum se vede modelul are o formă biliniară, şi formează o subclasă importantă 
de probleme de optimizare pătratică neconvexe. Majoritatea algoritmilor întâmpină 
greutăţi considerabile în rezolvarea acestor probleme şi după cum vom vedea 
diferiţi algoritmi furnizează soluţii diferite. 
 Să co te, un tanc şi 

ouă produse finite, ca în figura 17.2 [Floudas et al., 1999]. 
nsiderăm o situaţie de sistem de amestec cu 4 ingredien

d

 
Fig. 17.2. Sc eh ma amestecului corespunzător aplicaţiei G17. 
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stui sistem de ameste este următorul: 
9 6 16 15 )q q q y

Modelul matematic al ace
                                      max( 11 21 41 11− − − +  

   11 21 41 12 31 32(15 16 16 15 ) 5q q q y z z− − − − +                                            
referitor la: 
                                    

         
                            
                            
                            41 12 32(3 2.5) 0.5 0,q q q y z+ + − − ≤  
                            
inile asupra variabilelor sunt: 

,        ,

41 11 41 12 50,q y q y+ ≤  

11 31 100,y z+ ≤                             

12 32 200,y z+ ≤          

11 21 41 11 31(3 2.5) 0.5 0,q q q y z+ + − − ≤          
        2111

11 21 41 1.q q q+ + =          
Marg
                                     110 1q≤ ≤ 210 1q≤ ≤        ,410 1q≤ ≤  
                                    0y≤ ≤     110 1 0, 120 200,y≤ ≤  
                                       00. 310 100,z≤ ≤ 320 2z≤ ≤  
 

ă cum se vede datele acestei problemDup e sunt: 
   ( , , ,50),A = ∞ ∞ ∞ (100,200),D =   1 ,S = ∞                                 

                                        (3,1, ,1),C = − (2.5,1.5),P =  
(6,16, ,15),c = −      (9,15).d =                                 

Expresia GAMS a acestei aplicaţii este arătată în figura 17.3. 
 

$ontext 
Determinarea amestecului optim format din 4 ingrediente, un 
tanc si 2 p odr use finite. 
$offtext 
VARIABLES 
         q1   1 fraction of flow to pool 1 coming from feed 1 
  d        q21  fraction of flow to pool 1 coming from fee 2 
         q4   1 fraction of flow to pool 1 coming from feed 4 
         y11  flow from pool 1 to product 1 
         y12  flow from pool 1 to product 2 
         z3   1 flow from feed 3 to product 1 
   o      z32  flow fr m feed 3 to product 2 
   v   objval  objecti e function variable; 
 
FRE vaE VARIABLES    obj l; 
 
 
EQUATIONS 
         f Objective function 
         g1, g2, g3, g4, g5 
         g6  ; 
 
f  .. objval =e= q11  16*q 4 (9 - 6* - 21 - 15*q 1)*y11 + 
                 (1 - 1 *5 - 6*q11 6 q21 - 15*q41)*y12 - 
                 z31 + 5*z32; 
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g1  .. q41*y11 + q4 50;1*y12 =l=  
g2  .. y11 + z31 l= 100; =
g3  .. y12 + z32 =l= 200; 
g4  .. (3*q11 + q21 5)*y1 + q41 -2. 1 - 0.5*z31 =l= 0; 
g5  .. (3*q11 + q21 5)*y1 + q41 . 2 + 0.5* 32 =l= 0; -1 z
g6  .. q11 + q21 + q41 =e= 1; 
 
* Bounds 
q11.LO = 0; q11.UP = 1; 
q21.LO = 0; q21.UP = 1; 
q41.LO = 0; q41.UP = 1; 
y12.LO = 0; y12.UP = 200; 
y11.LO = 0; y11.UP = 100; 
z31.LO = 0; z31.UP = 100; 
z32.LO = 0; z32.UP = 200; 
 
* Starting point (global solution) 
* q11.L =  0; q21.L =  0.5; q41.L =  0.5; 
* y11.L =  0; y12.L =  100; 
* z31.L =  0; z32.L =  100; 
 
MODEL pool1 /ALL/; 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
pool1.optfile=1; 
option nlp=bench; 
SOLVE pool1 USING NLP MAXIMIZING objval; 
* End Pool1 

Fig. 17.3. Expresia GAMS a aplicaţiei G17 (Pool1). 
 
So T, 
KN
 

luţia acestei probleme şi caracteristicile procesului de optimizare cu CONOP
ITRO şi MINOS este următoarea:  

 CONOPT KNITRO MINOS 

11q  0.333 0 1 

21q  0.333 0.5 0 

41q  0.333 0.5 0 

11y  0 0 50 

12y  0 100 0 

31z  0 0 50 

32z  0 100 0 

#iter 3 28 6 
time 0.008 0.190 0.098 
vfo 0 450 100 

 
Ob e furnizate de algoritmii 
co za o soluţie pentru care 
va

servăm diferenţele majore care există între soluţiil
nsideraţi. Numai KNITRO este în stare de a furni
loarea funcţiei obiectv, vfo, este maximă.  
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Ap
Po i a unui amestec din mai 
mu rii unor produse finite cu 
pr inite). 
Să estec în care este vorba de 5 ingrediente care se 
am ancuri din care se livrează 5 produse finite, figura 18.1 [Floudas et 
al.
 

licaţia G18 (Pool2) 
oling – Blending. Determinarea în mai multe tancur

elte ingrediente cu proprietăţi date în vederea obţin
rietăţi impuse (5 ingrediente, 3 tancuri, 5 produse fop

 considerăm de un sistem de am
estecă în 3 t
, 1999]. 

 
Fig. 18.1. Schema amestecului corespunzător aplicaţiei G18. 

 
M  
 

    
    
    
    +

odelul matematic corespunzător acestei scheme de amestec este următorul:

11 21 41 51 11max (18 6 16 15 12 )q q q q y  
      (18 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  

− − − − +
                              12 22 42 52 21

                                    13 23 43 53 31(18 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  
                                    (15 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  11 21 41 51 12

                                    12 22 42 52 22(15 6 16 15 12 )q q q q y− − − −  
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    +
    
    

                                    13 23 43 53 32(15 6 16 15 12 )q q q q y +  − − − −
                                    (19 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  11 21 41 51 13

                                    12 22 42 52 23(19 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  
    (19 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +                                  13 23 43 53 33

                                    11 21 41 51 14(16 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  
                                    (16 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  12 22 42 52 24

                                    13 23 43 53 34(16 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  
                                    11 21 41 51 15(14 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  
                                    (14 6 16 15 12 )q q q q y− − − −12 22 42 52 25  
                                    13 23 43 53 35(14 6 16 15 12 )q q q q y− − − − +  
                                     8 5 9 6 4 ,z z z z z31 32 33 34 35+ + + +  

ref
    
    50,
    
    
    y z+ ≤  
    
    
    ) (3 1.5 2.5)y q q q q y+ + + + − +  
    1.5 2.5) 0.5 0,q y z+ − − ≤  
    2) ( 3 2.5 2.5 2)y q q q q y+ + + + − +  
    2.5 2) 0.5 0,q y z+ − + ≤  
    ) (3 1.5 1.5)y q q q q y+ + + + − +  
    .5 1.5) 0.5 0,q y z− − ≤  
    .5) ( 3 2.5 2.5 2.5)y q q q q y+ + + + − +  
    2.5 2.5) 0,q y+ − ≤  
    (3 1.5 2)q q q q y+ + + + − +  
    .5 2) 0,q y− ≤  
    .6) ( 3 2.5 2.5 2.6)y q q q q y+ + + + − +  
    2.5 2.6) 0.1 0,q y z+ − − ≤  
    (3 1.5 2)q q q q y+ + + + − +  
    .5 2) 0,q y− ≤  
    ) ( 3 2.5 2.5 2)y q q q q y+ + + + − +  
    2.5 2) 0.5 0,q y z+ − + ≤  
    (3 1.5 2)q q q q y+ + + + − +  

ereitor la: 
) ( )y y q y y y y y+ + + + + + + +     41 11 12 13(q y y y+ + 14 15 42 21 22 23 24 25

                      43 31 32 33 34 35( )q y y y y y+ + + + ≤  
   100,y y y z+ + + ≤  11 21 31 31

12 22 32 32 200,y y y z+ + + ≤     
   y y+ +13 23 33 33 100,
   14 24 34 34 100,y y y z+ + + ≤  
   100,y y y z+ + + ≤  15 25 35 35

   11 21 41 51(3 1.5 2.5q q q q+ + + − 11 12 22 42 52 21

                      13 23 43(3q q q+ + 53 31 31

   ( 3 2.5 2.5q q q q+ + + −11 21 41 51 11 12 22 42 52 21

                      13 23( 3 2.5q q q+ + 43 53 31 31

   (3 1.5 1.5q q q q+ + + −11 21 41 51 12 12 22 42 52 22

                      13 23 43(3 1q q q+ + + 53 32 32

   ( 3 2.5 2.5 2q q q q+ + + −11 21 41 51 12 12 22 42 52 22

                      13 23 43( 3 2.5q q q+ + 53 32

   11 21 41 51 13(3 1.5 2)q q q q y+ + + − 12 22 42 52 23

                      (3 1q q q+ + +13 23 43 53 33

   11 21 41 51( 3 2.5 2.5 2q q q q+ + + − 13 12 22 42 52 23

                      ( 3 2.5q q q+ +13 23 43 53 33 33

   11 21 41 51 14(3 1.5 2)q q q q y+ + + − 12 22 42 52 24

                      (3 1q q q+ + +13 23 43 53 34

   11 21 41 51( 3 2.5 2.5 2q q q q+ + + − 14 12 22 42 52 24

                      13 23 43( 3 2.5q q q+ + 53 34 34

   11 21 41 51 15(3 1.5 2)q q q q y+ + + − 12 22 42 52 25
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    .5 2) 0,q y− ≤  
    ) ( 3 2.5 2.5 2)y q q q q y+ + + + − +  
    2.5 2.5 2) 0.5 0,q q y z+ + − + ≤  
    
    
    =  
Marginile asupra variabilelor sunt: 
    

                      13 23 43(3 1q q q
( 3 2.5 2.5 2q q q q+ + + −

+ + +
   11 21 41

                   13 23( 3q q+

53 35

51 15 12 22 42 52 25

   43 53 35 35

    1,q q q q+ + + =11 21 41 51

42 52 1,q q+ + =  
 

    12 22q q+
    q q q q+ + +13 23 43 53 1.

                              110 1,q≤ ≤        120 1,q≤ ≤          130 1q ,≤ ≤  
                                  210 1,q≤ ≤        220 1,q≤ ≤         230 1,q≤ ≤  

    ,q≤ ≤        ,q                              410 1 420 1≤ ≤         ,q430 1≤ ≤  
                                  510 1,q≤ ≤        520 1,q≤ ≤          530 1,q≤ ≤  
                                  0y≤ ≤    0y110 1 0, 210 1 0,≤ ≤     00,310 1y≤ ≤  

120 200,y≤ ≤    220 20y                                  0,≤ ≤    00,320 2y≤ ≤  
                                  0y≤ ≤130 1 0,    230 100,y≤ ≤     0 33 100,y≤ ≤  
                                  y≤ ≤ y140 100,    240 100,≤ ≤ y   340 100,≤ ≤
                   10y≤ ≤ y

 
               0 15 0,    250 100,≤ ≤ 0y   0 135≤ ≤

                    z≤ ≤ z
0,  

              310 100,    320 200,≤ ≤ 10z   0 0,  33≤ ≤
                                0z≤ ≤    00.  340 1 0, 350 1z≤ ≤  

 
Pentru această aplicaţie datele sunt următoarele: 

( , , ,50, ),A = ∞ ∞ ∞ ∞    (100,200,100,100,100),D =    ( , , ),S = ∞ ∞ ∞  
= −(6,16, ,15,12),c    (18,15,19,16,14),d =  

3.0 1.0
1.0 3.0

,C

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=     

2.5 2.0
1.5 2.5

.2.0 2.6P
2.0 2.5
1.5 2.5
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2.0 2.0
2.0 2.0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Expresia GAMS a acestei aplicaţii este prezentată în figura 18.2. 
 

 

$ontext 
Determinarea amestecului optim format din 5 ingrediente, 3 
tancuri si 5 produse finite 
$offtext 
VARIABLES 
         q11  fraction of flow to pool 1 from feed 1 
         q12  fraction of flow to pool 1 from feed 2 
         q13  fraction of flow to pool 1 from feed 3 
         q21  fraction of flow to pool 2 from feed 1 
         q22  fraction of flow to pool 2 from feed 2 
         q23  fraction of flow to pool 2 from feed 3 
         q41  fraction of flow to pool 4 from feed 1 
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         q42  fraction of flow to pool 4 from feed 2 
         q43  fraction of flow to pool 4 from feed 3 
         q51  fraction of flow to pool 5 from feed 1 
         q52  fraction of flow to pool 5 from feed 2 
         q53  fraction of flow to pool 5 from feed 3 
         z31  flow from feed 3 to product 1 
         z32  flow from feed 3 to product 2 
         z33  flow from feed 3 to product 3 
         z34  flow from feed 3 to product 4 
         z35  flow from feed 3 to product 5 
         y11  flow from pool 1 to product 1 
         y12  flow from pool 1 to product 2 
         y13  flow from pool 1 to product 3 
         y14  flow from pool 1 to product 4 
         y15  flow from pool 1 to product 5 
         y21  flow from pool 2 to product 1 
         y22  flow from pool 2 to product 2 
         y23  flow from pool 2 to product 3 
         y24  flow from pool 2 to product 4 
         y25  flow from pool 2 to product 5 
         y31  flow from pool 3 to product 1 
         y32  flow from pool 3 to product 2 
         y33 fl ow from pool 3 to product 3 
         y34  flow from pool 3 to product 4 
         y35  f ctlow from pool 3 to produ  5 
      objval  o lebjective function variab ; 
 
FREE VARIABLES    objval; 
 
EQUATIONS 
         f Objective function 
         g1,  g9g2,  g3,  g4,  g5,  g6,  g7,  g8,  , g10 
         g11, g12, g13, g14, g15, g16, g17, g18 
         g19  ; 
 
f  .. objval =e= (18 - 6*q11 - 16*q21 - 15*q41 - 12*q51)*y11 + 
                 (18 - 6*q12 - 16*q22 - 15*q42 - 12*q52)*y21 + 
                 ( 16*q23 18 - 6*q13 - - 15*q43 - 12*q53)*y31 + 
                 ( 16*q21 15 - 6*q11 - - 15*q41 - 12*q51)*y12 + 
                 ( 16*q2  15 - 6*q12 - 2 - 15*q42 - 12*q52)*y22 + 
                 (15 - 6*q13 - 16*q23 - 15*q43 - 12*q53)*y32 + 
                 (19 - 6*q11 - 16*q21 - 15*q41 - 12*q51)*y13 + 
                 (19 - 6*q12 - 16*q22 - 15*q42 - 12*q52)*y23 + 
                 (19 - 6*q13 - 16*q23 - 15*q43 - 12*q53)*y33 + 
                 (16 - 6*q11 - 16*q21 - 15*q41 - 12*q51)*y14 + 
              2   (16 - 6*q1  - 16*q22 - 15*q42 - 12*q52)*y24 + 
              3   (16 - 6*q1  - 16*q23 - 15*q43 - 12*q53)*y34 + 
                 (14 - 6*q11 - 16*q21 - 15*q41 - 12*q51)*y15 + 
                 (14 - 6*q12 - 16*q22 - 15*q42 - 12*q52)*y25 + 
                 (14 - 6*q13 - 16*q23 - 15*q43 - 12*q53)*y35 + 
                 8*z31 + 5*z32 + 9*z33 + 6*z34 + 4*z35; 
 
g1  .. q41*y11 + q41*y12 + q41*y13 + q41*y14 + q41*y15 + 
       q42*y21 + q42*y22 + q42*y23 + q42*y24 + q42*y25 +  
       q43*y31 + q43*y32 + q43*y33 + q43*y34 + q43*y35 =l= 50; 
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g2  .. y11 + y21 + y31 + z31 =l= 100; 
g3  .. y12 + y22 + y32 + z32 =l= 200; 
g4  .. y13 + y23 + y33 + z33 =l= 100; 
g5  .. y14 + y24 + y34 + z34 =l= 100; 
g6  .. y15 + y25 + y35 + z35 =l= 100; 
 
g7  .. (3*q11 + q21 + q41 + 1.5*q51 -2.5)*y11 + 
       (3*q12 + q22 + q42 + 1.5*q52 - 2.5)*y21 + 
       (3*q13 + q23 + q43 + 1.5*q53 - 2.5)*y31 - 0.5*z31 =l= 0; 
 
g8  .. (q11 + 3*q21 + 2.5*q41 + 2.5*q51 -2)*y11 + 
       (q12 + 3*q22 + 2.5*q42 + 2.5*q52 - 2)*y21 + 
       (q13 + 3*q23 + 2.5*q43 + 2.5*q53 - 2)*y31 + 0.5*z31  
        =l= 0; 
g9  .. (3*q11 + q21 + q41 + 1.5*q51 -1.5)*y12 + 
       (3*q12 + q22 + q42 + 1.5*q52 - 1.5)*y22 + 
       (3*q13 + q23 + q43 + 1.5*q53 - 1.5)*y32 + 0.5*z32   
        =l= 0; 
g10  .. (q11 + 3*q21 + 2.5*q41 + 2.5*q51 -2.5)*y12 + 
        (q12 + 3*q22 + 2.5*q42 + 2.5*q52 - 2.5)*y22 + 
        (q13 + 3*q23 + 2.5*q43 + 2.5*q53 - 2.5)*y32 =l= 0; 
g11  .. (3*q11 + q21 + q41 + 1.5*q51 -2)*y13 + 
        (3*q12 + q22 + q42 + 1.5*q52 - 2)*y23 + 
        (3*q13 + q23 + q43 + 1.5*q53 - 2)*y33 =l= 0; 
g12  .. (q11 + 3*q21 + 2.5*q41 + 2.5*q51 -2.6)*y13 + 
        (q12 + 3*q22 + 2.5*q42 + 2.5*q52 - 2.6)*y23 + 
        (q13 + 3*q23 + 2.5*q43 + 2.5*q53 - 2.6)*y33 - 0.1*z33 
         =l= 0; 
g13  .. (3*q11 + q21 + q41 + 1.5*q51 -2)*y14 + 
        (3*q12 + q22 + q42 + 1.5*q52 - 2)*y24 + 
        (3*q13 + q23 + q43 + 1.5*q53 - 2)*y34 =l= 0; 
g14  .. (q11 + 3*q21 + 2.5*q41 + 2.5*q51 -2)*y14 + 
        (q12 + 3*q22 + 2.5*q42 + 2.5*q52 - 2)*y24 + 
        (q13 + 3*q23 + 2.5*q43 + 2.5*q53 - 2)*y34 + 0.5*z34 
         =l= 0; 
g15  .. (3*q11 + q21 + q41 + 1.5*q51 -2)*y15 + 
        (3*q12 + q22 + q42 + 1.5*q52 - 2)*y25 + 
        (3*q13 + q23 + q43 + 1.5*q53 - 2)*y35  =l= 0; 
g16  .. (q11 + 3*q21 + 2.5*q41 + 2.5*q51 -2)*y15 + 
        (q12 + 3*q22 + 2.5*q42 + 2.5*q52 - 2)*y25 + 
        (q13 + 3*q23 + 2.5*q43 + 2.5*q53 - 2)*y35 + 0.5*z35 
         =l= 0; 
 
g17  .. q11 + q21 + q41 + q51 =e= 1; 
g18  .. q12 + q22 + q42 + q52 =e= 1; 
g19  .. q13 + q23 + q43 + q53 =e= 1; 
 
* Bounds 
q11.LO = 0; q11.UP = 1; 
q12.LO = 0; q12.UP = 1; 
q13.LO = 0; q13.UP = 1; 
q21.LO = 0; q21.UP = 1; 
q22.LO = 0; q22.UP = 1; 
q23.LO = 0; q23.UP = 1; 
q41.LO = 0; q41.UP = 1; 
q42.LO = 0; q42.UP = 1; 
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q43.LO = 0; q43.UP = 1; 
q51.LO = 0; q51.UP = 1; 
q52.LO = 0; q52.UP = 1; 
q53.LO = 0; q53.UP = 1; 
y11.LO = 0; y11.UP = 100; 
y12.LO = 0; y12.UP = 200; 
y13.LO = 0; y13.UP = 100; 
y14.LO = 0; y14.UP = 100; 
y15.LO = 0; y15.UP = 100; 
y21.LO = 0; y21.UP = 100; 
y22.LO = 0; y22.UP = 200; 
y23.LO = 0; y23.UP = 100; 
y24.LO = 0; 24.UP = 1 y 00; 
y25.LO = UP = 10 0; 25. y 0; 
y31.LO UP = 100= 0; y31. ; 
y32.LO = UP = 200 0; y32. ; 
y33.LO = UP = 100 0; y33. ; 
y34.LO = 0; y34.UP = 100; 
y35.LO = 0; y35.UP = 100; 
z31.LO = 0; z31.UP = 100; 
z32.LO = 0; z32.UP = 200; 
z33.LO = 0; z33.UP = 100; 
z34.LO = 0; z34.UP = 100; 
z35.LO = 0; z35.UP = 100; 
 
MODEL Pool2 /ALL/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
pool2.optfile=1; 
option nlp=bench; 
 
SOLVE Pool2 USING NLP MAXIMIZING objval; 
* End Pool2 

Fig. 18.2. Expresia GAMS a aplicaţiei G18 (Pool2). 
 
Performanţele algorit ONOPT, KNITRO şi MINOS sunt expuse în tabelul 
18.1. 
 

Tabelul 18.1  
33n =  (variabile), 20m

milor C

=  (restricţii) 
 #iter vfo time 

CONOPT 1  2 0.082 3500 
KNITRO 124 0.450 1500 
MINOS 6 0.090 1900 

 
Soluţia preferată este cea furnizată de CONOPT pentru care valoarea funcţiei 

tăţi. Observăm discrepanţele foarte mari între soluţiile optime 
i riţi algoritmi de optimizare. Algoritmul CONOPT este 

ca optimul problemei. 

obiectiv este 3500 uni
locale furnizate de d fe
singurul care poate identifi
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 instructiv să menţionăm că aplicaţia A40 (capitolul 5) din [Andrei, 
a ă reprezentare a acestei probleme de optimizare, de data 
stractă. Algoritmul SPENBAR furnizează o altă soluţie cu 

iei obiectiv ca cea dată de CONOPT.  
 amestec (de tip poolin  şi blending) sunt probleme de 

convexe. Chiar dacă stea sunt uşor de formulat, ele 
eme greu de rezolvat. Co portarea lor în raport cu diferiţi 
e, aşa după cum s-a văzut în această aplicaţie, este tipică. 

de optimizare furnizează soluţii optime locale foarte 
diferite. 

1) 
e trei schimbătoare de căldură în serie care încălzeşte un  

r buie încălzit de la 0  la  utilizând o reţea de trei 
r eraturi de intrare, ca în figura 19.1. Pentru 
 căldură se cunoaşte temperatura apei la intrarea acestuia, 
i ici termice [Floudas, et al. 1999]. 

Este
2003, pg. 404] este o lt
aceasta într-o formă ab
aceeaşi valoare a funcţ

Problemele de g
aceoptimizare biliniare şi ne

sunt considerate probl m
algoritmi de optimizar
Adică diferiţi algoritmi 

 
Aplicaţia G19 (HeatEx

eProiectarea unei reţel  d
flux de apă rece. 
Un flux de apă rece t 0 01 0500e
schimbătoare de căldu ă cu diferite temp
fiecare schimbător de
precum şi alte caracter st
 

 
 

Fig. 19.1. O re i schimţea de tre bătoare de căldură în serie. 

de la intrarea în trei schimbătoare de căldură: 
 

, ,Hj inT  Temperatura apei calde  cele 
1,2,3,j =  este cunoscută. Scopul este de a minimiza aria totală a celor trei 

            
ref
    C in H inT− ≤  
    
    

schimbătoare de căldură. Din figura 19.1 putem scrie modelul matematic [Avriel şi 
Williams, 1971]: 
 

1 2 3min( )A A A+ +                    
eritor la: 

          ,1 1,C H outT T T+ −                  , 1, 0,

,1 ,2 2, 1, 0,C C H out H inT T T T− + + − ≤                           
                           3, ,2 3, , 0,H out C H in C outT T T T− − + ≤  
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                              1 1 1, ,1 , 0,p p
H out C C in

FC FC
A AT T T− + − ≤  

1 1U U

                              2 ,1 2 2, ,1 ,2 0,p p
C H out C CA T A T T T

U U
− − + ≤  

2 2

FC FC

3 ,2 3 3, ,2 ,
3

C H out C C outU U3

0.p pFC FC
A T A T T T− − + ≤  

M
 
    

arginile asupra variabilelor sunt: 

                                  1100 10000,A≤ ≤        2 31000 , 10000,A A≤ ≤  
                                      10 1000,T≤ ≤          ,210 1000,CT,1C ≤ ≤  

1,10 1000,H outT≤ ≤     
1000,H outT10 ≤ 2, ≤     
1000.H outT 3,10 ≤ ≤  

Se consideră: 10pFC =  şi (120,80,40).U5 =  
 
Cu ţii este arătată în figura 19.2. 
 

 acestea, expresia GAMS a acestei aplica

$ONTEXT 
Design of a heat exchanger network. 
One cold stream must be heated from 100 F to 500 F using three hot 
streams with different inlet temperatures. The goal is to minimize the 
overall heat exchange area. 
$OFFTEXT 
 
SCALAR Tcin  inlet temperature of cold stream   /100/; 
SCALAR Tcout outlet temperature of cold stream  /500/; 
SCALAR Th1in inlet temperature of hot stream 1  /300/; 
SCALAR Th2in inlet temperature of hot stream 2  /400/; 
SCALAR Th3in inlet temperature of hot stream 3  /600/; 
SCALAR FCp   flowrate-heat capacity of cold stream /100000/; 
SCALAR U1    heat transfer coefficient for first heat exchanger /120/; 
SCALAR U2    heat transfer coefficient for second heat exchanger /80/; 
SCALAR U3    heat transfer coefficient for third heat exchanger  /40/; 
 
VARIABLES 
         A1  area of first heat exchanger 
         A2  area of second heat exchanger 
         A3  area of third heat exchanger 
         Tc1 temperature of cold stream after first heat exchanger 
         Tc2 temperature of cold stream after second heat exchanger 
         Th1out  outlet temperature of stream 1 
         Th2out  outlet temperature of stream 2 
         Th3out  outlet temperature of stream 3 
         objval  objective function variable; 
 
FREE VARIABLES    objval; 
 
 
EQUATIONS 
         f Objective function 
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         f1 
         f2 
         f3 
         f4 
         f5 
         f6  ; 
 
f  .. objval =e=A1 + A2 + A3; 
f1  .. Tc1 + Th1out - Tcin - Th1in =l= 0; 
f2  .. -Tc1 + Tc2 + Th2out - Th1in =l= 0; 
f3  .. Th3out - Tc2 - Th3in + Tcout =l= 0; 
f4  .. A1 - A1*Th1out + FCp/U1*Tc1 - FCp/U1*Tcin =l= 0; 
f5  .. A2*Tc1 - A2*Th2out - FCp/U2*Tc1 + FCp/U2*Tc2 =l= 0; 
f6  .. A3*Tc2 - A3*th3out - FCp/U3*Tc2 + FCp/U3*Tcout =l= 0; 
 
* Bounds 
A1.LO = 100;     A1.UP = 10000; 
A2.LO = 1000;    A2.UP = 10000; 
A3.LO = 1000;    A3.UP = 10000; 
Tc1.LO = 10;     Tc1.UP = 1000; 
Tc2.LO = 10;     Tc2.UP = 1000; 
Th1out.LO = 10;  Th1out.UP = 1000; 
Th2out.LO = 10;  Th2out.UP = 1000; 
Th3out.LO = 10;  Th3out.UP = 1000; 
 
MODEL HeatEx1 /ALL/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
HeatEx1.optfile=1; 
option nlp=bench; 
 
SOLVE He G NLP MIN ING objvalatEx1 USIN IMIZ ; 
* End HeatEx1 

Fig. 19.2. Expresia GAMS a aplic 9 (HeatEaţiei G1 x1). 
 
Soluţia aplicaţiei este următoarea: 

1026.948,A =     1000.0,A =    5485.282,A =  1 2 3

,1 265.060,CT ,2 280.589,CT =  =    

1, 134.940,H outT =    2, 284.471,H outT =     3, 380.589.H outT =  
Tabelul 19.1 arată performanţele algoritmilor utilizaţi pentru rezolvarea acestei 
probleme. 
 

Tabelul 19.1  
ile), 9n =  (variab 7m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 16 0.039 0 7512.23
KNITRO 20 0.100 7512.230 
MINOS 69 0.273 7512.230 

 
O variantă (mai simplă) a acestei probleme, ca o formulare alternativă, este 
plicaţia A31 (capitolul 5) din [Andrei, 2003, pg. 392], în care problema este 
rezentată sub forma abstractă [Dembo, 1976], [Floudas, et al., 1999, p.90].  

a
p
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ă re  c  în paralel, cu recirculaţie, 
are încălzeşte un  flux de apă rece. 
ste vorba de un flux de apă rece care trebuie încălzită de la  la 

1 . 

Aplicaţia G20 (HeatEx2) 
Proiectarea unei reţele de trei schimb toa  de ăldură
c

0100 0200  E
utilizând trei schimbătoare de căldură plasate în paralel, ca în figura 20.

 
Fig. 20.1. O reţea de tr e căldură în paralel. ei schimbătoare d

 o
ă şirea fiecărui schmbător 

 Pentru fiecare schimbător de

 
Din figura 20.1 vedem că cele trei schimbăt are de căldură sunt plasate în paralel 
cu recirculţie totală, adică debitul de apă înc lzită de la ie
este reintrodus în celelalte.  căldură se cunoaşte 
temperatura de intrare a apei calde . ,Hj inT  a celei de ieşire , ,Hj outT  precum şi debitul 
de intrare de apă caldă f 1,2,3.j =  Variabilele problemei sunt T   ca 

ctiv ieşirea schimbă
, ,Hj in ,j i ,j o

temperatura la intrarea şi respe torului ,j  1,2,3.j =  
, T

,k jf  
debitul de apă încălzită care intră, iese sau care te recirculată în schimbătorul ,k  

1,2,3.k =
es

 diferenţa de temperatură pe apă caldă pentru 
himbătorul

 ,1j

 sc
T∆ schimbătorul ,j   şi 

,2jT∆  diferenţa de temperatură pe apă rece pentru  ,j  1,2,3.j =  
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ţele de schimbătoare de c
s şi Ciric, 1988], este următorul: 

Modelul matematic al acestei re ăldură, descris în 
[Floudas, et al. 1999], [Flouda

0.6

11( / 6T 12 11 12

000
) / 3 ( )T T T

⎞2min1300
⎛

+⎜ ⎟∆⎝ ⎠∆ + ∆ + ∆
 

0.6

                                   
21 22 21 222( ) / 3 ( ) / 6T T T T

10001300
⎛ ⎞

+⎜ ⎟∆ ∆ + ∆ + ∆⎝ ⎠
 

                                   
0.6

15001300
⎛ ⎞

31 32 31 32

,
4( ) / 3 ( ) / 6T T T T⎜ ⎟∆ ∆ + ∆ + ∆⎝ ⎠

 

referitor la: 
                                    1,1 2,1 3,1 45,f f f+ + =  
                                    1,1 2,3 3,4 1,2 0,f f f f+ + − =  
                                    2,1 1,3 3,3 2,2 0,f f f f+ + − =  
                                    3,1 1,4 2,4 3,2 0,f f f f+ + − =  
                                    1,5 1,3 1,4 1,2 0,f f f f+ + − =  
                                    2,5 2,3 2,4 2,2 0,f f f f+ + − =  
                                    3,5 3,3 3,4 3,2 0,f f+ + − =  

f
f f

1,1 2, 2,3 3, 3,4 1, 1,2100 0,o o if T T f T f+ + − =  
                                    2,1 1, 1,3 3, 3,3 2, 2,2100 0,o o if T f T f T f+ + − =  
                                    3,1 1, 1,4 2, 2,4 3, 3,2100 0,o o if T f T f T f+ + − =  
                                   1,2 1,0 1,( ) 2000,if T T =  −

                                   2,2 2,0 2,( ) 1000,if T T− =   

3,2 3,0 3,( ) 1500,if T T− =                                     
                                   
                                   

                     21T T

            

11 1, 210,oT T∆ + =  

12 1, 130,iT T∆ + =  
              1 2, 0,o∆ + =  
                                   22 2, 160,iT T∆ + =  

2

                       31 3, 210,oT T∆ + =  
                                   32 3, 180.iT T∆ + =  
Marginile asupra variabilelor sunt următoarele: 

1,1 0,T≤ ∆ ≤    1,2 110,T10 11 10 ≤ ∆ ≤  
                                       2,110 110,T≤ ∆ ≤    2,210 110T ,≤ ∆ ≤  

                                        3,110 110,T≤ ∆ ≤ 3,110 110,T≤ ∆ ≤    
                                       1,0 45,jf≤ ≤   1, ,5,j = …     
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                     jf≤ ≤   2,0 45, 1, ,5,j = …                      
    jf≤ ≤   3,0 45, 1, ,5,j = …                                     

,100 200,j iT≤ ≤   1, ,3,j = …                                           
                                       ,100 200,j oT≤ ≤   1,j ,3,= …  
Pr vexă şi restricţiile sunt liniare şi 
bil prezentată în figura 20.2. 
 

oblema de optimizare are funcţia obiectiv con
iniare. Expresia GAMS a acestei aplicaţii este 

$ONTEXT 
The problem is the heat exchanger network design and involves three hot 
streams and one cold stream. 
$OFFTEXT 
 
VARIABLES 
         dT11  temperature difference at hot end of exchanger H1-C 
         dT12  temperature difference at cold end of exchanger H1-C 
         dT21  temperature difference at hot end of exchanger H2-C 
         dT22  temperature difference at cold end of exchanger H2-C 
         dT31  temperature difference at hot end of exchanger H3-C 
         dT32  temperature difference at cold end of exchanger H3-C 
         f11 
         f12, f13, f14, f15, f21, f22, f23, f24, f25, f31, f32 
         f33, f34, f35, t1i, t1o, t2i, t2o, t3i, t3o 
      objval   Automatically generated objective function variable; 
 
FREE VARIABLES    objval; 
 
EQUATIONS 
         g1,  g2,  g3,  g4,  g5,  g6, g7, g8, g9, g10, g11, g12, g13 
         g14, g15, g16, g17, g18, g19 
         f Objective function; 
 
f  .. objval =e=1300*(2000/(1/3*dT11*dT12+1/6*(dT11+dT12)))**0.6+ 
                1300*(1000/(2/3*dT21*dT22+1/6*(dT21+dT22)))**0.6+ 
                1300*(1500/(2/3*dT31*dT32+1/6*(dT31+dT32)))**0.6; 
g1  .. f11+f21+f31 =e= 45; 
g2  .. f11+f23+f34-f12 =e= 0; 
g3  .. f21+f13+f33-f22 =e= 0; 
g4  .. f31+f14+f24-f32 =e= 0; 
g5  .. f15+f13+f14-f12 =e= 0; 
g6  .. f25+f23+f24-f22 =e= 0; 
g7  .. f35+f33+f34-f32 =e= 0; 
g8  .. 100*f11+t2o*f23+t3o*f34-t1i*f12 =e= 0; 
g9  .. 100*f21+t1o*f13+t3o*f33-t2i*f22 =e= 0; 
g10  .. 100*f31+t1o*f14+t2o*f24-t3i*f32 =e= 0; 
g11  .. f12*t1o-f12*t1i =e= 2000; 
g12  .. f22*t2o-f22*t2i =e= 1000; 
g13  .. f32*t3o-f32*t3i =e= 1500; 
g14  .. dT11+t1o =e= 210; 
g15  .. dT12+t1i =e= 130; 
g16  .. dT21+t2o =e= 210; 
g17  .. dT22+t2i =e= 160; 
g18  .. dT31+t3o =e= 210; 
g19  .. dT32+t3i =e= 180; 
 
dT11.LO = 10; dT11.UP = 110; 
dT12.LO = 10; dT12.UP = 110; 
dT21.LO = 10; dT21.UP = 110; 
dT22.LO = 10; dT22.UP = 110; 
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dT31.LO = 10; dT31.UP = 110; 
dT32.LO = 10; dT32.UP = 110; 
f11.LO = 0; f11.UP = 45; 
f12.LO = 0; f12.UP = 45; 
f13.LO = 0; f13.UP = 45; 
f14.LO = 0; f14.UP = 45; 
f15.LO = 0; f15.UP = 45; 
f21.LO = 0; f21.UP = 45; 
f22.LO = 0; f22.UP = 45; 
f23.LO = 0; f23.UP = 45; 
f24.LO = 0; f24.UP = 45; 
f25.LO = 0; f25.UP = 45; 
f31.LO = 0; f31.UP = 45; 
f32.LO = 0; f32.UP = 45; 
f33.LO = 0; f33.UP = 45; 
f34.LO = 0; f34.UP = 45; 
f35.LO = 0; f35.UP = 45; 
t1i.LO = 100; t1i.UP = 200; 
t1o.LO = 100; t1o.UP = 200; 
t2i.LO = 100; t2i.UP = 200; 
t2o.LO = 100; t2o.UP = 200; 
t3i.LO = 100; t3i.UP = 200; 
t3o.LO = 100; t3o.UP = 200; 
 
MODEL HeatEx2 /ALL/; 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
HeatEx2.optfile=1; 
option nlp=bench; 
SOLVE HeatEx2 USING NLP MINIMIZING objval; 

Fig. 20.2. Expresia GAMS a aplicaţiei G20 (HeatEx2). 
 
Soluţia aplicaţiei este următoarea: 

52.857 30.000⎡ ⎤
⎢ ⎥

35 35 0 35 0
10.000 60.000 ,T
10.000 22.857⎣ ⎦ 0 35 0 0 35

∆ = ⎢ ⎥       10 10 0 0f
⎢ ⎥

10 ,
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                  

 

                           1, 100,iT =          1, 157.143,oT =  
                                             2, 100,iT =          2, 200,oT =  

3, 157.143,iT =   3, 200.oT =  
Performanţele algoritmilor sunt date în tabelul 20.1. 
 

Tabelul 20.1  
 (variabile), 28n = 20m =  (restricţii) 

 #iter time Vfo 
CONOPT 16 0.016 10077.7754 
KNITRO 168 0.380 10077.7754 
MINOS 13 0.188 10077.78 

 
O altă versiune privind proiectarea configuraţiei optime a unei reţele de trei 
schimbătoare de căldură este prezentată în aplicaţia A33 (capitolul 5) din [Andrei, 
2003, pg. 395]. 
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Aplicaţia G21 (DifuzieT) 
Calculul difuziei temperaturii într-o placă dreptunghiulară, cu conductivitate 
termică eterogenă, simetric distribuită, cu condiţii pe frontieră şi cu diverse surse 
de căldură plasate în interiorul ei. 
Prima lege a termodinamicii are forma: 

                                                      Q W
U
t

= +
d
d

,                                              (21.1) 

unde  rata de transfer a căldurii,  este lucrul mecanic şi  este energia 
termică internă a sistemului, aşa după cum se vede în figura 21.1. 

Q W U
d dU t/  este 

rata de schimbare în timp a energiei termice interne. 
 general, analiza procesului de transfer a căldurii se poate face fără a ne referi la 

ucrul l de 
căldur
 

Fig. 21.1. e a termodinamicii pentru un sistem închis. 
 
 Când sistemul nu transferă lucru mecanic, atunci prima lege a 
termodinamicii este: 

                                                    

În
l  mecanic făcut de sistem. Totuşi, în analiza sistemelor reale, transferu

ă trebuie combinat cu lucrul mecanic. 

 
                                          Q                                                                    W       
                                                                   U ,     m,     c           
 
 

Prima leg

  Q
U
t

mc
T
t

= =
d
d

d
d

,                                      (21.2) 

unde  este masa sistemului,  este căldura specifică şi m c T  este temperatura 
sistemului. Ecuaţia de transfer a căldurii se scrie conform legii lui Fourier. Fluxul 
de căldură  rezultat din conducţia termică este proporţional cu mărimea 
gradientului temperaturii cu semn schimbat: 

q

q V T= − ∇ ,  

unde V este conductivitatea termică. 
Pe componente, legea lui Fourier este: 

q V
T
xx = −

d
d

,     q V
T
yy = −

d
d

,     q V
T
zz = −

d
d

.  

În general, conductivitatea termică V este o funcţie de punct şi temperatură. Totuşi, 
majoritatea materialelor sunt omogene şi deci putem considera V V T= ( ).  
 Cu acestea, să considerăm un volum R  mărginit de o suprafaţă S  şi un 
mic element diferenţial dS , centrat într-un de pe suprafaţa . Referindu-ne 
la elementul diferenţial 

 punct S
dS , se pot asocia doi vectori: primul este vectorul 

normal la suprafaţa şi al doilea 
n  

S , q V T= − ∇ fluxul de căldură prin suprafa a 
În acelaşi timp putem considera că în volumul 

ţ S . 
R  este distribuită o sursă 
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(volumetrică) de căldură f . 
ec

Aceasta poate rezulta, de exemplu, din anumite reacţii 
chimice, nucleare sau el trice. Ca atare, căldura care iese prin elementul de 
suprafaţă dS  este: 
                                               ).        ( ).(− ∇V T n Sd                                          (21.3) 
Considerând acum şi căldura generată (sau consumată) în volumul R , atunci 
căldura totală care curge prin  în volumul  S R  este: 

                                             Q V T ndS fdR
S R

= − − ∇ +∫ ∫( ). ( ) .                          (21.4) 

Dar, rata de creştere a energiei interne în volumul R  este: 

         
d

                                             
d

d
U

c
T

t tR

R=
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟∫ ρ

∂
,                                    (2

∂
1.5) 

nde ρ  este densitatea substanţei din volumul Ru . Cu acestea, din (21.2) obţinem 

                                               

imediat: 

V T n S c
T
tS

f R
R

∇ = −
⎡
⎣⎢∫. d ρ

⎤
⎦⎥∫ .d

∂
∂

                      (21.6) 

Aplicând formula Gauss-Ostrogradski, obţinem: 

                                               ∇ ∇ − +
⎛
⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ =∫ .c.V T

T
t

f dR
R

ρ
∂

0                      (21.7) 
∂

RDeoarece volumul  este arbitrar, rezultă: 

           ρ
∂
∂

c
T
t

V T f= ∇ ∇ +. ,                                                                          (21.8) 

u  execută nic
n d

tr
ului în care se înregistrează difuzia de căldură. Cu acestea rezolvarea 

ecuaţiei căldurii se face prin discretizarea domeniului şi deci calculul temperaturii în 
punctele reţelei de discretizare. Se pot considera mai multe situa  pe care le vom considera 
în secţiunile următoare. 

lculul tem

 

cunoscută ca ecuaţia de transport (difuzie) a căldurii. 
 Având în vedere discuţiile de mai sus, această ecuaţie descrie transportul 
căldurii în medii incompresibile (nu am inclus lucrul mecanic efectuat de sistem) şi 
fără convecţie (medi l nu i o mişcare relativă). 
 Pentru rezolvarea acestei ecuaţii, adică pentru determi area transportului e 
căldură în medii trebuie precizate condiţiile în care se execută aceste transport. Aceasta 
revine la a preciza informaţii asupra conductivităţii materialului prin care se face 

ansportul de căldură, a densităţii şi căldurii specifice a acestuia, precum şi a condiţiilor pe 
frontiera domeni

ţii

 Să considerăm acum ca peraturii staţionare într-o placă 
dreptunghiulară [Andrei, 2004a]. În cazul staţionar caracteristicile problemei nu se 
schimbă în timp. Vom considera o placă dreptunghiulară pentru care 
conductivitatea termică V [ 1 1Wm K− − ] este eterogenă, simetric distribuită de-a 

nsport a căldurii dev
         

lungul plăcii. Atunci ecuaţia de tra ine: 
                                                ∇ ∇ + =. .V T f 0                                      (21.9) 
Pentru rezolvarea ecuaţiei (21.9) vom aplica operatorul diferenţial ∇  atât 
conductivităţii termice cât şi gradientului temperaturii obţinând următoarea 
xpresie a ecuaţiei căldurii: e
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                                               V T T V f∇ ∇ +∇ ∇ + =. . 0.                             (21.10) 
Utilizând aproximaţiile prin diferenţe finite, în do ă dimensiuni, obţinem sistemul: u
 

V
T T T

x
V

T T T
yi j

i j i j i j
i j

i j i j i j
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+ − + −−
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1 1
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y
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pentru i n= 1, x,… şi j ny= 1, , ,…  unde i respectiv  sunt numărul 

are de-a lungul laturilor plăcii [McKinne

ontiera plăcii se menţine o 
şi (I6,J1) în 

C. Dacă 

nx ş ny

punctelor de discretiz y şi Savitsky, 2003]. 
Pentru determinarea distribuţiei temperaturii în nodurile acestei reţele 

trebuie să rezolvăm acest sistem de ecuaţii algebrice la care se adaugă condiţiile pe 
rfrontiera plăcii. Considerăm cazul în ca e pe fr

temperatură constantă nulă cu excepţia celulelor (I1,J5), (I1,J6), (I5,J1) 
0100 20xn =  şi 20,yn =  care temperatura are atun

lului temperaturii staţionare este cea din figura 21.2. 
ci reprezentarea în 

GAMS a calcu
 

$ontext 
Stationary temperature field in a rectangular area. 
$offtext 
 
   set x /i1*i20/ 
   set y /j1*j20/; 
 
   set inside(x,y); 
       inside(x,y)                  = yes; 
       inside(x,y)$(ord(x)=1)       = no; 
       inside(x,y)$(ord(x)=card(x)) = no; 
       inside(x,y)$(ord(y)=1)       = no; 
       inside(x,y)$(ord(y)=card(y)) = no; 
 
* Temperature supply  
 
   parameter supply(x,y); 
             supply(x,y)          := 0; 
             supply('i17','j17')  := 25000; 
             supply('i5','j5')    := 10000; 
 
* Parameters determination 
 
   scalar dx /0.1/; 
   scalar dy /0.1/; 
   scalar c /1./; 
   scalar ro /1./; 
 
   TABLE v(x,y) 
 
     j1  j2  j3  j4  j5  j6  j7  j8  j9 j10 j11 j12 j13 j14 j15 j16 j17 j18 j19 j20 
i1  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i2  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i3  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i4  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i5  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i6  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i7  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i8  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
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i9  0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i10 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i11 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i12 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
i13 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 0.5 
i14 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 0.5 
i15 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 
i16 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 1.0 0.5 0.5 
i17 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 0. 5 0.5 
i18 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0. 5 0.5 
i19 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0. 5 0.5 
i20 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 
 
   variables 
             obj 
             t(x,y); 
 
   t.lo(x,y)  = 0; 
   t.up(x,y)  =  200; 
 
   t.l(x,y) = 0; 
 
* Boundary conditions 
 
   t.fx(x,y)$(ord(x)=1)       = 0.0; 
   t.fx(x,y)$(ord(x)=card(x)) = 0.0; 
   t.fx(x,y)$(ord(y)=1)       = 0.0; 
   t.fx(x,y)$(ord(y)=card(y)) = 0.0; 
 
   t.fx('i1','j10') = 100; 
   t.fx('i1','j11') = 100; 
   t.fx('i10','j1') = 100; 
   t.fx('i11','j1') = 100; 
 
* Equations of the model 
 
   equation 
         temp(x,y) 
         ben; 
   temp(x,y)$(inside(x,y)).. supply(x,y)/c/ro 
                 + v(x,y)*(t(x-1,y) - 2*t(x,y) + t(x+1,y))/dx/dx 
                 + v(x,y)*(t(x,y-1) - 2*t(x,y) + t(x,y+1))/dy/dy 
                 +(v(x,y+1) - v(x,y-1))*(t(x,y+1)-t(x,y-1))/dy/dy/2.0 
                 +(v(x+1,y) - v(x-1,y))*(t(x+1,y)-t(x-1,y))/dx/dx/2.0 
                 =e= 0; 
 
*   ben.. obj =e= sum(x,t(x,'j2')); 
    ben.. obj =e= 0; 
 
   model DifuzieT /all/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
DifuzieT.optfile=1; 
option nlp=bench; 
 
solve DifuzieT using nlp minimizing obj; 
 
* Put the solution 
 
  file res1 /difuziet.txt/ 
  file res2 /difuziet.dat/ 
  put res1; 
  loop(x, put x.tl:6; loop(y, put t.l(x,y):6:2; ); put /;) put /; 
          put " inside 20 " /; 
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  loop(x, put x.tl:6; loop(y, put inside(x,y):6; )put /;); 
          put "inside 20 " /; 
  loop(x, put x.tl:6; loop(y, put supply(x,y):6; ); put /;); 
  put res2; 
  loop(x, loop(y, put t.l(x,y):4:0; ); put /;); put /; 
* End DifuzieT 
***************************************************** March 18, 2004 

Fi licaţiei G21 (DifuzieT). 

are se 
e ediat cele două surse de căldură plasate pe frontiera plăcii, precum şi 

cu  
pla
 

g. 21.2. Expresia GAMS a ap
 
În figura 21.3 se arată suprafaţa temperaturii care se realizează în placă în c
id ntifică im

rbele de temperatură constantă din placă şi modul de distribuţie a căldurii în
că. 

 
şi curbele de temperatură constantă din placă, 

două surse calde. 
 

Co pra plăcii se aplică suplimentar o sursă de 
că ,J5) de valoare 10000, atunci distribuţia 
tem bele de temperatură constantă sunt cele din 
fig
 

Fig. 21.3. Suprafaţa temperaturii 

nsiderând acum situaţia în care asu
ei (I5ldură plasată în centrul celul

peraturii de-a lungul plăcii şi cur
ura 21.4. 

Fig. 21.4. Suprafaţa temperaturii şi curbele de temperatură constantă din placă, 
trei surse calde. 
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Se conductivităţii termice în placă şi a condiţiilor pe 
fro emperaturii în placă. Pentru obţinerea soluţiei 
pro GAMS din figura 21.2 se introduce instrucţiunea 
SUPPLY('I5','J5'):=10000; care precizează locul şi valoarea sursei suplimentare 
de
În l în care suplimentar se introduce o altă 
su  o valoare de 25000. Figura 21.5 arată 
dis şi curbele de temperatură constantă. 

 

 observă că simetria distribuţiei 
ntieră determină simetria distribuţiei t

lemei de difuzie a căldurii în modelul b

 căldură.  
 cele ce urmează să considerăm cazu

ursă de căldură în celula (I17,J17) c
tribuţia temperaturii de-a lungul plăcii 

Fig. 21.5. Suprafaţa temperaturii şi curbele de temperatură constantă din placă, 
patru surse calde. 

 
Pe t prezentate în tabelul 21.1. 
 

Tabelul 21.1  
 (variabile), 

rformanţele algoritmilor sun

397n = 325m =  (restricţii) 
time vfo  #iter 

CONOPT 5 0.041 0 
KNITRO 5 0.250 0 
MINOS 1 / 48† 0.061 0 

† 4
 
Ap
Cu lară. 
Ec momentului liniar a unui 
flu  (ecuaţia de 
co

8 iteraţii minore. 

licaţia G22 (Flow) 
erea staţionară a unui fluid incompresibil intr-o arie dreptunghiurg

uaţiile care descriu curgerea sunt cele de conservare a 
id incompresibil în planul orizontal şi ecuaţia de conservare a masei
ntinuitate). Dacă v v x t A A x t= ( , )( , )  şi = sunt viteza fluidului şi respectiv aria 

se din punctul xcţiunii transversale a canalului prin care curge fluidul  de la 
mo că variaţia masei de fluid 
din e şi  plus sursele de 
fluid di eci: 

mentul t , atunci principiul conservării masei spune 
tel intervalul [ , ]a b  este egală cu fluxurile prin punc  a  b

n acest interval. D
d ρ d ρ
d

a a

A x vA
t

=∫ ρ ρ d
b b

a bvA q x− + ∫ , 
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un luidului şi q q x t= ( , )de ρ  este densitatea f  este pierderea sau câştigul de fluid 
pr nalului. Deoarece intervalul este arbitrar, rezultă 
ec

    

 [ , ]a b  in pereţii laterali ai ca
uaţia de conservare a masei: 

                                                  ( )
d
d

d
d

A
t x

vA q= − + .                                   (22.1) 

  în 
int fluidului din 
ac rebuie să se considere şi fluxurile prin punctele şi 

Principiul de conservare a momentului zice că variaţia momentului
u suma forţelor care acţionează asupra ervalul [ , ]a b  este egală c

uplimentar telaşi interval. S a  
b  plus sursele de fluid din acest interval. Deci: 

d ρ dvA x =∫dt

b

a

( )2 2ρ ρ ρµ d ρ dx fa b
v A v A q x Ag h S x− + − +∫ ∫ , 

b a

a a

unde µ  este viteza de curgere a fluidului prin pereţii canalului, g  est
h

e acceleraţia 
gravitaţională, h x t= ( , )  este înălţimea apei faţă de nivelul rii, mă S v yf ( , )2  
este coeficientul de frecare, y  este nivelul fluidului din canal faţă de fundul 
acestuia. Forţele care acţionează asupra fluidului sunt frecarea, gravitaţia şi cele 
datorate variaţ D e este arbitrar, rezultă ecuaţia 
de conservare a momentului:  

                   

ce intervalul [ , ]a b  iei presiunii. eoar

               (Ag h )2d d( ) ) µ x fvA v A q S
t t

= − + − + .           (22.2) 

Ecuaţiile ( .2) sunt aţiile Saint-Venant de curgere a fluidelor  
ncompresib inney, Sav , 2003].  

(
d d

            

22.1), (22 ecu
i
P

ile [McK itsky
entru conservarea momentului, în direcţia x  avem: 

                                    21 µ
ρ

yx x
x y x

VV V PV V V
t x y x

∂∂ ∂ ∂
+ + = − + ∇

∂ ∂ ∂ ∂
,                     (22.3) 

în direcţia y : 

21 µ .y y
y y

PV V ∂
+ + = −                                   

ρ
y

y
V V

V
t x y y

∂ ∂ ∂
+ ∇

∂ ∂ ∂ ∂
                     (22.4) 

                                   

V

Ecuaţia de continuitate se scrie ca 

0,y =                          x VV ∂∂
+

∂
                                      (22.5) 

x y∂
unde: xV  este componenta în direcţia x  a vitezei [m/sec], yV  este componenta în 
direcţia y  a vitezei [m/sec], P  presiunea [pa], µ  viscozitatea cinematică [m2/sec] 
şi ρ  densitatea fluidului [Kg/m3]. 
Observăm că acest model de curgere se aplică în cazul în care viscozitatea este 
constantă şi greutatea fluidului acţionează perpendicular pe planul .x y−  Ca atare, 
forţa gravitaţională este absentă din ecuaţii.  
Cu acestea să considerăm curgerea unui fluid incompresibil într-o arie 
dreptunghiulară în care într-o latură există un aport de fluid care iese prin latura 
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opusă. Pe latura de intrare a fluidului condiţiile la limită 0.5xV = sunt:  [m/sec] şi 
0yV = [m/sec]. Pe latura opusă a ariei dreptunghiulare condiţiile sunt de tipul:  

0xV
x

∂
=

∂
 şi 0.yV =  Pe celelalte laturi ale ariei dreptunghiulare 0xV =  [m/sec] şi 

 [m/sec].   
Pentru calculul curgerii fluidului vom proceda la o discretizare a 

domeniului considerat. Ecuaţiile de conservare a momentului nu ridică probleme, 
totuşi ecuaţia de continuitate introduce anumite dificultăţi deoarece aceasta nu este 
o ecuaţie evolutivă. Viteza fluidului este calculată pe segmentele de linie care 
uneşte puncte

0yV =

le de discretizare. Pe liniile paralele cu axa x  se calculează  iar pe 
cele paralele cu axa  Cu aceste ecuaţia de continuitate are următoarea 

          

 ,xV
,y  .yV a 

expresie discretizată: 

                                   , , , 1, , , , , 1 0.x i j x i j y i j y i j

x y
− −V V V V− −

+ =
∆ ∆

                        (22.6  

Presiunea se cal

)

culează în nodurile de discretizare, unde gradientul de presiune se 
calculează din viteză, adică 

                                                       1, ,

,

i j i j

i j

P PP
x x

+ −∂
=

∂ ∆
,                                    (22.7) 

                                                       , 1 ,

,

.i j i j

i j

P PP
y y

+ −∂
=

∂ ∆
                                    (22.8) 

Termenii difuzivi di ) şi (22.4) sunt calculaţi sub forma: 
 

n (22.3

             ,2µ µ x i
xV 1, , , , 1, , , 1 , , , , 1

2 2

2 2
,

( ) ( )
j x i j x i j x i j x i j x i jV V V V V V

x y
+ − + −− + − +⎛ ⎞

∇ ≈ + ⎟
∆ ∆ ⎠

        (22.9) 

              

⎜
⎝

, 1, , , , 1, ,y i, 1 , , , , 12 2 2
µ µ .y i j y i j y i j j y i j y i jV V V V V V

V + − + −− + − +⎛ ⎞
∇ ≈ +⎜ ⎟2 2( ) ( )y x y∆ ∆

     (22.10) 

mului de ecuaţii discretizate de 
ximăm diferenţialele prin diferenţe 

nite. Ş

ate de gradientul de presiune 

⎝ ⎠
 
Rezolvarea siste mai sus nu conduce la o soluţie, 
deoarece nu întotdeauna este posibil să apro
fi i aceasta deoarece erorile introduse de aproximaţiile algebrice sunt prea 
mari. Dacă analizăm sistemul de ecuaţii (22.3) şi (22.4) vedem că aceste ecuaţii 
conţin componentele vitezei leg .P∇  Dacă  nu este 

gat de condiţiile pe frontieră, atunci toate erorile de aproximare vor părăsi 
domeniul considerat prin frontiera acestuia. În a treia ecuaţie (22.5) vectorul vitezei 
este legat de condiţiile pe frontieră. Ca atare, în calculul ecuaţiei de continuitate ne 
aşteptăm la erori în fiecare punct. Pentru a depăşi această dificultate, vom rescrie 
ecuaţia de continuitate într-o formă uşor modificată [McKinney şi Savitsky, 2003]: 

 P
le
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                        δ,yx VV
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
                                                                        (22.11) 

oximarea diferenţialelor care trebuie minimizată. Cu 
acestea sistemul final de ecuaţii care trebuie rezolvat este: 

                                                      

unde δ  este eroarea în apr

 
21 P µ 0,

ρ xV
x

∂
− + ∇ =

∂
                                 (22.12) 

               

  

21 µ 0
ρ y

P V
y

,∂
− + ∇ =

∂
                                                                       (22.13) 

                      

  

                                      δ.yx VV
x y

∂∂
+ =

∂ ∂
                                     (22.14) 

22.14), devine: Prin discretizare, sistemul (22.12)-(
 

1, , , 1, , , , 1, , , 1 , , , , 1
2 2

2 21 µ x i
⎜ ,j x i j x i j x i j x i j x i jV V V V V V− + −− + − +i j i jP P+ +−

ρ ( ) ( )x x y∆ ∆ ∆⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + ⎟  

, 1 , , 1, , , , 1, , , 1 , , , , 1
2 2

2 21 µ ,
ρ ( )y x∆ ∆ ( )

i j y i j y i j y i j y i j y i j y i jP P V V V V V V
y

− + −− − + − +⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

∆
i j+ +

⎝ ⎠
 

          , ,x i jV V− , 1, , , , , 1
,δ .x i j y i j y i j

i j
− −+ =          

 
Cu cretizare a domeniului curgerii în care axa 

V V−
x y∆ ∆

 acestea să considerăm o dis x  este 
se r axa  în 20, unde y 1.x y∆ = ∆ =cţionată în 15 intervale, ia  Considerăm 
de 000 [Kg/m3]. Viscozitatea fluidului este egală cu 
0.0 . Curgerea fluidului este paralelă cu axa 

nsitatea fluidului egală cu 1
05 [m2/sec] .x  Considerăm că în 

int u15] de pe axa  avem condiţiile la limită: y 0.5xV =  [m/sec] şi 

ă a domeniului condiţiile la limită sunt: 

ervalul [u5, 

0xV
x

∂
=

∂
 yV 0=  [m/sec]. Pe latura opus şi 

lelalte intervale ale discretizării 0.=  Pe toate ceyV 0xV =  [m/sec] ş
[m
Cu zentată în figura 22.1. 
 

i 0yV =  
/sec].   

cestea expresia GAMS a acestei aplicaţii este pre a

$ontext 
Stationary flow of an incompressible fluid in a rectangular 
area. 
$offtext 
 
set X /u1*u15/; 
set Y /u1*u20/; 
set Yout(Y) /u5*u16/; 
 
Set Inside(X,Y); 
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    Inside(X,Y)                  = yes; 
    Inside(X,Y)$(ord(X)=1)       = no; 
    Inside(X,Y)$(ord(X)=card(X)) = no; 
    Inside(X,Y)$(ord(Y)=1)       = no; 
    Inside(X,Y)$(ord(Y)=card(Y)) = no; 
 
scalar dx     /1/; 
scalar dy     /1/; 
scalar r      /1000/; 
parameter m(X,Y); 
          m(X,Y) := 0.5; 
 
variables 
        obj        objective 
        D(X,Y)     error 
        P(X,Y)     pressure 
        Vx(X,Y)    x-direction velocity 
        Vy(X,Y)    y-direction velocity 
        Vdx(Y)     delta Vx at the outlet; 
 
* Variable bounds 
  Vx.up(X,Y)    =  1.5; 
  Vx.lo(X,Y)    = -1.5; 
  Vx.l(X,Y)     =  0.5; 
 
  Vy.up(X,Y)    =  1.0; 
  Vy.lo(X,Y)    = -1.0; 
  Vy.l(X,Y)     =  0.0; 
 
  D.lo(X,Y)     =  0.0; 
  D.up(X,Y)     =  0.0000005; 
 
  Vy.l(X,Y)     =  0.0; 
  Vy.l(X,Y)$(inside(X,Y)) = 0.0000001; 
 
  P.up(X,Y)     =  2000; 
  P.lo(X,Y)     = -2000; 
  P.l(X,Y)      =  0.000001; 
 
*Boundary conditions 
         Vx.lo('u1',Y)   =0.5; 
         Vx.fx('u15',Y)  =0.5; 
         Vx.fx(X,'u1')   = 0; 
         Vx.fx(X,'u20')  = 0; 
         Vx.fx('u1','u2') = 0; 
         Vx.fx('u1','u3') = 0; 
         Vx.fx('u1','u4') = 0; 
         Vx.fx('u1','u17') = 0; 
         Vx.fx('u1','u18') = 0; 
         Vx.fx('u1','u19') = 0; 
         Vx.fx('u15','u2')=0; 
         Vx.fx('u15','u3')=0; 
         Vx.fx('u15','u4')=0; 
         Vx.fx('u15','u17')=0; 
         Vx.fx('u15','u18')=0; 
         Vx.fx('u15','u19')=0; 
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         Vy.fx('u1',Y) = 0; 
         Vy.fx(X,'u1') = 0; 
         Vy.fx(X,'u20') =0; 
         Vy.fx('u15',Y)=0; 
 
Equations 
         For_Vx(X,Y) 
         For_Vy(X,Y) 
         Div_Vxy(X,Y) 
         Vx_Vx(Y) 
         Ben ; 
 
For_Vx(X,Y)$(Inside(X,Y)).. 
   (P(X+1,Y)-P(X,Y))/(r*dx) =e= 
     m(x,Y)*((Vx(X+1,Y)-2*Vx(X,Y)+Vx(x-1,Y))/(dx*dy) 
    +        (Vx(X,Y+1)-2*Vx(X,Y)+Vx(X,Y-1))/(dx*dy)); 
 
For_Vy(X,Y)$(Inside(X,Y)).. 
   (P(X,Y+1)-P(X,Y))/(r*dy) =e= 
     m(X,Y)*((Vy(X+1,Y)-2*Vy(X,Y)+Vy(X-1,Y))/(dx*dy) 
    +        (Vy(X,Y+1)-2*Vy(X,Y)+Vy(X,Y-1))/(dy*dx)); 
 
Div_Vxy(X,Y)$((ord(X) > 1) $ (ord(Y) > 1)).. 
    (Vx(X-1,Y)-Vx(X,Y))/dx + (Vy(X,Y-1)-Vy(X,Y))/dy =e= 
         D(X,Y); 
 
Vx_Vx(Y).. Vdx(Y) =e= Vx('u15',Y)-Vx('u14',Y); 
 
Ben.. obj =e= SUM(Y$Yout(Y), Vdx(Y)*Vdx(Y)) 
             +SUM((X,Y),(D(X,Y)*D(X,Y))); 
 
Model flow /All/; 
$onecho >bench.opt 
  solvers c no opt knitro minos 
$offecho 
flow.optfile=1; 
option nlp= eb nch; 
 
Solve flow iusing nlp minim zing obj; 
 
* Put the s lo ution 
  file res1 / pressure.dat/ 
  put res1; 
  loop(X, l oo p(Y, put P.l(x,y):9:1; ); put /;); put /; 
  file res2  vx.dat/ /
  put res2; 
  loop(X, l oo p(Y, put Vx.l(x,y):9:1; ); put /;); put /; 
  file res3  vy.dat/ /
  put res3; 
  loop(X, l oo p(Y, put Vy.l(x,y):5:1; ); put /;); put /; 
  file res4 /err.dat/ 
  put res4 
  loop(X, loop(Y, put D.l(x,y):5:1; ); put /;); put /; 
* End Flow 

Fig. 22.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G22 (Flow). 
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În tabelul 22.1 se prezintă performanţele algoritmilor CONOPT, KNITRO şi 
M

Tabelul 22.1  
 (variabile), 

INOS. 

11n = 83 755m =  (restricţii) 
 time vfo  #iter

CONOPT 5 0.098 0 
KNITRO 9 0.430 0 
MINOS 997 0.602 0 

 
Da ximare prin diferenţe finite, vom vedea că 
dis delului de mai sus nu introduce nici o eroare. De fapt şi valoarea 
optimă a funcţiei obiectiv furnizată de cei trei algoritmi de optimizare este nulă.  
Figura 22.2 prezintă evoluţia vitezei în direcţ

că vizualizăm eroarea de apro
cretizarea mo

ia .x  

 
.x  Fig. 22.2. Viteza în direcţia 

 
Figura 22.3 prezintă evoluţia presiunii. 

 
Fig. 22.3. Presiunea.  
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Aplicaţia G23 (Robust) 
Stabilitatea robustă a unui sistem liniar. Determinarea în spaţiul parametrilor a 
celei mai mari regiuni posibile pentru care sistemul rămâne stabil la variaţia 
parametrilor. 
Analiza stabilităţii robuste a sistemelor liniare constă în identificarea în spaţiul 
parametrilor a celei mai mari regiuni posibile pentru care sistemul rămâne stabil la 
variaţia parametrilor. Aceasta este determinată de rădăcinile polinomului 
caracteristic a sistemului în buclă închisă. Într-adevăr, pentru sistemul liniar 
dinamic din figura 23.1, în care ş  sunt funcţiile de transfer ale 
instalaţiei şi respectiv a regulatorului, polinomul caracteristic este 

( , )H s q  i ( , )C s q

( , ) det( ( , ) ( , )),P s q I H s q C s q= +  
unde  este vectorul parametrilor necunoscuţi, care în cazul cel mai general, 
intervin atât în instalaţie cât şi în regulator.  

 

q Q∈

 
Fig. 23.1. Funcţiile de transfer ale instalaţiei şi regulatorului. 

 
 

După dezvoltarea determinantului, ecuaţia caracteristică apare sub forma: 
=

unde (

1
1 1 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,n n

n nP s q a q s a q s a q s a q−
−= + + + +"  

),ia q  0, , ,i n= …  sunt funcţii polinomiale de  Cu acestea, marginea de 
stabilitate  se defineşte ca: 

.q

mk
{ }( ω) inf : ( ω, ( ) 0, .mk j k P j q k q Q= =  ∀ ∈

Stabilitatea robustă a sistemului este garantată dacă şi numai dacă
Observăm că în situaţiile reale incertitudinea în parametrii  cel mai simplu se 
descrie ca deviaţii pozitive şi negative faţă de o anumit  valoare nominală a 
parametrilor. În acest caz, testarea stabilităţii robuste  cu polinomul 
caracteristic (  implică rezolvarea următoarei probleme de optimizare 
neconvexă [Floudas et al., 1999]: 
                                                                                                             (23.1) 

referitor la: 
                                 

 1.mk ≥  
q
ă

 a unui sistem
ω, )P j q

 
, ,ω 0
min
iq k

k
≥

[ ]Re ( ω, ) 0,P j q =  

[ ]Im ( ω, ) 0,P j q =                                   

,N N
i i i i iq q k q q q k   1, , ,qi n− +− ∆ ≤ ≤ + ∆ = …  
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unde  este un punct din spaţiul parametrilor pentru care sistemul în 

buclă abil, iar 

1[ ]
q

N N N
nq q q= "

 închisă este st 1[ ]
qnq q q− − −∆ = ∆ ∆"  şi 1[ ]

qnq q q+ + +∆ = ∆ ∆"

esupune că parametrii

 sunt 

vectorii estimaţiilor marginilor între care se pr  
 aparţin. 

 Exemplul care urmează a fost propus de Gaston şi Safonov [1988] şi 
analizat de Psarris şi Floudas [1995]. În figura 23.2. se arată funcţiile de transfer 
ale sistemului în buclă închisă. 
 

,iq  
1, , ,qi n= …

 
Fig. 23.2. Sistemul liniar în buclă închisă. 

 
Pentru acest sistem 

1

2 3 1

( 2) .
( )( )( 10) ( 2)

q sy u
s s q s q s q s

+
=

+ + + + +
 

Polinomul caracteristic este 

Cu acestea problema (23.1) care determină valoarea marginii de stabilitate este: 
 
                                    
referitor la: 
                                    ,

                                   k
                                   k
                                   k
                                    

ş
Expresia GAMS a problemei de stabilitate de mai sus este arătată în figura 23.3. 
 

4 3 2
2 3 2 3 2 3 2 3 1 1( , ) (10 ) (10 10 ) (10 ) 2 .P s q s q q s q q q q s q q q s q= + + + + + + + + +  

min k  

4 2
2 3 2 3 1ω (10 10 )ω 2 0q q q q q− + + + =  

3
2 3 2 3 1(10 )ω (10 )ω 0,q q q q q− + + + + =  

1 1 1 1 1 ,N Nq q k q q q− +− ∆ ≤ ≤ + ∆  

2 2 2 2 2 ,N Nq q k q q q− +− ∆ ≤ ≤ + ∆  

3 3 3 3 3 ,N Nq q k q q q− +− ∆ ≤ ≤ + ∆  
ω 0,≥  

unde [800 4 6]Nq =  i [800 2 3].q q− +∆ = ∆ =  

$ONTEXT 
 The robust stability of a linear system. 
$OFFTEXT 
 
Scalar q1N       /800/ 
       q2N       /4/ 
        q3N       /6/ 
       d1        /800/ 
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       d2        /2/ 
       d3        /3/ ; 
 
VARIABLES 
       q1 
       q2 
       q3 
       k 
       z 
       omega; 
 
POSITIVE VARIABLES q1, q2, q3, k, omega; 
 
EQUATIONS 
         fobj                        Objective function 
         g1, g2, 
         b1l, b1u,  b2l,b2u, b3l,b3u; 
 
 
fobj..  z =E= k; 
 
g1  .. POWER(omega,4) – (Power(omega,2))*(10*q3+10*q2+q2*q3) + 
                   2*q1 =e= 0; 
 
g2  .. –(POWER(omega,3))*(10+q2+q3) + omega*(10*q2*q3+q1)  
                        =e= 0; 
 
b1l  .. q1N-d1*k =l= q1; 
b1u  .. q1 =l= q1N+d1*k; 
 
b2l  .. q2N-d2*k =l= q2; 
b2u  .. q2 =l= q2N+d2*k; 
 
b3l  .. q3N-d3*k =l= q3; 
b3u  .. q3 =l= q3N+d3*k; 
 
*Initial point 
q1.l= 100; 
q2.l= 4; 
q3.l= 8; 
k.l = 6; 
omega.l = 10; 
 
MODEL robust /ALL/; 
SOLVE robust USING NLP MINIMIZING z; 
* End Robust 

Fig. 23.3. Expresia GAMS a aplicaţiei G23 (Robust). 
 
So
    

luţia acestei probleme este: 
.                                     1073.392q =              0k1 342=  

                                         2 3.317q =                   ω 8.228.=  
                                         3 4.975q =  
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Deoare in 
pu ne furnizează marginea de 
sta u 
care apare instabilitatea. Performanţele algoritmilor CONOPT, KNITRO şi 
M
 

ce 1k <  rezultă că incertitudinile descrise de marginile de mai sus conţ
ncte instabile. Cu alte cuvinte, soluţia problemei 
bilitate ,k  frecvenţa ω  şi cea mai defavorabilă combinaţie de parametri pentr

INOS sunt ilustrate în tabelul 23.1. 

Tabelul 23.1  
6n =  (variabile), 9m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 38 0.063 0.341739553 
KNITRO 10 0.100 0.341739613 
MINOS 41 0.367 0.341739611 

 
Dacă considerăm acum [8 1 1],q q− +∆ = ginea de 
stabilitate şi frecven

∆ =  atunci obţinem mar
1.395k =  ţa ω 7.366,=  care arată că pentru acest domeniu de 

va
 
 
Ap
Analiza stabilităţii autobuzului Daimler-Benz 0305. Determinarea în spaţiul 
pa il 
la 
Au unghiul de 
ata e 
tra
 

lori ale parametrilor sistemul este robust stabil. 

licaţia G24 (Benz) 

rametrilor a celei mai mari regiuni posibile pentru care autobuzul rămâne stab
variaţia parametrilor. 

ca tobuzul Daimler-Benz 0305 ghidat de la distanţă, cu intrarea δ  
c furnizată de regulator şi ieşirea y  ca poziţia antenei, are următoarea funcţie d
nsfer [Ackermann, et al. 1991]: 

2 2 2609.8 388600 48280q q s q s q+ +1 2 1 1( , , ) ,H s q q =  1 2 3 2 2 2
1 2 1 2( 1077 16.8 270000)s q q s q q s q q+ + +1 2

 
unde parametrii sistemului sunt:  este viteza autobuzului şi  este 
rap

1q 2 /q m f=
ortul dintre masa autobuzului m  şi coeficientul de frecare .f  Regulatorul are 

func
 

ţia de transfer: 

2

3 2

Co ametrilor pentru care 
sis

2344 10938 9375( ) .s sC s + +
=  

50 1250 15625s s s+ + +
rnsiderăm că  [17.5 20]Nq =  este un punct din spaţiul pa

temul în buclă închisă este stabil, iar [14.5 15]q q− +∆ = vectorii 
es arţin. 
Do a 
pa orul 
considerat, atunci problem
es

∆ =  sunt 
timaţiilor marginilor între care se presupune că parametrii 1q  şi 2q  ap
rim să calculăm marginea de stabilitate pentru acest interval de variaţie 

rametrilor. Calculând polinomul caracteristic în buclă închisă pentru regulat
a (23.1) care determină valoarea marginii de stabilitate 

te următoarea: 
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ref

=

    5 3 1( )ω ( )ω ( ) 0,a q a q a q− + − =  
    14.5 17.5 14.5 ,k q k≤ ≤ +  
    5 20 15 ,k q k≤ ≤ +  
unde: 
    
    1

    1 2 1 1) 5.2710 11310 425010 ,q q q q= + +  
                         
           
         
    
           1 2

    1 2 .q q  
Ex i aplicaţii este prezentată în figura 24.1. 
 

                     min k  
eritor la: 

8 6 4 2
8 6 4 2 0( )ω ( )ω ( )ω ( )ω ( ) 0,a q a q a q a q a q− + − +  

                     7 ( )ωa q 6 4 2

                     17.5− 1

                     20 1− 2

6 2
0 1( ) 45310 ,a q q=                       

6 2 6
1 1( ) 52810 364010 ,a q q q= +                       

                     2 (a q 6 2 6 2 6

6 2 6 6
3 1 2 1( ) 6.9310 91110 422010 ,a q q q q= + +  

6 2 6 6
4 1 2 1 2( ) 1.4510 16.810 33810 ,a q q q q q= + +                

3 2 2 2 6 6
5 1 2 1 2 1 2( ) 15.610 840 1.3510 13.510 ,a q q q q q q q= + + +                  

3 2 2 2 3 3
6 1 2 1 2 1 2( ) 1.2510 16.8 53.910 27010 ,a q q q q q q q= + + +                       

2 2
7 1 2( ) 50 1080 ,a q q q q q= +                

2 2                     8 ( )a q =
presia GAMS a aceste

$ONTEXT 
Stability of a wire guided Daimler-Benz 0305 bus. 
$OFFTEXT 
 
VARIABLES 
         q1 
         q2 
         w   frequency 
         k   stability margin 
    objval   objective function variable; 
 
FREE VARIABLES    objval; 
 
EQUATIONS 
         f Objective function 
         g1 
         g2 
          b2l, b2b1l b1u,, u; 
 
f  .. objval =e=k; 
 
g1  .. (POWER(q1,2)*POWER(q2,2))*POWER(w,8) - 
       (1.25*1000*POWER(q1,2)*POWER(q2,2) + 16.8*POWER(q1,2)*q2 + 
        53.9*1000*q1*q2 + 270*1000)*POWER(w,6) + 
       (1.45*POWER(10,6)*POWER(q1,2)*q2 + 16.8*POWER(10,6)*q1*q2 + 
        POWER(10,6)*338)*POWER(w,4) - 
       (5.72*POWER(10,6)*POWER(q1,2)*q2 + 113*POWER(10,6)*POWER(q1,2) + 
        4250*POWER(10,6)*q1)*POWER(w,2) + 
       (453*POWER(10,6)*POWER(q1,2)) =e= 0; 
 
g2  .. (50*POWER(q1,2)*POWER(q2,2) + 1080*q1*q2)*POWER(w,6) - 
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       (15.6*1000*POWER(q1,2)*POWER(q2,2) + 840*POWER(q1,2)*q2 + 
        1.35*POWER(10,6)*q1*q2 + POWER(10,6)*13.5)*POWER(w,4) + 
       (6.93*POWER(10,6)*POWER(q1,2)*q2 + 911*POWER(10,6)*q1 + 
        POWER(10,6)*4220)*POWER(w,2) - 
       (528*POWER(10,6)*POWER(q1,2) + 3640*POWER(10,6)*q1) =e= 0; 
 
b1l  .. 17.5 - 14.5*k =l= q1; 
b1u  .. q1 =l= 17.5 + 14.5*k; 
b2l  .. 20.0 - 15.0*k =l= q2; 
b2u  .. q2 =l= 20.0 + 15.0*k; 
 
* Bounds 
q1.LO=0; 
q1.UP=2; 
q2.LO=0; 
q2.UP=2; 
w.LO =0; 
w.UP =2; 
k.LO =0; 
k.UP =2; 
 
* Initial values; 
q1.l = 0.1; 
q2.l = 0.1; 
w.l  = 0.1; 
k.l  = 0.1; 
 
MODEL benz /ALL/; 
benz.optfile=1; 
benz.workspace=120; 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt knitro minos 
$offecho 
option nlp=bench; 
 
SOLVE benz USING NLP MINIMIZING objval; 
* End Benz 

Fig. 24.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G24 (Benz). 

 

 
Tabelul 24.1 conţine performanţele algoritmilor utilizaţi în acest studiu. 

Tabelul 24.1  
5n =  (variabile), 7m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 12 0.090 1.206896 
KNITRO 233 0.340 1.206896 
MINOS 34 0.160 1.206897 

 
Soluţi

   
a acestei aplicaţii este următoarea: 

1 1.6653 6,q e= − 2 1.897,q =    ω 0.001,=    1.207.k =  
Deoarece  rezultă că pentru acest domeniu de valori ale parametrilor şi 1k >
frecvenţa 0.001ω =  sistemul este robust stabil. Dacă mărim domeniul estimaţiilor 

nilor între care se presupumargi ne că parametrii şi  evaluează la valorile 
 atunci marginea de stabilitate se reduce la  la 

aceeaşi frecvenţă. 

 1q  2q
[18.5 17],q q− +∆ = ∆ = 1.059k =
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În ace te a instalaţiei de aprindere prin 

de var et 
al., 1994], [Barmish, 1994]. 

         

                              0.1627 0.06 0.1627 0.06 ,k q k− ≤ ≤ +  

         .0108 ,k  
                              
                              1 2 1 2 ,k q k− ≤ ≤ +  

       a

         

Aplicaţia G25 (Fiat) 
astă aplicaţie considerăm analiza de stabilita

scânteie (bujie) a automobilului Fiat Dedra.  
Considerând un punct din spaţiul parametrilor pentru care sistemul în buclă închisă 
este stabil, şi anumite estimaţii ale marginilor între care se presupune că parametrii 

, 1, ,7,i = …  aparţin, atunci determinarea marginii de stabilitate pentru intervalul 
iaţie a parametrilor dat se face prin rezolvarea următoarei probleme [Abate 

iq  

 
                       min k           

referitor la: 
                             6 4 2

6 4 2 0( )ω ( )ω ( )ω ( ) 0,a q a q a q a q− + − + =  
                      6 4 2

7 5 3 1( )ω ( )ω ( )ω ( ) 0,a q a q a q a q− + − =  
3.4329 1.02721 3.4329 1.02721 ,k q k− ≤ ≤ +  1

 2

                               30.1139 0.0782 0.1139 0.0782 ,k q k− ≤ ≤ +  
                               41.2539 0.3068 1.2539 0.3068 ,k q k− ≤ ≤ +  

                      0.0208 0.0108 0.0208 0k q− ≤ ≤ +5

 65.0247 2.4715 5.0247 2.4715 ,k q k− ≤ ≤ +   
 7

unde: 
5 2 5

0 1 3 4 1( ) 6.8207910 6.8207910 ,q q q q q q q q− −= +  2 4 5

       4 2 2 4 2 2 4 2
1 2 5 3 4 1 2 5( ) 7.617610 7.617610 4.0214110a q q q q q q q q− − −= + + +  
          2 5 4 2

1 3 4 1 4 5 2 5 60.00336706 6.8207910 5.1612010q q q q q q q q q− −+ + +  
03367                   1 2 4 5 1 2 4 7 1 2 5 60.0 06 6.8207910 6.2898710q q q q q q q q q q q q5 5− −+ + +  

          4 5
14.0214110 q− −         6.2898710 0.00152352q q q q q q q q q q q3 4 5 1 3 4 6 2 3 4 5+ + +  

                   
      ( ) 4.0214110 0.00152352 0.0552 0.0552a q q q q q q q q q−= + + + +  

4
2 3 4 65.161210 ,q q q q−  

4 2 2 2 2 2 2
2 1 5 2 5 2 5 3 4

                   2 2
1 2 50.0189477 0.034862 0.00336706q q q q q q q q q+ + +  1 3 4 1 4 5

                   5 5
1 4 7 1 5 6 3 4 56.8207910 6.2898710 0.00152352q q q q q q q q q− −+ + +  

4 2
3 4 6 3 4 6 1 2 4 55.161210 0.00234048 0.034862q q q q q q q q q q− − + +                     

                   2 5 6 2 5 7 2 6 70.0237398 0.00152352 5.161210q q q q q q q q q+ + +  
          4

1 2 4 7 1 2 5 6 1 2 5 70.00336706 0.00287416 8.0428210q q q q q q q q q q q q−

2 2 4 2−

         + + +  
     5−

1 2 6 7 1 3 4 5 1 3 4 66.2898710 0.0189477 0.00287416q q q q q q q q q q q q              + + +  
                   4

1 3 4 7 2 3 4 5 2 3 4 64.0214110 0.1104 0.0237398q q q q q q q q q q q q− + + +  

2 3 4 7 2 3 5 6 2 5 60.00152352 0.00234048 0.00103224 ,q q q q q q q q q q q− +                     
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       2 2 4 2 2
3 1 5 2 5 5 6 2 5( ) 0.0189477 0.1104 5.161210a q q q q q q q q q−= + + + +  

                  4 2 2 2 2 2 4 2
2 7 3 4 1 2 5 1 2 77.617610 0.1586 4.0214110q q q q q q q q q q− −+ + + +  

    2 4862 0.00336706q q q q q q q q q+ + +  1 3 4 1 4 5 1 4 70.0872 0.03
5

1 5 6 1 6 7 2 6 70.00287416 6.2898710 0.00103224q q q q q q q q q−+ + +  
                  3 4 5 3 4 6 3 4 70.1104 0.0237398 0.00152352q q q q q q q q q+ + −  

         2 2
3 5 60.00234048 0.1826q q q         q q q q q q2 5 6 2 5 70.1104+ + +  

         

                  2 2
2 6 7 3 4 6 1 2 4 50.0237398 0.0848 0.0872q q q q q q q q q q− + +  

                  1 2 4 7 1 2 5 6 1 2 5 70.034862 0.0215658 0.0378954q q q q q q q q q q q q+ + +  
         1 2 6 7 1 3 4 5 1 3 4 60.00287416 0.1586 0.0215658q q q q q q q q q q q q+ + +  

                  1 3 4 7 2 3 4 5 2 3 4 6 2 3 4 70.0189477 2 0.1826 0.1104q q q q q q q q q q q q q q q q+ + + −  
         0.0848q q q         2 3 5 6 2 3 6 7 50.00234048 7.617610q q q q q q− + +  
         4

2 5 6 1 5 7 2 5 70.0474795 8.0428210 0.00304704 ,q q q q q q q q q−+ +  
2 4 2 2 2

1 5 1 7 2 5 2 7( ) 0.1586 4.0214110 2 0.00152352q q q q q q q q q−= + + + +  

4 2−

         
     a

         
                  +
                  + + +

                  +
                  1 2 6 70.0872 0.3172 0.0215658q q q q q q q q q q q+ + +  
                  48 0.0552q q q q q q q q q q q q q+ − + +  
                  2 5 70.3652 0.0378954 0.2208 ,q q q q q q q+ +  
     5( ) 0.0189477 0.11104 0.1826 0.1104a q q q q q q q q q= + + + +  
                 +
                 +

                 2 5 7q q
     2

7

     
 
Expresia GAMS a acestei aplicaţii este prezentată în figura 25.1. 
 

4

                  4
5 6 5 7 6 70.0237398 0.00152352 5.161210q q q q q q−+ + +  

         2 2 2
2 7 1 2 70.0552 0.01898477 0.0872q q q q q q q q+ + +  1 4 5

1 4 7 1 5 6 1 6 70.034862 0.0215658 0.00287416q q q q q q q q q+ +  

2 6 7 3 4 5 3 4 6 3 4 70.0474795 2 0.1826 0.1104q q q q q q q q q q q q −  
2 2

3 5 6 3 6 7 2 5 7 2 6 70.0848 0.00234048 2 0.1826q q q q q q q q q q q q− + +  

1 2 4 7 1 2 5 7

0.08

5 7q q

q
2

1 3 4 7 2 3 4 7 2 3 6 7 50.1586 2

2 5 6 1
2 2

5 1 7 2 7 5 6 7
2 2 2

6 7 2 7 1 2 7 1 4 70.0237398 0.1586 0.0872q q q q q q q q q q+ + +  

1 6 7 2 6 7 3 4 7 3 6 70.0215658 0.3652 2 0.0848q q q q q q q q q q q q+ + −  
2 4 2
5 7 1 5 77.617610 0.3172 4 ,q q q q q q−+ + +  

2 2
6 1 7 2 7 5 7 6 7( ) 0.1586 2 2 0.1826 0.0552 ,a q q q q q q q q q q= + + + +  

2
7 7( ) .a q q=  

$ONTEXT 
Analysis of the stability margin of the spark ignition engine 
Fiat Dedra. 
$OFFTEXT 
 
VARIABLES 
         q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7 
         w   frequency 
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         k   stability margin 
         a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7 
     objval    objective function variable; 
 
FREE VARIABLES    objval; 
 
EQUATIONS 
         f Objective function 
         g1 
         g2 
         b1l, b1u 
         b2l, b2u 
         b3l, b3u 
         b4l, b4u 
         b5l, b5u 
         b6l, b6u 
         b7l, b7u 
         ga0, ga1, ga2, ga3, ga4, ga5, ga6, ga7  ; 
 
f  .. objval =e=k; 
 
g1  .. -a6*POWER(w,6) + a4*POWER(w,4) - a2*POWER(w,2) + a0 =e= 0; 
g2  .. a7*POWER(w,6) - a5*POWER(w,4) + a3*POWER(w,2) - a1 =e= 0; 
 
b1l  .. 3.4329-1.02721*k =l= q1; 
b1u  .. q1 =l= 3.4320+1.02721*k; 
b2l  .. 0.1627-0.06*k =l= q2; 
b2u  .. q2 =l= 0.1627+0.06*k; 
b3l  .. 0.1139-0.0782*k =l= q3; 
b3u  .. q3 =l= 0.1139+0.0782*k; 
b4l  .. 1.2539-0.3068*k =l= q4; 
b4u  .. q4 =l= 1.2539+0.3068*k; 
b5l  .. 0.0208-0.0108*k =l= q5; 
b5u  .. q5 =l= 0.0208+0.08*k; 
b6l  .. 5.0247-2.4715*k =l= q6; 
b6u  .. q6 =l= 5.0247+2.4715*k; 
b7l  .. 1.0-2*k =l= q7; 
b7u  .. q7 =l= 1.0+2*k; 
 
ga0  .. a0 =e= 6.82079e-05*q1*q3*POWER(q4,2) + 6.82079e-05*q1*q2*q4*q5; 
 
ga1  .. a1 =e= 0.00076176*POWER(q2,2)*POWER(q5,2) + 
               0.00076176*POWER(q3,2)*POWER(q4,2) + 
               0.000402141*q1*q2*POWER(q5,2) + 
               0.00337606*q1*q3*POWER(q4,2) + 
               6.82079e-05*q1*q4*q5 + 0.00051612*POWER(q2,2)*q5*q6 + 
               0.00337606*q1*q2*q4*q5 + 6.82079e-05*q1*q2*q4*q7 + 
               6.28987e-05*q1*q2*q5*q6 + 0.000402141*q1*q3*q4*q5 + 
               6.28987e-05*q1*q3*q4*q6 + 0.00152352*q2*q3*q4*q5 + 
               0.00051612*q2*q3*q4*q6; 
 
ga2  .. a2 =e= 0.000402141*q1*POWER(q5,2) + 0.00152352*q2*POWER(q5,2) + 
               0.0552*POWER(q2,2)*POWER(q5,2) + 
               0.0552*POWER(q3,2)*POWER(q4,2) + 
               0.0189477*q1*q2*POWER(q5,2)+0.034862*q1*q3*POWER(q4,2) + 
               0.00336706*q1*q4*q5 + 6.82079e-05*q1*q4*q7 + 
               6.28987e-05*q1*q5*q6 + 0.00152352*q3*q4*q5 + 
               0.00051612*q3*q4*q6 - 0.00234048*POWER(q3,2)*q4*q6 + 
               0.034862*q1*q2*q4*q5 + 0.0237398*POWER(q2,2)*q5*q6 + 
               0.00152352*POWER(q2,2)*q5*q7 + 
               0.00051612*POWER(q2,2)*q6*q7 + 
               0.00336706*q1*q2*q4*q7 + 0.00287416*q1*q2*q5*q6 + 
               0.000804282*q1*q2*q5*q7 + 6.28987e-05*q1*q2*q6*q7 + 
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               0.0189477*q1*q3*q4*q5 + 0.00287416*q1*q3*q4*q6 + 
               0.000402141*q1*q3*q4*q7 + 0.1104*q2*q3*q4*q5 + 
               0.0237398*q2*q3*q4*q6 + 0.00152352*q2*q3*q4*q7 - 
               0.00234048*q2*q3*q5*q6 + 0.00103224*q2*q5*q6; 
 
ga3  .. a3 =e= 0.189477*q1*POWER(q5,2) + 0.1104*q2*POWER(q5,2) + 
               0.00051612*q5*q6 + POWER(q2,2)*POWER(q5,2) + 
               0.00076176*POWER(q2,2)*POWER(q7,2) + 
               POWER(q3,2)*POWER(q4,2) + 
               0.1586*q1*q2*POWER(q5,2)+0.000402141*q1*q2*POWER(q7,2) + 
               0.0872*q1*q3*POWER(q4,2) + 0.034862*q1*q4*q5 + 
               0.00336706*q1*q4*q7 + 0.00287416*q1*q5*q6 + 
               6.28987e-05*q1*q6*q7 + 0.00103224*q2*q6*q7 + 
               0.1104*q3*q4*q5 + 
               0.0237398*q3*q4*q6 + 0.00152352*q3*q4*q7 - 
               0.00234048*q3*q5*q6 + 
               0.1826*POWER(q2,2)*q5*q6 + 0.1104*POWER(q2,2)*q5*q7 + 
               0.0237398*POWER(q2,2)*q6*q7 - 0.0848*POWER(q3,2)*q4*q6 + 
               0.0872*q1*q2*q4*q5 + 0.034862*q1*q2*q4*q7 + 
               0.0215658*q1*q2*q5*q6 + 0.0378954*q1*q2*q5*q7 + 
               0.00287416*q1*q2*q6*q7 + 0.1586*q1*q3*q4*q5 + 
               0.0215658*q1*q3*q4*q6 + 0.0189477*q1*q3*q4*q7 + 
               2*q2*q3*q4*q5 + 0.1826*q2*q3*q4*q6 +0.1104*q2*q3*q4*q7 - 
               0.0848*q2*q3*q5*q6 - 0.00234048*q2*q3*q6*q7 + 
               0.00076176*POWER(q5,2) + 0.0474795*q2*q5*q6 + 
               0.000804282*q1*q5*q7 + 0.00304704*q2*q5*q7; 
 
ga4  .. a4 =e= 0.1586*q1*POWER(q5,2) + 0.000402141*q1*POWER(q7,2) + 
               2*q2*POWER(q5,2) + 0.00152352*q2*POWER(q7,2) + 
               0.0237398*q5*q6 + 
               0.00152352*q5*q7 + 0.00051612*q6*q7 + 
               0.0552*POWER(q2,2)*POWER(q7,2) + 
               0.0189477*q1*q2*POWER(q7,2) + 
               0.0872*q1*q4*q5 + 0.034862*q1*q4*q7+0.0215658*q1*q5*q6 + 
               0.00287416*q1*q6*q7 + 0.0474795*q2*q6*q7 + 2*q3*q4*q5 + 
               0.1826*q3*q4*q6 + 0.1104*q3*q4*q7 - 0.0848*q3*q5*q6 - 
               0.00234048*q3*q6*q7 + 2*POWER(q2,2)*q5*q7 + 
               0.1826*POWER(q2,2)*q6*q7 + 0.0872*q1*q2*q4*q7 + 
               0.3172*q1*q2*q5*q7 + 0.0215658*q1*q2*q6*q7 + 
               0.1586*q1*q3*q4*q7 + 2*q2*q3*q4*q7-0.0848*q2*q3*q6*q7 + 
               0.0552*POWER(q5,2) + 0.3652*q2*q5*q6 + 
               0.0378954*q1*q5*q7 + 0.2208*q2*q5*q7; 
 
ga5  .. a5 =e= 0.0189477*q1*POWER(q7,2) + 0.1104*q2*POWER(q7,2) + 
               0.1826*q5*q6 + 0.1104*q5*q7 + 0.0237398*q6*q7 + 
               POWER(q2,2)*POWER(q7,2) + 0.1586*q1*q2*POWER(q7,2) + 
               0.0872*q1*q4*q7 + 0.0215658*q1*q6*q7 + 0.3652*q2*q6*q7 + 
               2*q3*q4*q7 - 0.0848*q3*q6*q7 + POWER(q5,2) + 
               0.00076176*POWER(q7,2) + 0.3172*q1*q5*q7 + 4*q2*q5*q7; 
 
ga6  .. a6 =e= 0.1586*q1*POWER(q7,2) + 2*q2*POWER(q7,2) + 2*q5*q7 + 
               0.1826*q6*q7 + 0.0552*POWER(q7,2); 
 
ga7  .. a7 =e= POWER(q7,2); 
 
* Bounds 
*q1.UP = 3.4329; 
*q2.UP = 0.1627; 
*q3.UP = 0.1139; 
*q4.LO = 0.2539; 
*q5.UP = 0.0208; 
*q6.LO = 2.0247; 
*q7.LO = 1; 
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w.LO = 0; 
w.UP = 10; 
k.LO = 0; 
k.UP = 10; 
 
* Initial point 
q1.l=0.2; 
q2.l=0.02; 
q3.l=0.1; 
q4.l=0.3; 
q5.l=0; 
q6.l=2; 
q7.l=4.5; 
w.l=0; 
k.l=2; 
 
MODEL fiat /ALL/; 
 
$onecho >bench.opt 
  solvers conopt minos 
$offecho 
 
fiat.optfile=1; 
option nlp=bench; 
 
SOLVE fiat USING NLP MINIMIZING objval; 
* End Fiat 

Fig. 25.1. Expresia GAMS a aplicaţiei G25 (Fiat). 
 
Tabelul 25.1 prezintă performanţele algoritmilor CONOPT şi MINOS. KNITRO 
nu poate rezolva problema. 
 

Tabelul 25.1  
18n =  (variabile), 25m =  (restricţii) 

 #iter time vfo 
CONOPT 15 0.082 1.4593669 
MINOS 59 0.414 3.341965 

 
Din tabelul 25.1 se vede imediat că pentru această estimaţie a marginilor între care 
se presupune că parametrii ,iq  1, ,7,i = …  aparţin, 1,k >  ceea ce probează 
stabilitatea sistemului de aprindere prin scânteie a automobilului Fiat Dedra. 
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