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Probleme Fundamentale

Rezumat. Lucrarea prezinta problemele matematice formulate de David Hilbert
la Congresul International de Matematica de la Paris din 1900 impreuna cu cateva
detalii. In continuare se prezinti lista lui Landau si apoi a lui Smale. Se arata ca
dupa 100 de ani, in lista lui Smale se regasesc multe din problemele formulate de
Hilbert. Ceea ce caracterizeaza lista lui Smale este faptul ca toate problemele
formulate de acesta sunt legate de teoria computabilitatii, care stabileste ceea ce
putem calcula, cum si cu ce efort. Aceasta precizeaza rolul informaticii ca un
capitol special al matematicii care are ca obiect fundamental de studiu
algoritmizarea conceptelor matematice, studiul convergentei si a complexitatii
computationale, prelungirea analizei conceptelor matematice din punctul de
vedere al puterii lor computationale.

Fiecare domeniu de activitate are la bazi o metaford' fondatoare si este caracterizat
de o serie de probleme care pot fi considerate drept probleme fundamentale. In
general, prin problema (zpofAnuc) intelegem ,,ceva ce avem mereu in fatd, si cu
care suntem confruntati“. Intotdeauna o problema ne plaseaza intr-o stare pe care o
putem numi problematica. Adicd acea stare de tensiune intelectuald prin care
suntem chemati sa depdsim situatia cu care trebuie sa facem fatd. Este vorba deci
de o instabilitate sau deruta cognitiva care cere unui organism (viu sau artificial -
care intotdeauna este matematic) efectuarea unui efort de modificare a starii
curente in sensul depasirii starii problematice create de o situatie, de cele mai multe
ori nedoritd, datd. Altfel spus, in esenta ei, o problema este o intrebare fie de
naturad rationald, speculativa sau teoretica, fie de natura practicd, netriviald, adica
greu de rezolvat, care in urma solutionarii ne conduce la raspunsuri cu valoare
adaugatd, nu direct intuibile. Problemele provin din doud surse principale. Prima o
constituie perturbatiile cu care mediul inconjurdtor actioneaza asupra noastrd. A
doua este data de procesul cognitiv veritabil in care ne plasdm pentru a ne ameliora
intelegerea functiondrii creatiei.

Problemele fundamentale ale unui domeniu rezultd direct din obiectul
domeniului, ca urmare a unei intelegeri profunde a fenomenelor proprii domeniului
respectiv. Ceea ce di maturitate unui domeniu este gradul lui de formalizare. In
acest context putem spune ca matematica este un univers de discurs translatat in

'Metaphora, care vine din limba greaca si inseamna deplasare, este o figura de stil prin
care se realizeaza trecerea de la semnificatia obisnuitd, cunoscuta, a unui cuvant sau a unei
expresii, la o altd semnificatie pe care cuvantul sau expresia respectiva o primeste in scopul
obtinerii unei comparatii. Metafora realizeaza un transfer brusc intre doi termeni prin care
alaturi de primul inteles, comun, apar o multitudine de alte sensuri sugerate. Evident
acestea sunt constientizate in functie de subtilitatea si cultura cititorului.
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limbaj simbolic. Matematica este limbajul natural al stiintei, fundamentul
incercdrii oamenilor de a intelege lumea inconjurdtoare. In acest context cred ca
intelegerea se construieste pe straturi de abstractizare. Cele mai stabile straturi sunt
cele care se afla cel mai aproape de faptele observabile. Cele mai instabile sunt cele
de la granita cunoasterii. Pentru unele domenii de activitate definirea problemelor
fundamentale este o sarcini foarte grea. in definirea problemelor fundamentale, pe
langa obiectul de activitate al domeniului trebuie avute in vedere o serie de alte
aspecte legate de gradul de culturd, traditii, formalizarea domeniului, experienta
traita a naturii etc.

De exemplu, la intrebarea ,,care este problema fundamentald a omului?*,
cred ca raspunsul ar fi ,problema salvarii sau a eliberarii - ataraxia“. Au fost
oameni care au rezolvat aceasta problema ? Cred ca sfintii si adevaratii oameni de
stiintd au atins cu adevarat aceastd stare. Atingerea starii de ataraxie —
arapalie —, de senindtate, este 0 mare provocare si constituie una dintre marile
cautari ale spiritelor cultivate. Pentru aceste spirite nu existd nimic mai important
decét sophia, adica ceea ce se poate traduce prin intelepciune. Pitagora se pare ca a
fost primul care a Intrebuintat acest termen cand spune ,,sophos “ nu este decdt zeul,
pe cand omul nu poate fi altceva decdt un ,,philosophos*“, adica un iubitor de
intelepciune. Asadar, atingerea stdrii de sophos sau de zeu, asa dupd cum ne
recomandd si Socrate in discutia lui cu atenienii, inseamna realizarea ,,starii de
perfectiune”, a unei stari divine in acord cu o vorba a lui Heraclit, anume ,,/ocul
zeului este in om”.

Dezvoltarea stiintei si a tehnologiei, pe de-o parte si a matematicii cu toate
ramurile ei, pe de altd parte, au determinat aparitia si consolidarea unui numar
foarte mare de domenii care au obiecte de activitate foarte bine definite si
individualizate, si care utilizeaza concepte §i instrumente matematice avansate bine
particularizate. Este foarte greu de a se prezenta toate domeniile de activitate
impreuna cu problemele lor fundamentale. Totusi, in cele ce urmeaza vom incerca
sd prezentdm o listd a catorva domenii si problemele lor fundamentale. Lista este
discutabila si cu aceastd ocazie invitdm cititorul sd mediteze asupra acestei
chestiuni 1n sensul dezvoltarii si completarii ei.

— Aerodinamica: Determinarea miscarii fluidelor, si in general a gazelor, precum si aceea
a migcarii corpurilor Intr-un mediu gazos.

— Alchimie: Transmutatia elementelor catre aur.

— Algebra: Rezolvarea ecuatiilor polinomiale cu coeficienti numere complexe.

— Algebra numerica liniara: Rezolvarea sistemelor algebrice liniare; Calculul valorilor
proprii; Descompunerea valorilor singulare; Cele mai mici patrate.

— Analiza numerica: Studiul algoritmilor pentru rezolvarea problemelor matematice
continue (cu variabile reale sau complexe).

— Antropologie: Originea, evolutia si variabilitatea biologica a omului; Influenta
conditiilor naturale si social-culturale asupra omului.

— Aritmetica: Descompunerea numerelor naturale ca un produs de numere prime.

— Astrologie: Determinarea viitorului pe baza pozitiei si miscarii astrilor, a constelatiilor
sau a unor fenomene ceresti.

— Astronomie: Originea, natura si migcarea astrelor, a sistemelor de astri, a galaxiilor si a
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universului. Existenta lumilor extraterestre.

— Biologie: Raspunsul la intrebarea: ce este viata ?

— Cosmologie: Alcatuirea, originea, evolutia si scopul universului.

— Economie: Alocarea resurselor.

— Estetica: Originea, natura si valoarea frumosului ca existentd in sine sau ca
manifestare.

— Filosofie: Raspunsul la intrebarea: t1 th 6v — ti to on — ce este fiinta ?

— Fundamentele matematicii: Care este natura notiunilor considerate in matematica, in ce
masura acestea au fost construite de oameni, In ce masurd ele au fost impuse din
exterior si de unde le cunoastem proprietitile. Care este natura demonstratiilor
matematice §i care sunt criteriile care ne permit sa deosebim demonstratiile adevarate
de cele false.

— Geologie: Originea, natura si structura Pamantului impreuna cu transformarile suferite
in timp.

— Identificarea sistemelor: Cele mai mici patrate partiald; Separarea semnalelor prin
utilizarea tehnicilor de identificare; Identificarea sistemelor slab excitate; Identificarea
sistemelor 1n bucla inchisa; Identificarea sistemelor neliniare; Identificarea sistemelor
din masurdtori afectate de zgomot.

— Informatica: Coborérea in computational a conceptelor matematice.

— Logica: Aflarea si explicarea adevarului, realizat in toate obiectele gandirii.

— Logica matematica: Care este mecanismul logico-matematic al deductiei si ce il
justifica. Determinarea unui procedeu care sa permita intotdeauna sa recunoastem daca
o propozitie este adevarata sau falsa intr-o teorie.

—  Macroeconomie: Intelegerea modalititilor de interactiune a celor trei categorii de piete:
piata bunurilor si serviciilor, piata monetarad §i piata muncii, precum si determinarea
productiei si a gradului de ocupare a fortei de munca. Alocarea resurselor intre
agregatele economice. Rezolvarea somajului si a inflatiei.

— Microeconomie: Ce bunuri si ce servicii se produc si In ce cantitdti; cum se produc
bunurile; cum se distribuie aceste bunuri, cum se stabilesc preturile bunurilor si
serviciilor.

— Mecanica: Stabilirea unor relatii intre fortele care actioneazd asupra unui sistem de
corpuri materiale i migcarea mecanica realizatd de aceste corpuri. Sau altfel spus,
studiul migcarii si echilibrului corpurilor materiale, precum si studiul fortelor care
solicita aceste corpuri.

— Meteorologie: Predictia stdrii i a schimbarii atmosferei pe perioade mari de timp.

— Teoria ecuatiilor diferentiale: Studiul grupurilor cu un parametru de difeomorfisme ale
unei varietdti, a campurilor de vectori definite pe varietate si a legaturilor dintre aceste
campuri.

— Teoria catastrofelor: Studiul si clasificarea fenomenelor caracterizate de o schimbare
bruscd a comportarii lor ca urmare a unor mici schimbari in valoarea §i structura
parametrilor asociati acestor fenomene.

— Teoria macroscopica a campului electromagnetic: Determinarea campului electro-
magnetic in diverse medii si ipoteze. Rezolvarea ecuatiilor Maxwell-Hertz.

— Teoria sistemelor: Studiul matematic al structurilor dinamice complexe.

— Teoria sistemelor liniare: Calculul matricelor compensatoarelor; Alocarea polilor;
Rejectia exactd a perturbatiilor; Decuplare; Invarierea iesirii; Sinteza exacta.

— Topologie: ldentificarea acelor proprietiti ale unor structuri matematice care sunt
invariante la deformari continue.

— Procesarea limbajului natural: Stabilirea si recunoagterea identitatii cuvantului si a
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utilizarii lui in context.

1. Probleme Matematice. Lista lui Hilbert

La al doilea Congres International de Matematica
de la Paris, care a avut loc in 8 august 1900,
David Hilbert a prezentat conferinta invitata:
Probleme matematice’. in aceasta conferinti
Hilbert a articulat 23 de probleme matematice
majore care au stimulat gindirea matematica
conducand la aparitia si dezvoltarea unor domenii
matematice noi. Probabil ca aceasta a fost cea mai
influentd conferinta sustinutd de un matematician
pentru matematicieni. Totusi, in esenta lor acestea
nu sunt numai probleme matematice ci probleme
de filosofia matematicii si chiar veritabile
probleme filosofice. Unele dintre aceste probleme

' au fost rezolvate, altele continud sia fie mari
David Hilbert (1862-1943) provocﬁri.

Problemele lui Hilbert se pot structura in patru clase mari. Prima contine sase
probleme care se referd, in principal, la analiza numerelor reale utilizdnd teoria
multimilor a lui Cantor si un apel la axiomatizarea aritmeticii si de aici a fizicii. A
doua clasa include tot sase probleme asupra teoriei numerelor algebrice, culminand
cu generalizarea teoremei lui Kronecker. Cea de-a treia clasa, tot cu sase probleme,
se adreseaza la diferite aspecte ale unor probleme din algebra si geometrie. Ultima
clasd contine cinci probleme din analiza, incluzand analiticitatea solutiilor unor
probleme si extinderea calculului variational.

In lista de mai jos prezentim aceste probleme (vezi si [Bistriceanu si Stinisila,
1996]).

1. Dacdi AC R este o multime infinitd, atunci sd se arate cd existd fie o bijectie
A — N, fie o bijectiec A —> R.

Cu alte cuvinte, problema constd In: existd un cardinal strict intermediar Intre
cardinalele multimilor N si R ? Aceasta este cunoscuti ca problema continuului. in

1963 Paul Cohen a aratat ca rezultatul nu se poate obtine din sistemul de axiome
Zermelo-Fraenkel al teoriei multimilor. Cu alte cuvinte, existd o matematica care
accepta ipoteza continuului §i o alta care nu o acceptd, ambele fiind viabile, problema
continuului fiind inchisa.
[K. Godel. The consistency of the axiom of choice and of the generalized continuum
hypothesis. Princeton University Press, Princeton, 1940.]

2. Necontradictia aritmeticii in Z. Altfel spus, se poate demonstra cd axiomele logicii

sunt consistente? Mai precis, din axiomele lui Peano este posibil s se deduca logic

> Mathematical Problems. Lecture delivered before the International Congress of
Mathematicians at Paris in 1900, by Professor David Hilbert, 32 pages.
[http://babbage.clarku.edu/l djoyce/hilbert/problems.html#final]
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atat o afirmatie cét si negatia ei? In 1931 Godel (1906-1978) a aritat imposibilitatea
demonstrarii noncontradictiei aritmeticii prin metode finitiste.

3. Este sau nu adevarat principiul echipartitiei pentru tetraedre?

Problema este daca doua tetraedre cu baze echivalente, in sensul ca acestea au
aceeasi arie, si Indltimi congruente pot sau nu sa fie echipartitionate sau completate
prin poliedre congruente. in 1902 Dehn a aritat ci existi asemenea tetraedre care nu
pot fi echipartitionate. Kagon a obtinut acelasi rezultat in 1903.

[V. G. Boltianskii. Hilbert's Third Problem. Winston, Halsted Press, Washington,
New York, 1978.]

[C. H. Sah. Hilbert's Third Problem: Scissors Congruence. Pitman, London 1979.]

4.  Studiul geometriilor neeuclidiene §i al geodezicelor. Sa se gaseasca geometrii a caror
axiome sd fie apropiate de cele ale geometriei euclidiene. Problema a condus la
studiul spatiilor Finsler si a conexiunilor pe fibrati.

5. Studiul grupurilor topologice si al grupurilor Lie. Intrebarea era dacd grupurile
continue sunt automat diferentiabile. Problema a condus la degajarea notiunilor de
varietate topologica si varietate diferentiabila.

[Montgomery and Zippin. Topological Transformation Groups. Wiley, New York,
1955.]

[Kaplansky. Lie Algebras and Locally Compact Groups. Chicago Univ. Press,
Chicago, 1971.]

6.  Studiul axiomatic al fizicii. Se poate axiomatiza fizica? Axiomatizdnd geometria, in
1899, Hilbert a recomandat extinderea acestei idei si pentru alte domenii ale
matematicii si stiintei. In acest sens s-a reusit axiomatizarea teoriei probabilitatilor
(Kolmogorov, 1933), a mecanicii (Einstein-Minkowski), a termodinamicii
(Caratheodory-Bejan), a teoriei macroscopice a cdmpului electromagnetic (Maxwell-
Hertz), a mecanicii cuantice (von Neumann). Totusi, in 1931, Godel a aratat
insuficienta axiomatizarii, demonstrand faptul cd in cadrul unui sistem axiomatizat
intotdeauna exista propozitii nedecidabile. Altfel spus, matematica si deci cu atat mai
mult Natura, nu se pot reprezenta prin intermediul unui numar (restrans) de axiome si
legile logice ale lui Aristotel.

[Leo Corry, Hilbert and the Axiomatization of Physics (1894-1905) in Archive for
History of Exact Sciences, 51 (1997).]
7. Irationalitatea §i transcendenta anumitor numere. Fie & un numdr algebric diferit

B

de zero si diferit de unu, si £ un numdr irational. Atunci numirul &’ este

transcendent? In 1934 Ghelfond (1906-1968) a aritat ci a? este transcendent
pentru cazul special in care [ este un numir algebric. Problema este deschisd
pentru cazul general in care [ este irational. Hermite (1822-1901) a aritat
transcendenta lui e, iar Lindemann (1852-1939) a aratat transcendenta lui 7.

Problema a condus la teoria analitica a numerelor, la studiul fractiilor continue etc.
[N.I.LFeldman. Hilbert's seventh problem, Moscow State University 1982, 312pp. MR
85b:11001.]

8. Sa se demonstreze ipoteza lui Riemann conform céreia functia

1 1
Cls)=l+—+—+-,
203
functia zeta a lui Riemann, are toate zerourile din semiplanul drept Re(s) >0

situate pe dreapta verticali Re(s)=1/2.Utilizdind o abordare experimental,
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10.

11.

12.

13.

14.

aceasta ipoteza a fost confirmata prin calculul primelor catorva milioane de zerouri.
Bompieri a aratat ca ipoteza are loc cu probabilitatea 1, in raport cu un anumit camp
de evenimente. Problema este importantd, rezolvarea ei permitand solutionarea altor
probleme ca aceea a lui Goldbach.

Demonstratia celei mai generale legi a reciprocitatii a lui Gauss. Un intreg 1 se

numeste rest patratic modulo p (p =3, p numdr prim) dacd 7 nu este divizibil

cu p si existd un intreg m astfel incat m* —n este divizibil cu p . In acest

context se noteaza:
(nj { 1, daca n este rest patratic modulo p,

») -1, altfel.

Legea reciprocitatii stabilitd de Gauss afirma ca: pentru orice douda numere prime
impare p §i q, este adevaratd egalitatea:

o)
p q

Determinarea rezolvabilitatii ecuatiilor diofantice. Problema constd 1n a elabora un
algoritm care sd determine solutiile Intregi ale unei ecuatii de forma
f(x;,...,x,)=0, unde f(.) este un polinom cu coeficienti Iintregi.
Matiyasevici, matematician american de origind rusa, a rezolvat problema dand un
raspuns negativ in 1970.

[S. Chowla. The Riemann Hypothesis and Hilbert's Tenth Problem. Gordon and
Breach, New York, 1965.]

[Yu. V. Matiyasevich. Hilbert's Tenth Problem. MIT Press, Cambridge,
Massachusetts, 1993, vezi: http://logic.pdmi.ras.ru/~yumat/H10Pbook.]

Studiul formelor patratice cu coeficienti numere algebrice. Rezolvarea unei ecuatii
patratice cu coeficienti numere algebrice, cu un numar arbitrar de variabile din corpul
numerelor fractionare sau numere intregi.

Generalizarea teoremei lui Kronecker. (Extensia abeliand maximala a corpului Q
este generata de toate radacinile unitatii.)

[R.-P. Holzapfel. The Ball and Some Hilbert Problems. Springer-Verlag, New York,
1995.]

Imposibilitatea rezolvarii ecuatiei generale de gradul 7 prin sume si compuneri de

functii de cate doud variabile. Problema a fost rezolvatd in 1957 de Kolmogorov si

Arnold. Acestia au aritat cd daci f:K — R", unde K — R", este o functie
continui pe paralelipipedul K, atunci existi un numir de n(2n+1) functii
continue £, de cate o singurd variabild (1< p <n,1<q<2n+1), precum si o
functie continud g : R — R", astfel incat:

2n+1 n

Fenx)=>g[ > h, (x,) ],

-1
pentru orice (X,,...,x,) € K.

Demonstrarea finitudinii anumitor k — algebre. Problema consti in a arita daci

subinelul, inelului polinoamelor cu coeficienti intr-un corp comutativ, al
polinoamelor invariante la un grup de automorfisme este finit generat. Nagata a dat
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un raspuns negativ la aceasta problema in 1958.
[Masayoshi Nagata. Lectures on the fourteenth problem of Hilbert. Tata Institute of
Fundamental Research, Bombay, 1965.]

15.  Fundamentarea riguroasd a calculului enumerativ al lui Schubert. Problema este in
legatura directa cu studiul varietatilor algebrice si cu schemele Iui Grothendieck.

16.  Studiul topologic al curbelor si suprafetelor algebrice. Aceasta problema a condus la
elaborarea topologiei varietatilor algebrice reale, teoria Morse, studiul singularitatilor
etc.

[Yu. Ilyashenko, and S. Yakovenko, (Editors) Concerning the Hilbert 16th problem.
American Mathematical Society, Providence, R.I., 1995.]

[B.L.J. Braaksma, G.K. Immink, and M. van der Put, (Editors) The Stokes
Phenomenon and Hilbert's 16th Problem. World Scientific, London, 1996.]

17.  Exprimarea unor forme rationale cu coeficienti reali, cu valori pozitive, ca suma de
patrate de functii rationale. Problema a fost rezolvata de E. Artin In 1927.

18.  Acoperirea spatiului cu poliedre congruente. Studiul grupurilor cristalografice.
Orice structura cristalind, proprie unei substante in faza solidd, are anumite
regularitati care se pot exprima sub forma unui grup cristalografic (grupul de miscari
ale spatiului care invariaza structura cristalului). In 1891 Fedorov si Schénfliess au
demonstrat cd in plan exista 17 grupuri cristalografice distincte, iar in spatiu 230.
Problema a condus la introducerea pseudocristalelor de catre Penrose si la fractali de
catre Mandelbrot.

19.  Analiticitatea solutiilor unor probleme variationale.

20.  Analiticitatea solutiilor unor ecuatii cu derivate partiale.

21.  Existenta unor ecuatii diferentiale cu grup de monodromie dat. Sa se demonstreze ca
intotdeauna existd un sistem Fuchsian cu singularitati si un grup de monodromie
date.

22.  Uniformizarea relatiilor analitice cu ajutorul functiilor automorfe.

23.  Extinderi ale metodelor calculului variational.

Problemele Iui Hilbert au avut un impact deosebit in comunitatea stiintifica
conducénd la aparitia si dezvoltarea unor domenii noi in matematica cu puternice
implicatii aplicative. Astfel au aparut si s-au consolidat domeniile: teoria
categoriilor si functorilor, algebra omologicd, teoria fascicolelor, analiza pe
varietdti si geometria spatiilor analitice, analiza nonstandard, teoria catastrofelor si
bifurcatii, teoria sistemelor dinamice, control optimal, transformata Fourier rapida,
teoria unificata a cdmpului, teoria informatiei, tomografia computerizata, fractali si
haos, procese stocastice, teoria fiabilitatii etc. Toate acestea se constituie ca
instrumente matematice de mare finete analiticd pentru modelarea matematica a
creatiei.

2. Probleme Matematice. Lista lui Landau
In 1912, la Congresul de Matematici de la Cambridge, Landau a propus 4
probleme, cunoscute ca problemele lui Landau:

1. Conjectura lui Goldbach. Intr-o scrisoare din 7 iunie 1742 expediati lui Euler,
Goldbach formuleaza conjectura: ,,orice numar mai mare decdt 2 este suma a trei
numere prime*. Euler a reformulat conjectura sub forma ,,foate numere intregi pozitive
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pare, mai mari decdt 4, se pot exprima ca suma a doud numere prime*.
2. Conjectura numerelor prime gemene. Numerele prime gemene sunt perechi de numere
prime de forma (p, p+2). De exemplu: (3,5), (5,7), (11,13).... Se conjectureaza cd

sunt o infinitate de perechi de numere prime gemene.

3. Conjectura ca existd un numar prim p astfel incdt n* < p<(n+ 1)2 , pentru orice
n.

. o Lo . . 2
4. Conjectura cd existd o infinitate de numere prime p de forma p=n" + 1.

Mai tarziu, in 1945, la Congresul de la Amsterdam, John von Neumann a prezentat
o conferintd similara: ,,Probleme nerezolvate de matematica* cu un impact mai mic
asupra comunitatii stiintifice decat conferinta lui Hilbert.

3. Probleme Matematice. Lista lui Smale

La o sutd de ani dupa Hilbert, Steve Smale,
raspunzand unui mesaj al lui Arnold, trimis din
partea Asociatiei Internationale a
Matematicienilor, a propus o listda de 18
probleme, considerate problemele secolului al
XXI-lea [Smale, 1998, 2000]. Lista lui Smale
este in spiritul celei elaborate de Hilbert si de
fapt include cateva din problemele lui Hilbert.
Aceasta nu contine probleme din toate domeniile
matematicii. Mai mult, unele probleme nici nu
au o formulare matematicad precisa. avand un
caracter descriptiv. mai mult filosofic decat
matematic. Referitor la aceste probleme, ceea ce
este foarte important de mentionat este faptul ca
din cele 18 probleme, aproape toate implica fie
teoria computabilitatii (a calculului), fie teoria
siste-

melor dinamice, fie ambele. Aceasta aratd importanta acordatd calculului, adica
importanta acordatd coborarii in computational a conceptelor matematice. In cele
ce urmeaza sa prezentdm pe scurt problemele din lista lui Smale.

1. Ipoteza lui Riemann. Toate zerourile netriviale ale functiei Zeta:

=, ]
c(s)=2,—, Re(s)>1,
n=1 1

a lui Riemann, se afla pe linia critici o =1/2. Aceasta este chiar problema

numarul 8 din lista lui Hilbert.

Ipoteza lui Riemann a constituit subiectul a foarte multe lucrari care accentuau atat
aspectele teoretice cat si pe cele computationale. Este iteresant de notat ca chiar
Riemann pe langa intuitia cu care a formulat aceastd ipoteza in 1859, a facut calcule
numerice foarte detaliate privind determinarea cu acuratete a radacinilor functiei
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¢(s). In prezent se cunosc foarte multe incerciri de a testa computational aceasti

ipotezd. De exemplu, Brent et al (1982) au ardtat ca ipoteza este adevaratd pentru
primele 2000000001 zerouri & + if in domeniul 0 < < 81702130,19.

In 1914 Hardy a aritat ci se pot determina un numir infinit de valori pentru s
pentru care ¢(s) = 0si Re(s)=1/2. Totusi, nu se cunoaste daca foate zerourile
netriviale § ale functiei(s) satisfac Re(s)=1/2. Importanta ipotezei lui

Riemann consta in intelegerea distributiei numerelor prime [Stoilov, 1954].

2. Conjectura lui Poincaré. Presupunem cd o varietate compacta, conexa din spatiul
3-dimensional are proprietatea ca orice cerc de pe aceasta se poate deforma continuu
la un punct. Atunci, este aceastd varietate homeomorfa cu o sferd din spatiul 3-
dimensional ? Altfel spus, conjectura lui Poincaré zice cd sfera este singurul spatiu
posibil tri-dimensional marginit care nu contine gauri. Conjectura a fost propusa de
Poincaré in 1904 si apoi a fost generalizata la varietati compacte 77 — dimensionale.

n — sfera este spatiul

(xe R"™xl=1, Ixl? =20 x2.
O varietate compactd 7 — dimensionald se poate reprezenta ca o suprafatd inchisa,
marginitd 7 — dimensionald (diferentiabila si nesingulard) din spatiul Euclidian.
Conjectura lui Poincaré zice c¢d o varietate compactd 7 — dimensionald M cu
proprietatea ci orice aplicatie /S — M, k < n se poate deforma la un punct,

trebuie si fie homeomorfd cu S”. Henri Poincaré a studiat aceste probleme in

lucrarile lui asupra topologiei. In 1900 a anuntat o demonstratie pentru cazul general
n — dimensional, dar in 1904 a gasit un contra exemplu. Intr-o altd lucrare a dat o

demonstratie pentru cazul 7 = 3. In 1960 Steve Smale a dat un raspuns afirmativ
pentru cazul # > 4, iar in 1982 Mike Freedman a demonstrat conjectura pentru
n = 4.1n 2002 Grigori Perelman a demonstrat conjectura pentru 7 = 3. Conjectura

lui Poincaré a influentat foarte mult matematicile din secolul XX, instituind
varietdtile ca un obiect de studiu In matematicd, incluzind varietdti algebrice,
varietati Riemann etc. precum si la intelegerea topologiei pe varietati.

3. Are lor egalitatea: P = NP ? Adica, problemele polinomiale sunt echivalente cu

cele nedeterminist polinomiale ? Aceasta este o problemd fundamentald a
informaticii si se referd la studiul complexitatii algoritmilor. De fapt aceasta
reprezintd o chestiune din stiinta calculatoarelor pusa matematicii. La fel ca si
conjectura lui Poincaré care a introdus varietatile ca obiect de studiu in sine, la fel
aceasta problema introduce studiul algoritmilor ca domeniu de studiu separat.

O problema este polinomiala (cu timp polinomial) dacad numarul de pasi necesari
rezolvarii ei este marginit de un polinom. O problema este nedeterminist polinomiala
(cu timp nedeterminist polinomial) dacd o solutie ei este verficabila intr-un timp
polinomial pe o masinad Turing nedeterminista. (O magsina Turing nedeterminista este
o masind Turing ,paraleld”, care poate executa in paralel mai multe drumuri
computationale, cu restrictia cd masinile Turing nu pot comunica intre ele.) O P-
problema (a carui timp de rezolvare este marginit de un polinom) este intotdeauna
NP. Daca se cunoaste ca o problema apartine clasei NP si se cunoaste cumva o
solutie a ei (de exemplu se ghiceste), atunci demonstrarea corectitudinii acestei
solutii se poate intotdeauna reduce la o verificare in timp polinomial, adica
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verificarea este o P-problema. Se zice ca o problema este NP-grea dacad un algoritm
pentru rezolvarea ei poate fi translatat in unul pentru rezolvarea oricarei alte NP-
probleme. Este mult mai usor sa se arate cd o problema este NP decat sa se arate ca
este NP-grea. O problema care este atat NP cat si NP-grea se numeste problema NP-
completa.

Smale afirmid ci P # NP intr-o versiune care implici corpul numerelor reale.

Problema considerata de Smale este cunoscuta ca ,,Hilbert Nullstellensatz Problem -
HNP” peste corpul numerelor complexe. Intr-adevar, fie f|,..., f, polinoame cu

coeficienti numere complexe in # variabile. Problema este de a decide daca acestea

au o radacind comuna.
Determinarea zerourilor intregi ale unui polinom de o variabila. Fie

f € Z[t]un polinom de o variabila cu coeficienti intregi. Fie u, =¢, u_, =1,
u, = f si definim un program pentru polinomul f € Z[t], de o variabild cu
coeficienti intregi, ca obiectul (1,Z,u,,...,4, ), unde pentru toti m, u, =u,ou,,

i,j<m si o este +,— sau X. Fie 7(f) minimul dupd k pe multimea
programelor astfel definite. Cu acestea problema se poate formula sub forma:
numdrul zerourilor intregi distincte ale lui f este marginit polinomial de T(f)?

Altfel spus Z(f) < ar(f) pentru toti [ € Z[t] ?, unde Z(f) este numirul
zerourilor intregi distincte ale lui f* si @ si ¢ sunt constante universale. Un rispuns

afirmativ la aceasta problema implica netratabilitatea problemei Nullstellensatz ca o
problemi de decizie peste C si deci P # NP peste C [Shub si Smale, 1995].
Marginile curbelor Diofantice. Se poate decide daca o ecuatie diofantina

f(x,»)=0,

unde f(x,y)= Zaax“‘y"z, a=(,a,) si a=a,+a,, a, >0,

lal<d

i =12, are o solutie intreagd (X, y), in timpul 2° , unde s este marimea lui

[, defintiica s(f)= D max(logla,

lal<d

Problema este foarte delicata, fiind o versiune a unei bine cunoscute probleme din
teoria numerelor. Solutia celei de-a 10 probleme a lui Hilbert, data de Matiyasevich,
aratd nedecidabilitatea acestei probleme daca numarul de variabile nu este limitat.
Ramane totusi de demonstrat daca se poate decide cad existd un numar rational de
solutii pentru o ecuatie Diofantica. Ceea ce este relevant aici este notiunea de clasa
NP din teoria complexitatii. O problema din clasa NP este privita ca una rezolvabila
intr-un timp exponential.

Finitudinea numarului de puncte de echilibru relativ in mecanica cereasca.
in problema 7 — corpurilor din mecanica cereascd, pentru orice alegere a maselor

1° )
relativ ? Pentru cazul 7 = 3, problema a fost rezolvati afirmativ de Lagrange si

1), iar ¢ este o constantd universald ?

numere reale pozitive, existd un numar finit de puncte de echilibru

n°

Euler. Pentru cazul 7 = 4, finitudinea nu este cunoscuti.
Mai exact, problema celor 7 — corpuri este studiul dinamicii a 7 puncte materiale

de mase m; > 0 sipozitii x; € R" care satisfac legile de miscare ale lui Newton:
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mm (x,—x)
.. J\Ti J .
= _— <7<
m;X; Z i 1< j<n
i# ] i
where 7, este distanta dintre X; i X Iz O miscare de echilibru relativ este o solutie a
ecuatiilor de mai sus in R” de forma x,(¢) = R(#)x,(0), unde R(t) este o rotatie
uniforma cu viteza unghiulard v # 0 1in jurul unui punct ¢ € R*. O astfel de
solutie este posibild dacd si numai dacd pozitiile initiale x,;(0) satisfac ecuatiile
algebrice
m,(x; —x j)
Alx,—e)= 2——— 1< j<n
i T

unde A=—-v*> <0. Centrul de rotatie ¢ este centrul de masd a sistemului. O

solutie a acestor ecuatii se numeste configuratie de echilibru relativ sau Inca echilibru
relativ. Fiecare echilibru relativ genereazd o familie de miscari periodice eliptice.
Echilibrul relativ pentru problema cu trei corpuri este bine cunoscut. Pana la o
simetrie problema are exact cinci echilibre relative. Doud dintre acestea sunt
triunghiurile echilaterale ale Iui Lagrange. Celelalte, sunt trei configuratii coliniare
descoperite de Euler.

Pentru problema cu patru corpuri situatia este deja foarte complexa pentru a avea o
clasificare completad a echilibrelor relative. Hampton si Moeckel [2004] au aratat ca
dacad masele sunt pozitive, atunci pentru problema cu patru corpuri existd numai un
numar finit de clase de echivalentd de echilibru relativ. Mai precis, ei aratd ca
problema cu patru corpuri admite cel putin 32 si cel mult 8472 de clase de
echivalentd de echilibru relativ, dintre care 12 dintre acestea sunt coliniare.
Demonstratia se bazeazd pe integrarea simbolicd a ecuatiilor de miscare. Este
interesant de notat cd demonstratia finitudinii pentru aceastd problema se reduce la a
arata ca un sistem de ecuatii polinomiale are un numar finit de solutii, astfel incat
r;# 0 pentrutoti 7 # J.

7. Distributia punctelor pe o 2-sferd. Fie

( 1
Ve()= X log[—
X,

1<i<j<N Hxi —

)

unde Xx = {xl,...,xN }, X, sunt puncte distincte de pe sfera 2-dimensionald

S*c R%,si

este distanta in R*. Daci notam cu
Vy =minV, (x),

atunci se pot gasi punctele {x1 R }, astfel incat:

V()= V, <clog(N),

unde C este o constanta universala ?

xi—xj

Aceastd problema vine din teoria complexitatii §i este motivata de problema gasirii
unui polinom initial bun pentru algoritmul homotopiei de realizare a Teoremei
Fundamentale a Algebrei.

8. Introducerea dinamicii in teoriile economice. Includerea ajustarii preturilor in
modelarea matematicd a teoriei generale a echilibrului. Existd o teorie statica a
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preturilor de echilibru formulatd de Walras si dezvoltatd de Pareto, Arrow si Debreu.
Pentru cazul simplu al unei piete, preturile de echilibru se stabilesc din ecuatia care
defineste egalitatea cererii si a ofertei. In acest caz dinamica economiei se giseste
foarte simplu. Pentru mai multe piete, situatia este mult mai complexa. Aceasta este
de fapt problema centrald a economiei, problema echilibrului.

O ilustrare a unui model (static) economic simplu este cel dat de Arrow-Debrew, in
care se considerd determinarea echilibrului unei economii cu doi agenti economici:
producitori si consumatori [Paltsev, 2004]. Consumatorii dispun de forta de munca
L si de capitalul K. Consumatorul isi obtine venitul siu din vanzarea fortei sale de

muncd. El achizitioneaza bunuri §i servicii care au o anumitd utilitate pentru el.
Presupunem, pentru simplitate, cd in economia de care vorbim sunt numai doua
bunuri: X si Y. Pe de alti parte, producitorii utilizeazi forta de muncid a

consumatorilor pentru a produce bunuri si servicii. Ambele sectoare de productie
X si Y sunt caracterizate de anumite tehnologii de productie F' si respectiv G.

Problema constd in a determina preturile si cantitatile care maximizeazd profitul
producatorului §i utilitatea consumatorului. Aceasta problema se exprima sub forma
unei probleme generale de optimizare:
maxW(X,Y)
referitor la:

p.X+pY=wL+rkK,
X=FK_,L), Y= G(Ky,Ly),
L=Lx+Ly, K=Kx+Ky,
unde W este o functie de utilitate; p, si p, sunt preturile bunurilor X si Y;
7 este pretul capitalului K; W este pretul fortei de muncd L; K si L_ sunt
capitalul si forta de munci utilizate in sectorul care produce bunul X; K v si L y
sunt capitalul si forta de munca utilizate in sectorul care produce bunul Y. Deci,

problema echilibrului economic se poate rezolva prin optimizarea modelului Arrow-
Debreu de mai sus. Totusi, sunt anumite cazuri cum ar fi prezenta mai multor bunuri,
a taxelor §i impozitelor, a anumitor distorsiuni, in care nu este posibil sd rezolvam
problema echilibrului pietei ca problema de optimizare de mai sus. In 1985
Mathiesen a aratat cd modelul de echilibru economic Arrow-Debreu se poate
reformula ca o problemd mixtd de complementaritate (MCP) in care apar trei
inegalitati fundamentale: conditia de profit zero, conditia de transparenta a pietii si
conditia de balansare a veniturilor. Situatia prezentatd pare foarte simpla, dar cand se
incearca punerea ei in practica apar probleme deosebit de complicate chiar si In acest
caz al echilibrului static.

Introducerea dinamicii in echilibrul economic se bazeazd pe diferite abordari (vezi
[Ginsburgh si Keyzer, 1997]), dar una dintre cele mai utilizate este modelul Ramsey
(vezi in acest volum lucrarea: ,,Model de crestere economica Ramsey™). Modelele
dinamice au caracteristica de a efectua predictii in viitor. Dar, un asemenea model ne
poate spune ce se intdmpld in viitor numai dacd in economia respectivd nu sunt
socuri, ruputuri sau schimbari structurale majore. In plus, trebuie si se facd anumite
presupuneri privind rata de crestere economica pe o perioada de timp, rata de crestere
a populatiei, inflatia, somajul, deprecierea monedei etc. Toate aceste presupuneri ne
departeaza foarte mult de realitate. Totusi, atat agentii economici cat si factorii
politici trebuie sid-si bazeze deciziile lor pe calcule matematice. Deci, modelele
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dinamice de echilibru sunt instrumente foarte importante in evaluarea politicii
economice. Trebuie sa constientizam ca un model static bun este mult mai folositor
decat un model dinamic prost, iar modele dinamice bune sunt foarte rare, dacad nu
chiar inexistente !

9. Problema programarii liniare. Exista, in corpul numerelor reale, un algoritm
polinomial in timp, care sa decida fezabilitatea unui sistem de inegalitati
liniare Ax>b ?

Sistemul Ax > b admite la intrare 0 72 X n — matrice A si un vector b € R" si

problema consti in a afla daci existi un x € R" care si verifice inegalititile liniare
ale sistemului. De fapt, aceasta este versiunea ca problema de decizie a problemei de
optimizare: date 4, b camaisussi ¢ € R" si se decida daca

max ¢” x, referitor la Ax > b
exista i daca da sa se calculeze un astfel de x.

Faimosul algoritm simplex, precizat pentru prima datd intr-o forma voalatd de
Poussin (1866-1962) si Kantorovich (1912-1986) si algebrizat de Dantzig (1914-
2005), furnizeaza o solutie la ambele probleme (definite peste corpul numerelor
reale). In 1972 Klee si Minty au construit o problema simpla de programare liniara
(prin deformarea unui cub) pentru care algoritmul simplex are o comportare
exponentiald. Borgwardt, Haimovich si Smale au aratat cd In medie algoritmul
simplex este polinomial in timp.

Utilizand modelul computational dat de masina Turing si inspirdndu-se din lucrarile
lui Yudin si Nemirovsky, Leonid Khachiyan (1952-2005) in 1979 a gésit un algoritm
polinomial (algoritmul elipsoidului) pentru problema programarii liniare. Algoritmul
elipsoidului furniza o solutie cu o margine de complexitate marginita de O(n" L)
operatii, unde L este lungimea in biti a datelor de intrare. Implementari deosebit de
ingrijite §i experimente computationale foarte minutioase au ardtat cd algoritmul
elipsoidului nu are o valoare intrinsecd in sensul rezolvarii rapide a problemei.
Aceasta a schimbat opinia generald conform careia dacd avem un algoritm
polinomial atunci putem rezolva problema. Pentru a avea o eficientad computationala,
gradul polinomului de complexitate trebuie sa fie mic, de exemplu 2 sau maxim 3.

In 1984, Karmarkar a elaborat o metoda de punct interior care rezolva problema de
programare liniard in O(nL) iteratii, fiecare dintre acestea necesitdnd rezolvarea

unui sistem liniar in R” . Complexitatea fiecdrei iteratii este de O(7°) operatii, dar

utilizdnd tehnici de reinversare, aceastd margine a fost redusd de Karmarkar la
25 . o . - . . o

O(n”") operatii, asa incat complexitatea totald a algoritmului de punct interior este

35 .. . g . P <
de O(n”" L) operatii. Nu numai ci aceastd margine este mai mica decat cea dati de

Khachiyan, dar acesta s-a dovedit a avea performante excelente pentru rezolvarea
problemelor de mari dimensiuni.

In 1988 Renegar a descris un algoritm de punct interior cu o margine de complexitate
de O(x/n L) iteratii, cu o complexitate totala identica cu cea a lui Karmarkar.

Pentru numere rationale algoritmul elipsoidului este polinomial in timp (in functie de
marimea intrdrii in modelul pe biti). Ca algoritm peste corpul real, adica intr-o
aritmetica exacta, algoritmul elipsoidului, in general, nu este finit. Aceeasi observatie
este valabild si pentru algoritmii de punct interior.
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10.

11.

Facem distinctia clara: algoritmul simplex este un algoritm finit peste corpul real si
cel rational, atat in modelul unei aritmetici exacte cat si in modelul pe biti. Algoritmii
de punct interior sunt finiti numai peste corpul rational in modelul pe biti si nu peste
corpul numerelor reale.

Lema inchiderii. Fie f[:M — M un difeomorfism al unei varietdfi

compacte netede M si x un punct non-miscator al lui f. Este posibil ca
f impreuna cu derivatele de ordin 1, pentru fiecare r, sa fie arbitrar de
bine aproximat de un difeomorfism g:M — M astfel incdt x este un punct
periodic al lui g ?

Fie X un spatiu metric si f:X — X o surjectie continui. Atunci, un element
X € X este un punct miscitor (riticitor) (wandering point) (punct haotic) daci
existd o vecinitate U a lui X si un intreg N astfel incat pentru toti 7> N,

f"(U)NU =Q. Dacd Xx nu este migcitor (non-wandering point), atunci il
numim non-migcator. Altfel spus, X este non-miscator daca pentru orice vecinatate
U alui x existdi n>1 astfel incat f"(U)NU # . Punctul X este un punct
periodic, de perioadd m pentru g, daci g" (x) = x.

Importanta lemei inchiderii zace in faptul cd un raspuns pozitiv ar conduce la o
intelegere profunda in dinamica sistemelor legat de teoria genericitatii, stabilitate si
bifurcatii. Primul rezultat important in aceasta directie a fost dat de Peixoto [1962].
Dinamicile 1-dimensionale sunt in general hiperbolice ? Este posibil ca un
polinom T definit peste corpul numerelor complexe sa fie aproximat de unul
de acelasi grad cu proprietatea ca de-a lungul iteratiilor orice punct critic
tinde la un deversor periodic.

Problema este nerezolvatd chiar pentru polinoame de gradul 2. in aceastd problema
T este o aplicatie polinomialdi 7:C — C (C este corpul numerelor complexe)

care este consideratd ca un sistem dinamic discret. Daci z € C, atunci orbita sa
Z=124,2),2,,...5¢ defineste ca z, = T(Zj_l), iar j se poate interpreta ca
variabila timp (discret). Un punct fix w al lui T (T(w) = w) este un deversor
dacd derivata 7'(w) alui T in W are valoarea absolutd mai micd decat 1. Un

deversor periodic al lui T de perioadd p este un deversor al lui 7”. Un punct
critic al lui T este un punct in care derivata lui 7' se anuleazd. Un punct fix X al
unui difeomorfism 7: M — M este hiperbolic daca derivata DT (x) alui T in
X nu are nici o valoare proprie cu valoarea absoluta egald cu 1. Dacd X este un
punct periodic de perioadd p, atunci X este hiperbolic daca el este un punct fix

hiperbolic al lui 7'”. Notiunea de hiperbolic se extinde in mod natural la multimea
Q a punctelor haotice (vezi problema 10). Cu acestea un sistem dinamic
T € Diff (M) este numit hiperbolic daca punctele periodice sunt dense in € si Q

este hiperbolicad. Dinamicele hiperbolice se identificd cu o notiune foarte tare de
stabilitate a sistemelor dinamice numita stabilitate structurald.

Problema se poate reformula sub forma echivalentd: o aplicatie polinomiala
T:C — C se poate aproxima cu una hiperbolici ? Teoria sistemelor dinamice 1-
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12.

13.

14.

dimensionale complexe a inceput cu lucrarile lui Cayley din secolul 19 continuand cu
cele ale lui Fatou si Julia de la inceputul secolului trecut. Problema raméne deschisa
ca una fundamentala in dinamicile 1-dimensionale.

Centrele difeomorfismelor. Este posibil ca un difeomorfism definit pe o

varietate compacta M in ea insasi sa fie C" aproximat (v >1) prin
T:M — M care comutd numai cu iteratiile lui ?

Centralizatorul Tui T in grupul difeomorfismelor este {7*:k € Z}. Pentru cazul
dim M =1 problema este rezolvati. Problema este interesanti deoarece furnizeazi

o intelegere a ceea ce se intampla dincolo de hiperbolicitate, unde problemele sunt
departe de a fi clarificate.

Problema a 16-a a lui Hilbert. Considerdam ecuatia diferentiald din R”:

& pny, Yooy
ar WY dt_Qx’y

unde Psi Q sunt polinoame. Exista o margine K a numarului finit de

cicluri limita de forma K < d?, unde d este maximul gradelor lui Psi Q,
iar q este o constanta universala ?

Aceasta este o versiune moderna a partii a doua a problemei a 16-a a lui Hilbert. Desi
sunt Incercdri notabile in ceea ce priveste rezolvarea acestei probleme, lucririle
recente trebuie sa fie reanalizate pentru a se ajunge la o concluzie definitiva.
Structura solutiei ecuatiilor Lorenz este aceea a unui singur atractor ? Altfel
formulat, dinamica ecuatiilor diferentiale ordinare Lorenz este aceea a
atractorului Lorenz al lui Williams, Guckenheimer §i Yorke ?
in 1936 Edward Lorentz (1917-2008) a introdus urmatorul sistem de ecuatii
diferentiale:

X, =—ox, +ox,,

Xy = PXp = Xy = XXy,

Xy ==y + XX,
ca modelul matematic, foarte simplist, al dinamicii atmosferei. o este cunoscut ca
numdrul Prandtl, o este numdrul Rayleigh. Studiind acest sistem, Lorenz a

descoperit dependenta solutiilor acestuia de conditiile initiale - o proprietate foarte
importantd a nepredictibilitatii in reprezentdrile matematice ale Naturii. Simulari
numerice intensive 1Intr-o vecindtate (deschisd) a valorilor parametrilor:
o=10, f =8/3si p=28impuse de Lorenz au aritat ci aproape toate

punctele din spatiul fazelor tind la un singur atractor - atractorul Lorenz. In general
un atractor este o multime in spatiul variabilelor la care un sistem dinamic tinde dupa
o perioada de timp destul de lunga. Geometric, un atractor poate fi un punct, o curba,
o varietate sau chiar o multime mai complicata cu structurd de fractal. In figura de
mai jos se arata varietatea si atractorul Lorenz obtinute de Mike Henderson, in cadrul
proiectului MULTIFARIO: Computing invariant manifolds - COIN-OR. [Henderson,
M., Invariant Manifolds in the Lorenz System, http://www.coin-or.org /multifario
/Lorenz.html]. Varietatea Lorenz este multimea punctelor din spatiu care tind la
origine, care este un punct de stagnare sau, in realitate, locul unde aerul (atmosfera)
este in repaos. Originea intotdeauna este un punct fix. Aceastd miscare, descrisa de
varietate, este complicata, dar mult mai usor de a se studia decat atractorul, care
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reprezintd o migcare foarte complicata.

In figurile de mai jos se arati o proiectie a atractorului Lorenz, cu aceleasi valori ale
parametrilor care pun in vedere structura acestuia pentru diferite momente de timp.
Desi atractorul apare ca un aranjament a doud discuri, totusi structura lui este mult
mai complexd. O asemenea structurd cu un nivel infinit de detalii se numeste fractal.
Haosul are doua caracteristici esentiale. Prima este dependenta senzitivd de
parametri. Fractalii sunt a doua caracteristica esentiald a haosului.

Un atractor este o multime de stdri, invariante la dinamica sistemului, citre care
starile vecine dintr-un bazin de atractie tind asimptotic in cursul evolutiei sistemului.
Un atractor se defineste ca cea mai micd multime cu aceastd proprietate care nu se
poate descompune in doi sau mai multi atractori cu bazine de atractie distincte.
Sistemele dinamice au mai multi atractori, fiecare cu propriul lui bazin de atractie.
Atractorul Lorenz este un atractor care apare In sistemul de ecuatii simplificate care
descriu curgerea in doud dimensiuni a unui fluid. Din Intdmplare, in 1960, Lorenz a
descoperit comportarea haoticd a acestui sistem de ecuatii diferentiale. in 2002, W.
Tucker [2002] (Cornell University) a rezolvat in mod afirmativ aceastd problema.

Problema este foarte importanta deoarece stabileste fundamentele pentru aplicatiile
sistemelor dinamice haotice. Pand in prezent in ecuatiile fizicii matematice, din fizica
si inginerie, haosul apare numai intr-un sens foarte restrdns. Pe de altd parte, o
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15.

16.

17.

situatie paradoxala apare in acumularea erorilor de rotunjire. In studiul computational
al ecuatiilor diferentiale haotice erorile de rotunjire cresc exponential prin chiar
proprietatea fundamentald a haosului.

O alta problema legata de aceasta este urmatoarea: se poate decide dacd un sistem
dat este haotic ? Exista un algoritm care admitand la intrare coeficientii unui sistem
dinamic poate stabili daca sistemul este sau nu haotic ?

Ecuatiile Navier-Stokes. Au ecuatiile Navier-Stokes, dintr-un domeniu
Qc R’ o solufie unicd netedd pentru orice t ?

Probabil aceasta este cea mai celebrd problema din teoria ecuatiilor diferentiale.
Ecuatiile Navier-Stokes se pot scrie sub forma:

au

5+(u.V)u— VAu+grad p=0, divu=0,

unde functiile de clasi C” u: R, xQ — R’si p:QQ— R sunt necunoscutele
problemei care trebuie determinate sda satisfacd aceste ecuatii, In care # este

specificat la momentul #=0 si pe frontiera J€2 a domeniului . Aici,
R =0 vy’ 2 o
. =[0,0), u.V = o U o si V este o constantd pozitiva. Problema a
1

fost intensiv studiatd si s-a dat un raspuns pozitiv att in spatiul cu 2 dimensiuni, cat
siin cel cu 3, dar pentru ¢ 1in intervale [0, 7] mici.

Importanta problemei rezida in faptul ca solutia ei furnizeazd o intelegere a
problemelor de turbulentd si combustie, a atractorilor haotici in aceste fenomene
fizice.

Conjectura Jacobianului. Presupunem ca [:C" — C" este o aplicatie

polinomiald cu proprietatea ca derivata ei in orice punct este nesingulara.
Atunci este f injectiva ?

In acest caz c" este  spatiul  complex n — dimensional  si
f(2)=(f,(2),..., f,(2)), unde fiecare [, este un polinom in 7 variabile.

Derivata lui f in z, Df(z):C" — C" este o matrice de derivate partiale, iar
conditia de nesingularitate este det Df'(z) # 0. Daci f este injectivi, atunci ea
este surjectivd si are o inversa care este o aplicatie polinomiald. Demonstrarea
suficientei este o problema deschisd inca din 1939.

Rezolvarea ecuatiilor polinomiale. Este posibil ca utilizdnd un algoritm
uniform, sa determinam cu aproximatie un zero pentru un sistem de n

ecuatii polinomiale in n necunoscute intr-un timp polinomial ?

Altfel spus, problema incearcd sa faca o distinctie clard intre tratabil si netratabil, in
domeniul rezolvarii sistemelor de ecuatii algebrice polinomiale. Cateva precizari sunt

necesare. Considerim f:C" - C", f(2)=(f,(2),...,f,(z)), unde

z € C"si fiecare f, este un polinom in 7 variabile de grad d,. In aceastd

problema, motivat de rezultatele lui Abel si Galois, prin solutie aproximativa
intelegem o solutie determinatd prin algoritmul Newton. Timpul de calcul este
masurat prin numarul de operatii aritmetice §i comparatii in corpul numerelor reale.
Problema este de a gasi un algoritm uniform, adicd independent de gradul
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polinoamelor fl , care sa furnizeze o solutie Intr-un timp mediu de calcul marginit

de un polinom definit de marimea intrarii, adicd de numarul de coeficienti ai functiei
f. Problema determindrii zerourilor unui polinom sau a unui sistem de ecuatii
polinomiale este foarte veche si constituie problema centrala in foarte multe domenii.
Aici suntem interesati de a vedea daca, in conditiile specificate, problema se poate
rezolva eficient si sistematic pe calculatoare.

18.  Care sunt limitele inteligentei, umane sau artificiale ? Acest proiect cere
dezvoltarea unui model matematic al inteligentei, care sa ia in consideratie diferitele
tipuri de inteligentd. Definirea inteligentei artificiale nu este simpld si nu existd o
convergentd de opinii 1n acest sens. Se poate spune cd inteligenta artificiala este
stiinta §i ingineria de a face masinile inteligente, in special programele de calcul.
Altfel spus, inteligenta artificiald este acea parte computationald a abilitatii (unei
magini) de a realiza anumite scopuri. Dificultatea aici constd 1n lipsa unei
caracterizari (matematice) a procedurilor computationale pe care le putem numi
inteligente. O parte importantd a unei activitati inteligente este ,rezolvarea
problemelor. Pe langa aceasta exista si problema ,,complexitatii calculelor, o alta
fatd a inteligentei (artificiale sau umane). Un alt aspect care trebuie introdus in
modelul inteligentei este acela al ,,invatarii* etc.

Céateva comentarii sunt necesare.

La cererea lui Arnold, Steve Smale, unul dintre cei mai respectabili matematicieni
ai timpului nostru, laureat al premiului Fields pe anul 1966, prezinta o lista foarte
personald de probleme matematice pentru secolul al XXI-lea. La o privire de
ansamblu, problemele lui Smale se pot clasifica in doud mari clase. Prima contine
probleme formalizate matematic, precis definite. A doua clasd include probleme
mai putin formalizate sau cu un caracter foarte descriptiv. Problema 18 este
remarcabild 1n aceasta clasa.

O analiza atentd a problemelor formalizate ne aratd cd majoritatea dintre
ele se refera la determinarea solutiilor unor obiecte matematice din punctul de
vedere al calculului numeric al acestora. Aceasta este deosebirea fundamentala
dintre abordarea lui Hilbert cand acesta si-a construit lista sa la inceputul
secolului al XX-lea si abordarea lui Smale cdand a articulat cele 18 probleme ale
sale la sfarsitul secolului al XX-lea. Pe timpul lui Hilbert interesul era mai mult
catre existenta solutiilor, altfel spus se punea accentul pe dezvoltarile teoretice care
puteau conduce la rezolvarea problemelor (in sens afirmativ sau negativ), fata de
Smale care insistd asupra computabilitatii solutiilor. Hilbert trdia sub primatul
matematicii. Diferenta de abordare este enorma si aratd noua pozitie a oamenilor
de stiinta, determinatd de informaticd definitd ca activitate de mare intelectualism
in ceea ce priveste cobordrea in computational a conceptelor matematice, de
reintoarcere la primatul existentei. Intr-un sens foarte general, Smale se
incadreaza in atitudinea lui Leibniz, ambii fiind interesati in modul cel mai profund
cu putinta de calcul. Multe din problemele lui Smale sunt foarte vechi. De exemplu
problema 4 de determinare a zerourilor intregi a unui polinom, sau problem 5
privind Marginile curbelor Diofantice, problema 9 a programarii liniare, problema
17 a rezolvarii ecuatiilor polinomiale sunt probleme care au preocupat comunitatea
stiintificd de foarte mult timp. Totusi, noutatea in cazul acestor probleme o
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constituie impunerea cerintei de determinare a solutiei cu ajutorul unui algoritm
polinomial. Aceasta ridica problema organizarii si studiul complexitatii
algoritmilor - o problema fundamentala a informaticii. Alte probleme cum ar fi
problema 10 lema inchiderii, problema 11 privind dinamicile 1-dimensionale sau
12 privitor la centrele difeomorfismelor se refera la aproximarea solutiilor tot din
punct de vedere computational. La fel si problemele 1 privind ipoteza lui Riemann,
14 structura solutiilor ecuatiilor Lorenz i 15 ecuatiile Navier-Stokes implica
utilizarea unei matematici computationale care se sperd sd furnizeze unele
intelegeri ale fundamentelor reprezentarii in simboluri matematice a creatiei.
Observam ca toate aceste probleme sunt legate de teoria computabilitatii,
care stabileste ceea ce putem calcula, cum si cu ce efort. Teoria clasicd a
calculabilitatii, asa cum a fost stabilitd de Alan Turing (1912-1954) a furnizat
rezultate exceptionale in stabilirea fundamentelor si a cadrului teoretic a stiintei
calculatoarelor. Totusi, dependenta acesteia de ,,0” si ,,1” fundamental este
neadecvatd stabilirii unei baze pentru calculele stiintifice, in care cei mai multi
algoritmi - bazati pe ideile lui Newton, Euler, Gauss si altii - sunt algoritmi care
lucreazd cu numere reale. in 1989 Shub, Smale si Blum au introdus o teorie a
calculabilitatii si a complexitatii peste inele sau campuri arbitrare R. Daca

R=Z7, = {0,1}, atunci noua teoric se reduce la teoria clasicd a stiintei
calculatoarelor. Daca R este campul numerelor reale, atunci algoritmul Newton -
paradigma algoritmilor de analizd numericd - se incadreaza in noul model de
calcul. Clasele de complexitate P, NP si problema fundamentala P = NP ?
(problema 3 din lista lui Smale) pot fi reformulate In mod natural peste inelul
arbitrar R. Raspunsul la problema fundamentala P = NP ? depinde de
complexitatea deciziei admisibilitatii sistemelor de polinoame definite peste R
(problema 17 din lista lui Smale). Cand R = Z, atunci aceasta devine problema
clasica a satisfiabilitatii a lui Cook-Karp-Levin (problema SAT). Cand R este

corpul numerelor complexe, raspunsul depinde de complexitatea problemei a 10-a
din lista lui Hilbert (Nullstellensatz Problem).

4. Problemele Mileniului. Clay Mathematics Institute

Clay Mathematics Institute’, Cambridge, Massachusetts, USA, a formulat (selectat)
un numar de 7 probleme considerate problemele mileniului. Céateva dintre acestea
sunt luate din lista lui Hilbert. Consiliul stiintific al acestui institut a selectat aceste
probleme luénd in consideratie faptul important ca acestea au rezistat de-a lungul
anilor. Pentru fiecare dintre acestea Institutul a alocat un premiu in valoare de un
milion de dolari. Dintre aceste 7 probleme, conjectura lui Poincaré a fost rezolvata
de Grigori Perelman, in 2002.

1. Conjectura lui Birch si Swinnerton-Dyer. Aceasta este a 10-a problema din lista lui
Hilbert pentru care Matiasevici a dat un raspuns negativ. Totusi in anumite cazuri

3Clay Mathematics Institute, http://www.claymath.org/index.html
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speciale se pot spune mai multe despre aceastd problema. Cand solutiile sunt puncte de
pe o varietate abeliand, atunci conjectura Birch i Swinnerton-Dyer afirma ca méarimea
grupului punctelor rationale este legatd de comportarea functiei £ () a lui Riemann

langa punctul s = 1. In particular, conjectura afirma ci dacd £ (1) = 0, atunci exista
un numdr infinit de solutii rationale, si invers dacd ¢ (1) # 0, atunci existd numai un
numar finit de astfel de solutii.

Conjectura lui Hodge. Pe o varietate algebricd proiectivd nesingulard definitd pe C,
orice clasd Hodge este o combinatie liniara rationald de clase de cicluri algebrice.
Rezolvarea ecuatiilor Navier-Stokes. Ecuatiile Navier-Stokes descriu curgerea
fluidelor in R" unde 7 =2 sau 3. Problema consti in a decide dacd sau nu aceste

. . . . D3 3,53
ecuatii au solutii netede, fizic realizabilein R” sau R° / Z~.

P versus NP. Una dinte cele mai provocatoare probleme din stiinta calculatoarelor este
de a determina dacd P=NP. P este clasa problemelor de decizie rezolvabile de un
algoritm intr-un numar de iteratii care este marginit superior de un polinom 1in
lungimea intrarii asociate problemei. NP este clasa problemelor de decizie care admit
un algoritm polinomial nedeterminist, adica un algoritm care verificd corectitudinea
unei solutii a problemei in timp polinomial.

Problema este foarte importanta, fiind una dintre problemele secolului al XXI-lea,
deoarece se plaseaza la fundamentul informaticii. Esenta informaticii este coborarea in
computational a conceptelor matematice, cobordre care constd in algoritmizarea
acestor concepte, punerea lor in opera. Ca atare, constructia algoritmilor polinomiali
este esentiala pentru rezolvarea problemelor formalizate.

Conjectura lui Poincaré. In 1904 Henri Poincaré a formulat urmitoarea problema.
Consideram o varietate compacta in R’ fard frontiera (nemarginitd). Este posibil ca
grupul fundamental al acestei varietdti sa fie trivial, chiar dacd varietatea nu este
homeomorfa cu sfera din R> ? Altfel spus, o varietate simplu conexd din spatiul cu

n+1 dimensiuni este homeomorfa cu o sfera n—dimensionala ? ldeea este
urmatoarea. Dacd avem o anumitd suprafatd simplu conexa, adicd fara gauri, atunci
aceasta se poate deforma continuu pana cand va lua suprafata unei sfere. Notdm cé din
punct de vedere topologic un elipsoid marginit este o sferd, iar suprafata unei sfere
tridimensionale este bidimensionala. Acest enunt matematic, conjecturat de Poincaré in
1904, nu si-a gasit demonstratia pana in 2002. Pentru cazul n =4 demonstratia a fost
precizata de Freedman [1982]. Mai mult, pentru cazul mai general n >4 demonstratia
a fost datd de Zeeman [1962] Stallings [1960] si Smale [1960]. Totusi pentru cazul
n =3 nu se cunostea o demonstratie. Pentru acest caz William Thurston (Princeton) si
Richard Hamilton (Cornell) au precizat cateva demonstratii asupra acestei conjecturi si
a generalizarii ei, cunoscuta ca ,,conjectura geometrizarii”, fard a epuiza subiectul.
Problema era céd pe masura ce suprafata simplu conexa se deformeaza in mod continuu,
in timp este foarte posibil ca sa apard anumite singularitati, astfel Incat nu orice punct
al suprafetei ajunge pe suprafata sferei (sfera in sens larg topologic). in 2002 Perelman
(Sankt Petersburg) inchide aceastd problema prin precizarea unei proceduri prin care
singularitatile pot fi facute sa dispara. in esentd Perelman indica o chirurgie prin care
marimile care sunt utilizate In definirea deformarii sunt netezite. Perelman nu a dat o
demonstratie completd a conjecturii, ci a schitat un schelet de demonstratie pe 39 de
pagini [2002], completatd in [2003a, 2003b]. Demonstratia completa a fost realizata de
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Huai-Dong Cao si Xi-Ping Zhu [2006]. Pentru rezultatul sau, lui Perelman i s-a oferit
medalia Fields pe care a refuzat-o. Mai mult, acesta a refuzat si premiul de un milion
de dolari al Clay Mathematics Institute.

6. Ipoteza Ilui Riemann. Aceasta este a 8-a problemd din lista lui Hilbert. Distributia
numerelor prime in multimea numerelor naturale este foarte neregulata, dar Riemann a
observat ca frecventa numerelor prime este intim legatd de comportarea functiei
¢ (s), numita functia Zeta a lui Riemann. Ipoteza lui Riemann este ca toate solutiile

netriviale ale ecuatiei ¢ () = 0 au partea reald egald cu 1/2. Matematicianul italian

Bombieri a ardtat ca, in raport cu un anumit camp de probabilitate, ipoteza lui Riemann
are loc cu probabilitatea 1.

7.  Teoria cuanticd a lui Yang-Mills. Yang si Mills au introdus un cadru remarcabil pentru
a descrie particulele elementare utilizdnd structuri care apar in geometrie. Teoria lor
constituie fundamentul multor dezvoltari teoretice din fizica particulelor elementare si
predictiile acestei teorii au fost testate cu succes. Problema este de a fundamenta
matematic aceasta teorie.
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