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In acest capitol descriem metoda gradientului conjugat pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii algebrice liniare. Aceasta metoda a fost prezentatd pentru prima data de
Magnus Hestenes de la Instututul pentru Analizd Numerica a Laboratorului
National de Matematicd Aplicatd — Los Angeles si de Eduard Stiefel de la
Universitatea Tehnica din Ziirich.

La 1inceput, algoritmii corespunzatori acestei
metode au fost considerati ca tehnici directe de
rezolvare a sistemelor liniare, dar repede au fost
abandonati in urma comparatiilor numerice cu
metodele directe bazate pe eliminarea Gauss. S-a
observat cd 1intr-o aritmeticd exactd, datorita
pierderii rapide a ortogonalitatii vectorilor generati
de algoritm, acesta nu se termina in # pasi, unde
n este dimensiunca sistemului. Ca atare,
cercetarile asupra acestor algoritmi au stagnat
aproape doud decenii. Situatia s-a schimbat In anii
1970 cand s-a observat ca pierderea ortogonalitatii g = R
nu eludeaza convergenta acestor algoritmi. Aceasta ~Magnus Hestenes (1906-1991)
contributie foarte importantd a fost adusd de Reid
[1971] care a demonstrat foarte multe aspecte
esentiale ale acestor metode ardtand potentialul lor
ca metode iterative de rezolvare a sistemelor de
ecuatii algebrice liniare de mari dimensiuni cu
matricea coeficientilor rara. Lucrarea lui Reid a stat
la baza a foarte multe dezvoltiri a metodelor de
gradient conjugat ca metode iterative. In [Andrei,
2000] am prezentat principalele rezultate ale lui
Reid si nu le mai discutdm aici. Contributii
importante au fost aduse, intre altii, de: Paige
[1971, 1972, 1976] care a precizat algoritmi stabili
ce nu cer o reortogonalizare completd. Una dintre
primele extensii stabile ale algoritmilor de gradient
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conjugat la matrice nedefinite a fost datd de Paige si Saunders [1975]. Algoritmul
lui Paige si Saunders constituie o realizare majord, in acest sens nefiind inca
depasit din punctul de vedere al proprietatilor numerice.
Imediat Concus si Golub [1976] au considerat cazul
matricelor nesimetrice. O altd extensie majord a
constituit-o introducerea tehnicilor de preconditionare,
care desi discutate si analizate incd din anii 1960, doar
incepand cu anii 1975 au primit o atentie deosebitd mai
ales in contextul algoritmilor de gradient conjugat.
Lucrarea lui Faber si Manteuffel [1984], precum si cea a
gradient conjugat definite prin formule de recurentd cu
numar mic de termeni. Matematic, algoritmii de
gradient conjugat sunt echivalenti, in sensul ca ei
John K. Reid realizeazd acelasi proces de proiectie, dar cu
implementari diferite.
De fapt, aceasta a fost contributia de baza a Iui Reid in ceea ce priveste reabilitarea
acestor metode. De-a lungul timpului acesti algoritmi au fost indelung rafinati,
astfel devenind un instrument fundamental pentru rezolvarea unei largi varietati de
probleme, incluzand aici rezolvarea sistemelor algebrice neliniare si a problemelor
de optimizare cu sau fara restrictii [Andrei, 2008]. In esentd, metodele de gradient
conjugat sunt realizari ale tehnicilor de proiectie ortogonala pe subspatii Krylov.
Ca atare, acestia se scufunda in clasa deosebit de bogatd a metodelor iterative de
rezolvare a sistemelor algebrice liniare [Hackbusch, 1994], [Saad, 1996], [Meurant,
1999], [Barrett et all, 1994], [Dongara, Duff, Sorensen si van der Vorst, 1998].

2.1. METODA PASULUI DESCENDENT

Sa consideram sistemul de ecuatii algebrice liniare
Ax=b, 2.1.1D)

unde A este o matrice simetrica i pozitiv definitd, precum si functionala
1
D(x) ZExTAx—be, (2.1.2)
care este strict convexd. Atunci, exista o solutie unica x a problemei
min O(x). (2.1.3)
Deoarece V®(x)= Ax—b, rezulta cd problema de minimizare (2.1.3) este

echivalentd cu rezolvarea sistemului de ecuatii algebrice (2.1.1). Pentru rezolvarea
problemei (2.1.3) considerdm urmdtoarea metoda iterativd. Fie X, o aproximatie a

solutiei lui (2.1.3) si presupunem ca reziduul r, =b— Ax, #0. Alegem o directie

de cautare d, # 0 si determindm
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mig O(x, +ad,). (2.1.4)
Cu acestea avem
Y(a)=D(x, +ad,)= %azdkTAdk —aa’kTrk +D(x,). (2.1.5)

Avand in vedere ci A este pozitiv definita, atunci d, Ad, > 0. Deci, ¥(a) are

un minim unic obtinut din conditia necesarad de optimalitate
Y'(a)= adkTAdk —dkTrk =0,

adica
d'r
o, =—+—. (2.1.6)
d, Ad,
Cu acestea, noua aproximatie a punctului de minim x al lui (2.1.3) este
X, =X, +tad, (2.1.7)

unde ¢, este dat de (2.1.6). Desigur, daca 7, =b—Ax,,, #0, atunci putem

repeta acest proces de cautare liniara utilizand noua directie de cautare d, .

Pentru a vedea eficienta procesului de mai sus s comparam reducerea
functiei @ cand facem un pas de la x, la x,,,. Din (2.1.5) si (2.1.6) obtinem

DO(x,)—D(x,,,)=D(x,)-D(x, + o, d,) =D(x,)-Y(,;)
1
= —Ea,fdkTAdk +a,dr,
2
_1(4in)
2 d] Ad,
Deci functia @ isi reduce valoarea de-a lungul liniei de mai sus dacd si numai
daca reziduul v, nu este ortogonal pe directia de deplasare d,. Pentru a completa

(2.1.8)

metoda si deci pentru a avea un algoritm de minimizare a lui (2.1.2) trebuie sa
precizam o cale de selectie a directiei d, la pasul k. Dupd cum stim, datd

aproximarea Xx,, atunci cea mai rapidd reducere a valorii functiei @ este in

directia cu semn schimbat a gradientului functiei @ in punctul x,. Aceasta este

chiar metoda pasului descendent [Cauchy, 1847]. Deci, alegerea optima locald a
directiei de deplasare este

d, =-VO(x,)=b—Ax, =r,. (2.1.9)
Pentru functii patratice formula iterativa este urmatoarea:

T
T Tk
. (2.1.10)
vl Ar, ¢

Cu acestea avem urmatorul algoritm de pas descendent.

X1 =X T
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Algoritmul 2.1.1. (Pasul descendent pentru sisteme liniare)
Pasul 1. | Initializare. Selectam punctul initial x, si punem 7y =b—Ax, si
k=0.

Pasul 2. | Se testeazd un criteriu de oprire a iteratiilor. De exemplu daca

reziduul |rk| <&, unde &>0 este o toleranta suficient de mica,

atunci stop; altfel se continua cu pasul 3.

Pasul 3. | Se calculeaza: v, = Ar,, a, =/ r) /(1 v,).

Pasul 4. | Se actualizeaza variabilele si reziduwul: X, =x, +a.7, si

oy =1, —a,v,. Sepune k =k +1 sise continud cu pasul 2. ¢

Citeva observatii sunt necesare:
1) La fiecare iteratie a algoritmului, in pasul 3, sunt necesare urmatoarele operatii
algebrice: un produs matrice vector si doud produse scalare.

2) 1In pasul 4 reziduul r,,, se calculeazd intr-o manierd recursivd utilizand
reziduul de la pasul £.
3) in criteriul de oprire a iteratiilor uzual & =107°,
Observam ca pentru solutia X" a lui (2.1.1), pentru fiecare x € R”, putem scrie:
(x—x) A(x—x")=2(P(x) - D(x")).

Deci, X este un punct de minim al lui @ daca si numai daca acesta minimizeaza

norma
| =5, =y -7 4" - %) @.1.11)

erorii corespunzitoare lui X.

Teorema 2.1.1. Fie A o nxn—matrice simetricd si pozitiv definitd cu valorile
proprii A4, <A, <...<A . Pentru fiecare punct inifial X, sirul X, generat de

algoritmul pasului descendent converge la solutia X alui (2.1.1) si
k
A — .
<| = 4 on -X
4\ A4, +4

Demonstratie. Consideram un punct arbitrar x € R" §i reziduul corespunzator
r =b— Ax. Atunci pasul considerat de algoritmul pasului descendent este:

(2.1.12)

X, —X )
k 4

R S
¥’ Ar rTAr T Ar

= (I — t(x)A) x+t(x)b,

unde #(x) = ”’””2 /(r" Ar). Deci, eroarea este:
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y—x = ([—t(x)A)x-i—t(x)b—x*
= (I—t(x)A)x+t(x)Ax* —x
:(I—t(x)A)(x—x*).

Fie z(o) = (I — O'A)x +ob, unde o € R. Atunci, pentru fiecare & € R avem

LF < Lk

=], lzte)-+1,.

Demonstram ca pentru o =6 = 2/(A4, + 4,) urmatoarea inegalitate este satisfacuta
A

At

Intr-adevar, si consideram erorile e=x—x" §i & =2z(6)—x , atunci

e=2z(6)-x = (I—&A)x+&b—x*
:(1—5A)x+5'Ax* —-x = (I—&A)e.

Observam ca matricea / —G A este simetrica cu valorile proprii 1—64,. Deci

Hz(d‘)—x* Hx—x* )

norma ei spectrala este data de:

24 ||

||I—o~'A||2 = max{ ,
A+ A

2%, || _4-4
IAd| A+ A

Cu acestea obtinem:
o<z 1/2~H H 1/2 ~ H
Hy—x HA _||e||A —HA el,= A" (I-c6A)e ,

=[z-G4)4"|, S%H 47 - ﬁ "

A 2

de unde, prin inductie, obtinem (2.1.12). =

Observatia 2.1.1. Daca A, si A, sunt valorile proprii ale ui 4 ca in teorema 8.1

si K(A)=A,/ A este numarul de conditionare al lui 4 definit in raport cu norma

Euclidiana, atunci algoritmul pasului descendent este caracterizat de urmatorul
factor de reducere a erorii:

*

.
X, —X H < Hx -X
H k PR )

, (2.1.13)
unde

A=A _K(A)-1
A A Kk(A)+1
Deci, cu cat numarul de condi;iorlare al lui 4 este mai mic, cu atat algoritmul
pasului descendent este mai rapid. In particular, cdnd x(A4) =1, atunci 7 =0 ceea

n (2.1.14)

ce Tnseamna cd algoritmul gaseste minimul intr-un singur pas. ¢
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Exemplul 2.1.1. Consideram

1 .1 0 1/, 2
CI)(x):Ex |:0 y}x:a(xl +7x2)a

unde ¥ > 0. Punctul de minim este x =0 si ®(x ) =0. Valorile proprii ale lui
A sunt 1 si y. Aplicam algoritmul pasului descendent din punctul initial

x, = (4,1). In acest caz putem obtine solutia analitici a iteratiilor ca:

N N
y - y -

cu care putem calcula valorile functiei:
2% 2%k
+1 -1 -1
2 y+1 y+1

Pentru acest exemplu vedem cé convergenta este liniard, adica la fiecare iteratie
eroarea evolueazd ca o serie geometrica, aceasta fiind redusd cu factorul

(7 =1)* /(y +1)*. Pentru ¥ =1 solutia exacta se obtine intr-o singuri iteratie. Daca
¥ este intr-o vecinatate a lui 1, atunci convergenta este rapida. Pe de altd parte,
convergenta este foarte lentad pentru for ¥ >1 sau y < 1. Tabelul 2.1.1 arata
numarul de iteratii (#iter) necesare pentru obtinerea unei solutii, pentru diverse
valori ale lui y, pentru care ||rk|| , S 107,

Tabelul 2.1.1. Pasul descendent pentru exemplul 2.1.1.
Numdrul de iteratii.

V4 fiter V4 # iter
10 117 107" 94
1 02 1284 1 0—2 824
10° 13989 103 7082
104 151401 10*4 59298

Performanta algoritmului pasului descendent pentru probleme prost conditionate se
explica prin faptul ca curbele de nivel constant ale lui @ sunt elipse foarte
deformate. Metoda merge 1n zigzag de-a lungul unei vai inguste de tipul

{xeR2 :<I>(x)SCD(x0)}. Desi minimul este situat in directia x;, de-a lungul

iteratiilor algoritmul comuta de la directia in x, la directia in x,, aceasta reducand

puternic viteza de convergentd a algoritmului. Pentru probleme prost conditionate,
aceasta este comportarea tipica a algoritmului pasului descendent.

2.2. METODA DIRECTIILOR CONJUGATE
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Dupa cum am viazut, pentru evitarea comportarii in zigzag a algoritmului pasului
descendent trebuie sa consideram o altd metoda de calcul a directiei de deplasare.

Notam cu /s {dl,. .d k} subspatiul liniar generat de vectorii d,,...,d, . Cu acestea

ne punem problema unei cdutari ideale cu urméatoarea proprietate:

»Daca aproximatiile Xx,,X,,...,X, sunt determinate prin cautare
liniard exacta de-a lungul directiilor d,,d,,...,d,, atunci punctul de
minim Xx,,, al functiei ® de-a lungul liniei x, +ad,, a € R, trebuie
sda minimizeze © pe subspatiul afin X, +ls{d1,...,dk} care este

k]

generat de toate directiile anterioare d,,d,,...,d, .

Deci, daca suntem capabili sd generdm directii liniar independente care satisfac
aceasta proprietate, atunci metoda respectiva nu este numai convergentd, dupa cum
am vazut mai sus, ci este si finitd, deoarece dupa cel mult n pasi ea gaseste

punctul de minim al lui @ pe R", intru-cat x, +ls{d1,...,dn} =R". Zicem ca

metoda are proprietatea de terminare finitd.

Definitia 2.2.1. Fie A€ R"™" o matrice simetrica si pozitiv definita. Multimea de
vectori d,,d,,...,d, € R" se numeste A—conjugatd dacd d;+#0 pentru tofi

j=L...k si djTAdi =0 pentrutoti i, j=1,....k si i # j.

. . . . oy ~ . * . . ..
Teorema 2.2.1. Fie x, € R" o aproximatie inifiald a lui x §i X,,X,,... iteratiile
determinate de o procedura de cautare liniard pentru minimizarea lui (2.1.2), unde
directiile d,,d,,... sunt mutual A—-conjugate. Atunci x,,, minimizeaza functia

D pe subspatiul afin  x, +ls{d1,...,dk} :

Demonstratie. Consideram un punct xex,+Is{d,,...,d,}, atnci x are

urmatoarea reprezentare X =X+ ad,, unde o € R si

k
X=X, +Z§jdj.
Jj=1
Cu acestea avem:

k
O(x)=O(X)+a) &d] Ad, —ad|r, +%a2d,f Ad,.
j=1

Daca djTAdk =0 pentru toti j=1,...,k, atunci
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D(x) = D(F)+ %azd,f Ad, —ad’r,

si problema de minimizare a lui @ pe x, +Is {dl,. wd k} este decuplata in doua

sub-probleme de minimizare. Prima constd in minimizarea functiei @ pe
X, +1s {dl ") k} si a doua in minimizarea functiei
1 24T T
Y(a)= Ea d, Ad, —ad, 1,

care, dupa cum se vede, este independentd de X, dar depinde numai de directia de
cautare curentd d.

Minimul ¢, allui ¥ este

T
a, :%_
d, Ad,
Dar,
k
dlr,=d] b—A(x0 +Zajd_/)
j=1
k
=d[ | b—Ax,— Y a,Ad,
Jj=1
k
:dkTrO—ZajdkTAdj =d,r,.
Jj=1
Deci,
ak :ﬁ‘
d, Ad,

Daci directiile d; sunt mutual conjugate, adica d’ Ad ; =0, pentru i # j, atunci
minimul lui @ pe subspatiul afin x, +ls{d1,...,dk} poate fi inlocuit prin &

cautari liniare consecutive de-a lungul directiilor d,,d,,...,d, . Problema acum s-a

mutat la aceea a determinarii unui set de directii mutual conjugate. De modul cum
se implementeaza aceastd idee a conjugarii depinde tipul de algoritm de gradient
conjugat. Deci, pentru a rezolva sistemul algebric liniar Ax = b, se poate prezenta
urmatorul algoritm de directii conjugate.

Algoritmul 2.2.1. (Directii conjugate pentru sisteme liniare)

Pasul 1. | Initializare. Selectam punctul initialx, si punem 7, =b—Ax, si
k=0.

Pasul 2. | Se testeazd un criteriu de oprire a iteratiilor. De exemplu dacd
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reziduul |rk| <&, unde & >0 este o toleranta suficient de mica,
atunci stop; altfel se continud cu pasul 3.
Pasul 3. | Se alege d, astfel incat dkTAdj =0, pentru j=0,...,k—1 si

d/r, #0.
Pasul 4. | Se calculeaza: a, = (d[r,)/(d; Ad,) .

Pasul 5. | Se actualizeazd variabilele si rezidwul: x., =x, +a,d,,

o, = —Ax,,,. Sepune k =k +1 sise continud cu pasul 2. ¢

2.3. METODA GRADIENTULUI CONJUGAT

Dupé cum se cunoaste, doi vectori x,y € R" sunt A—conjugati daca si numai
dacd sunt ortogonali in raport cu produsul scalar <x, y> L= yTAx. Deci, daca
d,,d,,...,d, sunt A—conjugati, atunci acestia sunt liniar independenti. Datd o
multime de vectori liniar independenti v,,...,v, € R",atunci se poate construi o
multime de n vectori A—conjugati Vv,,...,v, prin utilizarea algoritmului de
ortogonalizare Gram-Schmidt in raport cu produsul scalar <., > 4

Pentru a implementa algoritmul de directii conjugate trebuie sa precizdm o
procedurd de selectie a directiilor d, astfel incat d,Ad, =0, pentru toti

j=0,....k—1 si d]r, #0. Prima conditie este satisficuti de complementul

A—ortogonal a oricarui vector veElS{dl,...,dk} in raport cu spatiul

Is {dl yeuend, } Pentru a realiza a doua cerinta selectam v =7, , adica
=1 dl Ar
d =r-y —L—%d. (2.3.1)
et ,Z_:‘df Ad;
Deci,
_ T
&d; A

T, T
dkrk—rkrk—z

J=1

dedj dfrk =11, >0,
ceea ce inseamna cd d, este o directie care satisface a doua cerintd de mai sus.
Urmatoarea propozitie aratd ca suma din (2.3.1) se reduce la ultimul termen.
Propozitia 2.3.1. Fie x, € R" dat si presupunem cd X,,...,X, sunt generafi de
algoritmul de directii conjugate, unde directiile sunt date de (2.3.1). Atunci vectorii
r; si d; satisfac:
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Rr=0,  j=0,.,k-1, (2.3.2)
diAr, =0, j=1,.. k-1 (2.3.3)
Demonstratie. Din (2.3.1) obtinem
2 dl Ar
=d. + /
/ ,Z:l:diTAdi
Acum,
- d Ar,
rkr —rkd +Zd "ad rld.

Dar r/d, =0, pentru toti i=1,...,/, adicd (2.3.2) este indepliniti. Pentru a
demonstra (2.3.3), pentru j =1,. k—l putem scrie:

J d AI”/+1 d b Ax —Zj: dl.TAI”_/Jrl

~ d"Ad. =gt ad

:b_A(x_,m_,d) ziid

i=l1

Deoarece o # 0, rezulta ca

1 d! Ar, ¥
Ad. =—|r — iy}
T, (r Z d7 Ad, J

sipentru j=1,...,k—1
T 1| 7 T d/ Ary 4
I Adj:a_/. Bl =nod; ., — ,E:l diTA;li rd, |=0,

ceea ce aratd ca (2.3.3) are loc. m

Ca atare, din (2.3.1), utilizind propozitia 2.3.1, rezulta ca

T
%dk Er 4B, . (2.3.4)
12
Concluzia care rezultd din aceste dezvoltari este ca in acest proces nu este necesar
sa memoram toate directiile de deplasare de-a lungul iteratiilor pentru a executa
A —ortogonalizarea, ci numai cea mai recenta directie.

d, =r, -

Observatia 2.3.1. Este posibil sd imbunatatim eficienta algoritmului observand ca
oa=b—Ax,, ,=b-Ax, +a,d,)=1r—a,Ad,. (2.3.5)
La fiecare iteratic aceasta salveazd o inmultire matrice-vector Ax,,,, deoarece

produsul Ad, este deja calculat in pasul 4 al algoritmului de directii conjugate. ¢
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Cu acestea, pentru k > 2, din (2.3.5) obtinem:

1
Ad,_, = (B = 1)
Oy
Ortogonalitatea reziduurilor ne conduce la

1
T T T
diAr,=— @ —r) r,=— Ve Ty
k-1 Qy
Pe de alta parte
T T T
diAd,  =d, A + B d,,)=d, A,
1 T 1 7
= ho—n)n, = Ve T
k-1 k-1

Deci, din (2.3.4) obtinem urmatoarea expresie a directiei:

T
rr
———d,  =r+pd,_,. (2.3.6)
Tk

In plus, este posibil si obtinem o noud expresie algebrici a lungimii pasului Q.

d, =r+

Intr-adevar
dir, = (n +pd ) =11,
care a fost deja calculata in (2.3.6).

Cu aceste manipuldri algebrice, in final, obtinem urmatorul algoritm de gradient
conjugat, care in esentd este metoda Hestenes and Stiefel [1952].

Algoritmul 2.3.1. (Gradient conjugat pentru sisteme liniare)

Pasul 1. | Initializare. Selectim punctul initial x, si punem 7, =b— Ax,,

t,=11,d,=1,5i k=0,

Pasul 2. | Se testeazd un criteriu de oprire a iteratiilor. De exemplu dacd
reziduul |rk| <&, unde & >0 este o tolerantd suficient de mica,
atunci stop; altfel se continud cu pasul 3.

Pasul 3. | Se calculeaza: s, = Ad, si o, =t, /(d]s,).

Pasul 4. | Se actualizeazd variabilele si reziduul: x,,, =x, +o,d,,

et =1 = O Sy-

Pasul 5. | Se calculeazd: t,, =7 7.» Py =t /t, si directiile

d,.,=r.+p..d,. Sepune k =k +1 sise continua cu pasul 2. ¢

Cunoastem cd pentru orice x € R", solutia lui (2.1.1) satisface

Hx—x*H = Z(CD(x)—(D(x*)) (2.3.7)

2
A
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. . . e o * 0
Dec1, estlma‘gla X, minimizeaza €roarea € =x—X 1n raport Cu norma ””A peste

spatiul afin x,+Is{d,,...,d, }. Reprezentarea lui Is{d,,...,d,} este datd de

urmatoarea propozitie care este importanta pentru stabilirea unei margini a erorii
furnizata de algoritmul de gradient conjugat.

Definitia 2.3.1. Fie A€ R™ si be R" date. Atunci spatiul liniar
K, (b, A)=Is{b, Ab,...,A*"'b}

se numeste k — spatiul Krylov al lui A corespunzator lui b.

Propozitia 2.3.2. Presupunem ca directiile d,,...,d, sunt definite de algoritmul

de gradient conjugat. Atunci

Is{d,,...,d,} =ls{r0,Ar0,...,Akr0}.

Demonstratie. Pentru k =0 propozitia este triviald deoarece d, =r,. Presupunem

cd este adevarata pentru un k < n. Atunci

dio =t +Biad,
=n - Ad, + B4,
=d, - pd,_ —a,dd, +B.d,. (2.3.8)
Dar, d, ,d, , € K, (1, A). Deci
Is{d,,...d,,,} < K, (r,, A).

Incluziunea inversa rezulta imediat din (2.3.8) si o, #0. m
Pentru a demonstra convergenta algoritmului de gradient conjugat trebuie
o J . .. . o * .
sa stabilim o expresie a erorii. Ca mai sus, notim e, =x —Xx,, eroarea lui x,.

Atunci din 7, =b—Ax, = A(x —x,) = Ae, rezulti ca A’r,=A""¢,, adici

elementele spatiului Krylov z € K, (7,, A) se pot exprima sub forma:
k
— J
Z—thA €, 1, €R.
Jj=1
Deci, eroarea e, = x —x, de la iteratia k satisface:

. 2
X —xH
4

2 .
le.|, = min \
Kl xexy+K; (15,4)

2
. *
= min HX — X + ZH

zeK, (1y,4) A

(2.3.9)

2
s

- ; k
= min |e,+tAe,+...+1, A eOH

t, .ol €R
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Acum, sa consideram £, multimea polinoamelor p de grad mai mic sau egal cu
k , astfel incat p(0)=1. Atunci (2.3.9) se poate exprima ca:

e, = minl o) 23.10)
ceea ce aratd ca eroarea de la iteratia k se poate exprima ca produsul unui polinom
p(A) sieroarea initiala e,.

Pentru a obtine o formd mai convenabild a erorii vom utiliza
descompunerea spectrald a matricei A4 ca:

A=) Az,z], (2.3.11)
Jj=1

unde z;, j= 1,...,n, este o multime de vectori proprii ortogonali care corespund

valorilor proprii 0 < 4, £ A, <---< A . Observam ca:

jici

n n
2 T T _ 2T
L= Ahzzlzz; = Alzz),

i,j=1 j=1

T . . =
deoarece z; z ;= 5,/ Prin inductie putem demonstra ca:

A = an/i’:z zr
=

JTITT

Ca atare, eroarea e, se poate exprima sub forma:

& =272 (2.3.12)
Jj=1

Avand in vedere dezvoltarile de mai sus, urmeaza ca eroarea de la iteratia k se

poate scrie sub forma:
2

e, ||i = ’;gg? > y,p(A)z,| - (2.3.13)
k=1 )
Dar
n 2 n T .
Zl:j/fp(/lj)zj :(Zl:%'p(ﬂﬁ)zij A(Z;j/jp(ﬂj)zj}
J= 4 i= Jj=

n s 2
- .lyjﬂ,j(p(ﬂj)) . (2.3.14)
J=
Deci, cu acestea obtinem o reprezentare foarte importanta a erorii lui x, ca:
2 . - 2 2
leul = min 3774, (p(2))
J=

(2.3.15)
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Utilizand (2.3.15) putem determina o margine superioard a erorii care ne permite sa
stabilim proprietatile de convergentd ale metodei gradientului conjugat. Intr-adevar

din
2 < 2
leoll, = 2477
=1
obtinem o estimatie a valorilor ‘ p(ij)‘ prin maximizarea lui | p| pe spectrul lui

A:
||ek ||A < min max |p(/1)|||eo||A. (2.3.16)

pePR, Aec(A)
Dar, constanta
min max |p(/1)|

pebB, Aeo(4)
nu este ugor de evaluat. Totusi, urmatoarea margine este utila

max | p(A)|< max |p(2)

Aec(A4)
pentru a obtine urmatoarea estimatie

min max |p(A)|< max |p, (1
peb, leo‘(A)|p( )| ﬂléléin|pk( )

unde p, (x) este un polinom de gradul &, pentru care p, (0)=1 si ‘max |;_9k (2)|

este usor de evaluat. Polinoamele care satisfac aceste cerinte sunt tocmai
polinoamele Chebyshev de prima spetid. Aceste polinoame sunt definite in
intervalul [—1,1] si au urmatoarea definitie:

T,(x)= cos(k arccos(x)). (2.3.17)
Este usor de observat ca 7,(x) este un polinom dacd utilizim urmatoarele

identitati trigonometrice:
cos(a + ff)=cosacos f—sinasin f,

cos(a+ f)+cos(a— ff) =2cosacos f.

Sa notdam @ = arccos(x). Atunci obtinem:

T,(x) =cos(00) =1,

T,(x)=cos(10) = x,

T,(x) = cos(20) = cos’ @ —sin” @ = 2cos’ O —1=2x" —1,

T, () + T, (x) = cos((k +1)8) + cos((k ~1)0)

=2cos(k@)cos 0 = 2xT, (x).
In general are loc urmitoarea relatie de recurenta:
Iy(x) =1, Ti(x) = x,
T (X) = 2xT (%) =T, (%).

Rezolvand ecuatia de recurentd de mai sus obtinem forma explicitd a polinoamelor
lui Chebyshev:
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n@9=5“x+J;ijy+(x_¢;jTY}

care este valida in intervalul (—oo,00). Figurile 2.3.1 — 2.3.4 ilustreaza céteva
polinoame Chebyshev.

1 1
Chebyshev polynomials T1(x), T2(x)

n8f 4 08
0BE 1 06
o4r q 0.4
02t T 1 02

or g ]
n2F B 0z
04k T20x) - 04

R 1 DB

08+ q 08

R L L L L . L L L L . L L
-4 08 06 04 02 a 02 04 06 08 1 -1 08 0B

03 02 0 02 04 05 08 1
Fig. 2.3.1 Polinoamele Chebyshev Fig. 2.3.2. Polinoamele Chebyshev
T.(x), T, () T,(x), T, ()
i 1 ARA WA | i
08 ,'I | f oo F] I A .f \ F\‘\ ﬁl
EIE'[I| II1|I .-r'txju.l'HI 1' Th() 0e \ I Ill;l lll, ] II"I,Trm [ IIl l' I:II l\l
| 1 \\ | II | {0y 1
u:l( \ ff \\ oak || | | | o | II | |I-|I ||
A AT
Y. RYEAREIAE A
°1 IRy b ALY
0z | ‘||I '|II |I| | lll_ 02 ( || Il I I| 'I b ’ | ‘ | ||
asl | L ‘\‘ I H aaf | Y [0 ! ‘
a6 l . n’t_ | 1 i l[ | | A IR W
[V A Vo W .l (N A R
sofi [} [ Vo W afllt] ] \ [ Tl / W 1
L \\ JARN / VAV . ) \\',.f, |_. ll;l YAY, \\j' Iy
M aon 06 04 02 0 02 04 06 08 | 08 06 |.|Jn 0z 0 07 02 ”_'H'J o8 1

Fig. 2.3.3. Polinoamele Chebyshev Fig. 2.3.4. Polinoamele Chebyshev
T (x), Ty(x). T, (x), T, (x).
Polinomul Chebyshev translatat si scalat se defineste ca:
a+b-2x
I (xa,b)=T | ——|,
—-a
in care |Tk(x; a,b)| <1 pentru toti x €[a,b].
Polinoamele Chebyshev sunt deosebit de utile in studiul convergentei
metodelor iterative. In acest sens, cea mai importantd proprietate a lor este ca

acestea au cea mai micd norma maximd. Dupa cum am spus, suntem interesati in a
rezolva urmétoarea problema de minimizare:

min max| X |
peP, x€la,b] p( )

O solutie a acestei probleme este data de polinomul Chebyshev translatat si scalat:
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Tk(2x—(a+b)j

b—a _ 1
a+b a+b)\
T|—— T
() | )

jzl, dar in cazul general avem nevoie de o

min max |p(x)| max
peb, x€la,b]

a+b

—da

-1
Tk(a+bj
b—a

utiliza urmatoarea propozitie:

Daca a=-b, atunci T, (

margine superioara a lui . Pentru a obtine o astfel de margine vom

Propozitia 2.3.3. Daca 0 < a <b, atunci

=T
|
[E——
e

<2
i s | )

+1

ST

) b +a A )
Demonstratie. Avem x= asa incat x —1=

e _(Jb—+ay x@+f N .
= 4 \/_ \/_ - _T\/— Deci
b+a J_+J_
w3 =l

Cu aceasta se poate demonstra urmatoarea teoremad, care precizeaza rata de
convergenta a algoritmului de gradient conjugat.

Teorema 2.3.1. Fie A€ R"™ o matrice simetrica si pozitiv definitd cu A, si A,
cea mai micd, respectiv cea mai mare valoare proprie. Fie X, un punct initial si
. . . . * . . . ~ .
X, a k-a aproximatie a solufiei x a sistemului Ax =b, obfinuta de algoritmul
de gradient conjugat. Atunci urmdtoarea estimatie a erorii
k

VK =1

oo =
VK +1 4

are loc, unde Kk = A,/ A, este numarul de conditionare al matricei A.

H%—fkgz (2.3.18)

Demonstratie. Din estimatia ||ek || LS lnzﬂagj | D (/1)|||eo|| alegand
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T (x4, 4,)
104, 4,)
si avand in vedere ca |Tk(x; A /1,1)| <1 pentru x €[4, 4], rezulta ca:

-1
A
fols oo (244

pi(x) =

TT(04,4)  \A4,-4

Acum, utilizand propozitia 2.3.3 obtinem concluzia teoremei. m

Deci, |ek ||A este marginitd superior de un sir care converge la zero. Mai

mult, descresterea este monotona si aceasta explicd de ce metoda gradientului
conjugat se poate privi ca o metoda iterativd. Observam ca cu cat kK este mai
aproape de unu, cu atat viteza de convergentd a metodei este mai mare. Dupa cum
se poate vedea, convergenta algoritmului depinde de distributia futuror valorilor
proprii ale matricei A .

Teorema 2.3.1 furnizeaza o margine superioara a vitezei de convergenta a
algoritmului de gradient conjugat foarte bruti. In plus, proprictatea de terminare
finitd a algoritmului nu este reflectata de concluzia (2.3.18) a teoremei. Deoarece
matricea A are cel mult n valori proprii distincte, atunci pentru orice polinom

q € B, pentru care g(4,)=0, j=1,...,n,din (2.3.15) rezulta ca:

le. | = min> 732, () <724, (a(2)) =0.  (23.19)
k=l =l

Teorema 2.3.2. Fie A€ R"™" o matrice simetrica si pozitiv definitd si x, o

aproximatie a solutiei x a lui (2.1.1) data de algoritmul de gradient conjugat.
Daca A are m<n valori proprii distincte, atunci intr-o aritmetica exactd,

algoritmul de gradient conjugat realizeaza x, = x dupa cel mult m iteratii.
Demonstratie. Daca A are valorile proprii distincte 4, <---< A, atunci selectand
a(h) = ﬂ(ﬂ—@)
=
in (2.3.19) obtinem ||em ||i1 =0.m
Urmatorul rezultat a fost demonstrat de Axelsson [1976].

Teorema 2.3.3. Presupunem ca a <A, <A, <---<A <b< ] << A i

n—m n—m+l —

fie k>m, atunci
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\/3 (k=m)
— -1
s, <2 f—
—+1
a

Demonstratie. In estimatia ||ek|| P l@% | )2 (/1)| ||eo|| , selectim

Tkm(a+b—2/1)
A b—a
7 .

n—j+1 7’;{ (Cl'i‘b]
"\ b-a

Clar, pk(/lj):O pentru toti lj, cu j=nn-1,...,n—m+1. Dar, cand
A €la,b],

ey = x

n=T1|1-

1_/1

<1, j=1,...,m.
n—j+1

Deci,

]Lm(a+b—22]
b—a

b—a

Acest rezultat este foarte folositor cand cateva dintre valorile proprii mari ale
matricei 4 sunt bine separate de restul valorilor proprii. In acest caz, m este mic
si k —m nu este prea mult diferit de & .

Matricea A rareori are un numar mic m << n de valori proprii distincte.
Mult mai plauzibil, spectrul acesteia este distribuit intr-un numar de m intervale
disjuncte 1 i j=1L,...,m, de lungime mica. In acest caz, dupa m iteratii,

max|pk (/1)| < max

a<A<b a<A<b

2

care demonstreaza teorema. m

algoritmul de gradient conjugat va produce un reziduu mic. Intr-adevir, selectand
un polinom ¢ de grad m cu q(0)=1 si avand valorile proprii distribuite in aceste

intervale [ ; » atunci marginea superioara a reducerii erorii in cele m iteratii, adica

max{‘q(/li)

exemplu ilustreaza aceastd situatie.

},(/1_/ fiind valorile proprii ale matricei A4), va fi mica. Urmatorul

Exemplul 2.3.1. Pentru a vedea efectul gruparii valorilor proprii asupra vitezei de
convergenta a algoritmului de gradient conjugat, si consideram sistemul liniar
Ax=>b, unde A este o matrice diagonald si b este ales astfel incat intotdeauna



¢ METODA GRADIENTULUI CONJUGAT PENTRU SISTEME LINIARE ¢ 19

solutia sistemului este x =[1,1,...,1]. Criteriul de oprire a iteratiilor este
||b—Axk|| <107%. Consideram n=1000 si patru distributii ale valorilor proprii:
A=diag(l,2,...,n) cu k(A4)=1000; o matrice diagonala cu elementele uniform
distribuite in [0,1) cu &(A4)=994.637, o matrice diagonald cu elementele
distribuite in 10 intervale cu x(A4)=10.00943, si o matrice diagonalda cu
elementele distribuite in 5 intervale cu x(A4) =5.00985.

Figura 2.3.5 ilustreaza viteza de convergentd a algoritmului de gradient
conjugat pentru aceste patru cazuri intr-o scard semi-logaritmica.

10.: T T T T T T T T T
Viteza de convergenta pentru valori proprii grupate

A matrice diagonala, n=1000 -

A=diag(12, .1000) .

Uniform distribuite in [0,1)

10 .
10° -
5 intervale
-4
10 10 intervale 7
107} -
10'5 1 1 1 1

1 | 1 1 1
0 20 40 G0 g0 100 120 140 160 180 200

Fig. 2.3.5. Viteza de convergenta pentru valori proprii grupate.

Evolutia erorii ”b —Ax, ”2 , referitor la numarul de iteratii.

Figura 2.3.6 arata situatia in care matricca A are 999 valori proprii
uniform distribuite in [0,1) si una egalda cu 1000. In acest caz numarul de

conditionare al lui A este x(A4)=996182.727.

Aceasta este comportarea tipicd a algoritmului de gradient conjugat.
Observam ca daca valorile proprii sunt bine grupate intr-un numar mic de intervale,
atunci reducerea erorii este acceleratd, doar cateva iteratii sunt necesare pentru a
obtine o solutie cu acuratetea impusa. Pe de altd parte, daca sunt putine valori
proprii mari §i putine valori proprii mici, atunci algoritmul de gradient conjugat
converge mult mai rapid decat predictia datd de analiza bazata pe numarul de
conditionare a matricei A4 .
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10 T T T T T T T T T
Viteza de convergenta pentru o valoare proprie mare
A matrice diagonala, n=1000
10° 1
O valoare proprie mare

. separata de celelalte
107} -
10°} 1

- Uniform distribuite in [0,1)
10 .
10'5 1 1 1 1 1

1 1 1 1
0 20 40 60 B0 100 120 140 160 18D 200

Fig. 2.3.6. Viteza de convergenta pentru o valoare proprie mare grupata de celelalte.

Evolutia erorii ”b — Ax, ” , » referitor la numarul de iteratii.

Sa consideram situatia in care matricea A este diagonala cu n =1000, cu diferite
multimi de valori proprii distincte. Proprietatile de convergentd sunt date in tabelul
2.3.1.

Tabelul 2.3.1. Numarul de iteratii in functie de numarul de valori proprii distincte
Nr. valori proprii distincte 2 10 20 50 100 500 1000
Nr. iteratii 3 11 21 43 62 142 188

Vedem ca numadrul de iteratii creste odatd cu numarul de valori proprii distincte.
Din teorema 2.3.2, in absenta erorilor, cunoastem ca numarul de iteratii efectuat de
algoritmul de gradient conjugat este egal cu numarul de valori proprii distincte.
Totusi, in virguld mobild comportarea algoritmului de gradient conjugat poate fi
semnificativ diferitd de comportarea sa in aritmetica exactd [Demmel, 1997]. Este
important sd notdm cd numarul de iteratii este mult inferior dimensiunii sistemului.
Aceasta este o caracteristicad tipicd metodelor de gradient conjugat, fatd de
metodele directe bazate pe eliminarea Gauss.
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2.4. DISCRETIZAREA ECUATIILOR DIFERENTIALE
CU DERIVATE PARTIALE

O sursa foarte importanta de sisteme de ecuatii algebrice liniare o constituie
discretizarea ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale. Procedura standard de
rezolvare a acestor ecuatii este discretizarea, adicd aproximarea acestora prin
ecuatii care implicd un numar finit de necunoscute. Matricele sistemelor care
provin din discretizare sunt mari si rare, adicd au putine elemente nenule. in
aceastd sectiune vom considera doud tipuri de ecuatii diferentiale cu derivate
partiale: ecuatia de difuziune si ecuatia de transport. Pentru inceput sa consideram
cazul unei ecuatii diferentiale simple.

Diferente finite pentru probleme cu o dimensiune
Fie ecuatia diferentiala cu conditiile initiale:
-u"(x)= f(x), xe(0,1)
u(0)=u()=1.
Pentru integrarea acestei ecuatii simple intervalul [0,1] este uniform discretizat prin
intermediul a n+2 puncte x, =ik, unde i =0,1,...,n+1, iar A=1/(n+1). Din
conditiile initiale (Dirichlet) cunoastem u(x,) si u(x,,,). In toate celelalte puncte
se calculeaza aproximatiile u, a solutiei exacte u(x;). Daca se utilizeaza
aproximarea prin diferente finite centrale
d*u(x) ~u(x+h)—2u(x)+u(x—h) +h—2 d*u(&)
o n? 12 dx*

atunci, neglijand termenul de ordinul 4, necunoscutele wu,,u, , si u,,, satisfac

, X—h<&<x+h,

relatia

—u,  +2u,—u,, =h’f, (2.4.1)
in care f, = f(x;). Evident cd (2.4.1) reprezintd un sistem cu 7 necunoscute a
carui matrice este tridiagonala.

Exemplul 2.4.1. Sa consideram sistemul Ax =b, obtinut din discretizarea unei
ecuatii diferentiale de mai sus, unde:

2 -1
-1 2 " 0

-1 2
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Figura 2.4.1 ilustreaza evolutia erorii ||b—Axk ,» referitor la numarul de iteratii

. . PR < -6
pentru a obtine solutia cu acuratetea mai mica decat sau egald cu 107",

10 - Evolutia erorii ||b-Ax]] T

Viteza de convergenta

A matrice tridiagonala, n=1000

1 | 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600

Fig. 2.4.1. Viteza de convergenta.

Evolutia erorii ”b — Ax, ” , » referitor la numarul de iteratii.

Valorile proprii ale lui 4 sunt A, = 2(1—008 LZJ Figura 2.4.2 arata valorile
n+

proprii ale lui 4 pentru n=21. Observam ca valoarea proprie maxima este

A, =2 1—cos L |~ 4. Valoarea proprie minima este A, =2 1—cos—— |.
n+1 n+l

Pentru i mic avem

. 2.2 . 2
A =2 1-cos—— |~ 2| 1-| 1-———— | |=| == | .
n+l 2(n+1) n+l

Deci, A este pozitiv definitd cu numarul de conditionare

A, An+D)”

PR

, pentru n mare.
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36F s} _

25} Q g

o Walorile proprii ale lui A, n=21
0&F Fa) ]

U £ O 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Fig. 2.4.2. Valorile proprii ale matricei A.

9 A

In acest caz comportarea algoritmului de gradient conjugat include un ,,platou” in
care pentru un numar mare de iteratii eroarea ||b — Ax, || , descreste foarte putin. O
explicatie a acestei comportari a fost datd de Greenbaum si Strakos [1992] care
aratd ca algoritmul de gradient conjugat aplicat sistemului Ax =5 1in virgula
mobild, se comportd exact la fel ca algoritmul de gradient conjugat aplicat
sistemului AX =) in aritmetica exactd, unde A este aproape de A in urmatorul
sens: A este de dimensiune mult mai mare decit dimensiunea lui A, dar valorile

proprii ale lui A se afla grupate in jurul valorilor proprii ale lui 4. Vezi de
asemenea [Naiman, Babuska si Elman, 1997].

Ecuatia de difuziune
Modelele multor procese fizice se exprima ca exprima ca ecuatii de difuzie:

%—V.(aVu) =f. (24.2)

In (2.4.2) u poate reprezenta distributia de temperatura la momentul de timp ¢
intr-un obiect () asupra cédruia actioneazid o sursd externd de caldurd f.
Coeficientul pozitiv a(x) reprezintd conductivitatea termicd a materialului din
care este facut obiectul €. Pentru a determina temperatura la momentul de timp ¢
este necesar s cunoastem distributia initiald de temperaturd u(x,0) precum si
anumite conditii pe frontiera domeniului:
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u(x,t)=0, xeoQ, (2.4.3)
ceea ce inseamnd cd pe frontiera domeniului OQ) temperatura este fixatd la o
valoare constanta (aici zero).

Ecuatia (2.4.2) modeleaza foarte bine alte fenomene fizice ca, de exemplu,
difuzia unei substante printr-o regiune permeabila €), caz in care u este
concentratia substantei, a este coeficientul de difuziune a materialului, iar f este
rata specifici de generare a substantei prin reactii chimice sau anumite surse
externe.

Metoda standard de obtinere a unei aproximatii a solutiilor ecuatiei
diferentiale cu derivate partiale (2.4.2) este prin diferente finite. In acest caz
regiunea ) este discretizatd printr-o retea de discretizare si in fiecare punct al
retelei din interiorul lui €2, derivatele din (2.4.2) sunt inlocuite prin rapoartele
standard care tind la derivatele functiei cand reteaua de discretizare devine din ce
in ce mai find. Ca exemplu, sd consideram ca regiunea €2 este patratul unitar

[0,1]x[0,1]. Atunci o discretizare uniforma {xi,yj} ,unde i=0,1,...n_+1 si
J=0,1,...,n,+1, este caracterizatd de pasul de discretizare s, =1/(n, +1) in
directia x si 2, =1/(n, +1) in directia y. Cu acestea, aproximarea standard prin
diferente finite centrale a derivatelor partiale din (2.4.2) in directia x este:
(iaé_uj (x,y)= Ai1)2,) (”m,j _ui,j) 41, (ui,j _”H,j)
ox ox) h’ ’

unde @, =a(x;£h/2,y,), iar u,  reprezintd aproximarea lui u(x,,y,).

Asemanator se exprima derivatele partiale in directia y:

(iaa_U] (xi,yj) ~ ai,j+1/2(ui,j+l _ui,j) _zai,j—l/Z(ui,j - ui,j—l) ’
hy

oy 0oy

unde acum @, ., = a(x,,y; £h,/2).

Este important de notat cd sunt probleme in care coeficientul a(x,y) este
discontinuu pe reteaua de discretizare. In asemenea situatii valorile Aiyyp; S
a; ., se considera egale cu media valorilor vecine punctelor considerate. De
exemplu, dacd a(x, ) este discontinua de-a lungul liniei y =y, atunci

B a(x, £1/2h,,y, +&)+a(x, £1/2h,,y,—¢)

g 2 ‘

Daca suntem interesati de versiunea stationara a problemei (2.4.2)-(2.4.3):

-V.(aVu)=f pe Q=(0,1)x(0,1),
u(x,0) =u(x,1)=u(0, y) =u(l, y) =0,

atunci aproximatia prin diferente finite a acesteia ne conduce la urmatorul sistem
algebric liniar n n, —dimensional:

Aiviya,;
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Ai1/2,) (um,_/ B ui,_j) i, (ui,j B uifl,_j)

+
hy
a .., . —u )—a (U  —u )
i, j+1/2 \"7i, j+1 i,] i,j-1/2\"0,j i,j-1 _
e —fi)j, (2.4.4)
y
i=L...,n_, jzl,...,ny,

in care necunoscutele sunt valorile u, ; din interiorul retelei de discretizare.

Daca suntem interesati de versiunea nestationard (dependentd de timp), atunci
deseori derivatele temporale se aproximeaza prin diferente Tnapoi sau centrale, ceea
ce ne conduce la rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice liniare la fiecare pas
de discretizare a intervalului de timp considerat. De exemplu, daca la momentul de

. . ! . - o [ - g A c A
timp #, solutia u; ; este cunoscuta si daca se utilizeaza diferentele finite inapoi in

1

timp, atunci pentru a calcula aproximatiile ul”j ale solutiei ecuatiei (2.4.2) la

momentul de timp ¢, =f +Af, este necesar sd rezolvim urmdtorul sistem de

ecuatii algebrice liniare:
I+1 i I+ I+ I+ 1+l
Uiy —Ui; | Gy (“m,j Ui ) G172, (”m ui—h/’)

At h?

X

+

1+1 1+1 1+1 1+1
a; i172 (”i,_/u U )_ a; i12 (ui,j - ui,j—l)

h2

y

_ pl+l
=f1, 45)

i=L...,n_, j=1,...,ny.
Pentru ca ecuatiile (2.4.4) sau (2.4.5) sé le scriem 1n forma matriceald, este necesar
sd precizam o ordine a ecuatiile si necunoscutelor. De obicei se alege ordinea
naturald in care punctele de discretizare ale retelei de discretizare sunt numerotate
de la stinga la dreapta si de jos in sus. Cu aceastd ordonare a ecuatiilor si
necunoscutelor sistemul (2.4.4) se poate scrie ca:

Au=7f, (2.4.6)

unde A este o matrice bloc tridiagonala cu n, blocuri diagonale, fiecare de
dimensiune 7, xn_, u este un n.n, — vector al valorilor functiei necunoscuta cu
u; ;memorate in pozitia (j—Dn, +i si [ este n.n, — vectorul membrului drept
cu f;; inpozitia (j—Dn, +i.

Definim:

Jd = i T N R R )
i = 2 2
/ h h

X y

2
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b _ T%ian,
i+1/2,) 2 s
h;
c —q; 2
b =T

Atunci matricea A se poate scrie sub forma:

\Y T,
T, K
A= . . , (2.4.7)
. . n,~1/2
i 7—;1},—1/2 Snv‘. |
unde
dl,j b3/2,j
b,,, . . .
s,=| . : (24.8)
: : bnx—l/Z,j
L bnx—l/2,j dnx,j a
Ci 12
Tj+1/2 = . . (2.4.9)

Co,jr1/2
Pentru problemele dependente de timp (nestationare) sistemul (2.4.6) rdmane
acelasi, dar elementele diagonale ale matricei A sunt inmultite cu 1/A¢ si la
membrul drept se adund termenii ullj /At.

Teorema 2.4.1. Presupunem ca a(x,y)>a >0 in (0,1)x(0,1). Atunci matricea
A a sistemului (2.4.6), definita de (2.4.7)-(2.4.9) este simetrica si pozitiv definita.

Demonstratie. Simetria este evidentd. Matricea este slab diagonal dominantd, ceea
ce Inseamna ca din teorema lui Gerschgorin toate valorile proprii sunt mai mari sau
egale cu zero. Presupunem ca existd un vector nenul v astfel incat 4v =0 si ca
elementul vectorului v corespunzitor punctului (i, j) din reteaua de discretizare
are cea mai mare valoare absolutd. Evident cd se poate alege semnul lui v astfel
incit acest element sid fie pozitiv. Din definitia matricei A4 si presupunerea
a(x,y) >0, rezultd ca V; ; se poate exprima ca o medie ponderata a vecinilor lui

din v:

Vi, EW Vi, Y W Vi, T W0

i,j i-1,j"i-1,j i+l,j i+, j i +W,

1t T Wi Vi
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_ 1 @y 1 a0
= 2
di,j hy

Wis1,j R
i,] X
unde termenii corespunzatori nodurilor de pe frontiera sunt zero. Ponderile w,,, ; si

s Wi = >

L,J

w.

;. j+1 sunt pozitive si suma lor este egald cu 1. Rezulta deci ca daca toti vecinii lui

v, ; sunt puncte interioare, atunci toate trebuie sd aiba aceeasi valoare maxima,

deoarece nici unul nu poate fi mai mare decat v, ;. Utilizdnd acest argument in

punctele vecine in cele din urma gisim un punct cu aceeasi valoare maxima care
are cel putin un punct vecin pe frontiera domeniului. Dar valoarea lui v in acest
punct este o suma ponderati a valorilor punctelor interioare, unde acu suma
ponderilor este mai micd decat 1. Deci valoarea lui v in unul dintre aceste puncte

interioare trebuie sd fie mai mare decat Vi dacd v, ; >0, ceea ce este o

contradictie. Deci singurul vector v pentru care Av =0 este vectorul nul, ceea ce
aratd ca A este pozitiv definita. m

Este clar ca matricea 4 corespunzatoare problemelor dependente de timp
(nestationare) (2.4.5) este de asemenea pozitiv definitd, deoarece ea este strict
diagonal dominanta.

Sa observam ca argumentul utilizat in demonstratia teoremei 2.4.1 este de
tipul principiul maximului discret. Intr-adevir, in demonstratie nu se face uz de
valorile elementelor matricei A, ci numai de faptul ca aceasta are elemente
diagonale pozitive si elemente ne-diagonale nepozitive (asa incat ponderile din
media ponderata sunt pozitive); cd A este slab diagonal dominantd cu dominanta
diagonala tare in cel putin o linie si ¢a plecand dintr-un punct (nod) oarecare (i, j)
al retelei, se poate ajunge la oricare alt punct prin intermediul unui drum care
uneste cele mai apropiate noduri.

Matricea 4 definita de (2.4.7)-(2.4.9) se numeste aproximarea in 5 puncte,
deoarece derivatele de ordinul doi in punctul (7, j) al retelei de discretizare sunt

aproximate in termenii valorilor functiei in punctul (i, ;) si alte patru puncte vecine

care se afla sus, jos si dreapta, stinga. Evident cé o aproximatie mai find se obtine
cu o aproximare in 9 puncte in care se utilizeaza valoarea functiei in punctul (i, j),

precum si in alte opt puncte vecine.

Un alt mod de abordare pentru obtinerea unor aproximatii ale solutiei
ecuatiilor cu derivate partiale este metoda elementului finit. Ideea acestei metode
este de a aproxima solutia prin functii polinomiale pe portiuni.

Dupa cum se vede din dezvoltarile de mai sus o sursa foarte importanta de
sisteme algebrice liniare cu matricea coeficientilor simetrica si pozitiv definita este
datd de discretizarea ecuatiei de difuziune. Metodele de gradient conjugat sunt
foarte bune pentru rezolvarea acestor sisteme. in cele ce urmeaza si consideram un
caz particular important in care coeficientul a(x,)y) este o constantd. Aceasta ne

conduce la ecuatia Poisson pentru care putem preciza anumite proprietiti asupra
valorilor proprii ale matricei asociate prin discretizare [Greenbaum, 1997].
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Ecuatia Poisson
In cazul special cand coeficientul a(x,y) este o constant, s zicem a(x,y)=1,

atunci matricea sistemului Au = f pentru problema stationard (cunoscutd ca
ecuatia Poisson) are urmatoarea forma speciala:

S T
T . e
A= S (2.4.10)
T S
unde
T=(-1/n)I
si ’
d b
S = b 5l d=%+h—2y2, b:;—;. (2.4.11)
b d

Matricea S se numeste matrice TST — Toeplitz, simetrica, tridiagonald. Matricea
A este o matrice TST bloc, deoarece este 0 matrice simetricd, bloc tridiagonala si
matricele de pe diagonala principalad sunt de asemenea TST. Urmatoarea teorema
precizeaza valorile proprii §i vectorii proprii unei matrice TST.

Propozitia 2.4.1. Fie G o mxm—matrice TST cu elementele diagonale egale cu
a si elementele nediagonale [5. Atunci valorile proprii ale lui G sunt:

/’tk=a+2ﬂcos( kz j, k=1,...,m, (2.4.12)
m+1
si vectorii proprii (ortonormali) sunt:
2 .
g = sm( lkz j Lk=1,...m. (2.4.13)
m+1 m+1

Demonstratie. Cel mai simplu este sd verificdm ca intr-adevar valorile proprii si
vectorii proprii de mai sus (2.4.12) si (2.4.13) verificd relatiile fundamentale de
definitie a acestor elemente pentru matricea TST data. Totusi, in cele ce urmeaza
vom prezenta modul cum aceste perechi proprii sunt obtinute.

Presupunem ca f # 0, deoarece altfel G este un multiplu al matricei identitate si

propozitia este triviala. Fie 4 o valoare proprie a lui G si g vectorul propriu
corespunzator, deci (4,q) formeaza o pereche proprie a lui G. Daca consideram
9o =9, =0, atunci Aq = Ag se poate scrie ca:

Bq, ., +(a-A)q,+pBq,.,=0, [=1..m (2.4.14)
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Vedem ca (2.4.14) este o ecuatie cu diferente finite care se poate rezolva prin
considerarea ecuatiei liniare diferentiale corespunzatoare. Pentru (2.4.14) ecuatia
caracteristica este:

1(2)=B+(a—A)z+ pz".
Dacd notam cu z, si cu z_ rdddcinile acestei ecuatii, atunci solutia generala a
ecuatiei cu diferente (2.4.14) este:
q, = C1Zi + czzf,

=0.

m+l

unde ¢,,c, sunt constante determinate din conditiile g, = g
Radacinile ecuatiei y(z) =0 sunt;
A-a)t\(A-a) -4p°

z, = ( )EN( ) —4p . (2.4.15)

+ 2,8

Conditia g, =0 implica ¢, +c, =0. Pe de alta parte, conditia ¢,,, =0 implica

"= 2" Aceastd ecuatie are m +1 solutii:
2kt
z+:zexp( J, k=0,1,....m, 1=~-1. (2.4.16)
m+

Cazul k=0 se poate elimina deoarece corespunde situatiei z, =z_, pentru care
g, = 0. Acum inmultind (2.4.16) cu exp(—zkz/(m+1)) si introducand valorile lui
z, din (2.4.15) obtinem:

((;L—oz)h/(ﬂ—og)2 _4p )exp(;ﬁklj _

+1
((z—a)h/(z—a)z—4ﬁ2)exp(’ﬁ’1].

O mica prelucrare algebrica ne conduce la:

JA—-a) —4p cos( kflj = (ﬂ,—a)lsin(
m

kﬁj
m +1)

Ridicand la patrat si rezolvand in privinta lui 4 obtinem:

/’t=ai2ﬂcos( kz j
m+1

Observam ca daca 1n relatia de mai sus ludm semnul +, atunci obtinem (2.4.12), in
timp ce semnul — repeta aceleasi valori, care se pot elimina.
Acum introducénd aceasta valoare a lui A in (2.4.15) obtinem:

( kr j ) ( kr j
Z, =CO0S tisin R
B m+1 m+1

De unde rezulta ca
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gV =c (2 -2")= chlSin( hl
m+1

j, k,il=1,...m.

Daca consideram ¢, = —(z/2)J2/(m+1) , ca in (2.4.13), atunci se vede imediat ca

k - .o .. .. .
fiecare vector q( ) are norma egald cu 1. Adicad vectorii proprii sunt ortogonali
deoarece matricea este simetrica. m

Corolarul 2.4.1. Toate matricele TST, mxm —dimensionale comuta unele cu
altele.

Demonstratie. Din (2.4.13) vedem ca toate matricele TST au aceiasi vectori
ortonormali. (ql(k) nu depind de @ si B.) Daca G, =QA,Q" si G,=0A,0",
atunci G,G, = QA A, Q" =0AAQ" =G,G,. m

Teorema 2.4.2. Valorile proprii ale matricei A definita de (2.4.10)-(2.4.11) sunt:

4, =—sin?| 7|y Agn2| A7 | (2.4.17)
PR 2 4y ) R (200, +1)

k=1,....n_.

x2 y

j=1...,n

Vectorii proprii ai matricei A sunt:

ullt = 2 sin( W Jsin{ lh J, (2.4.18)
J( +D(n, +1) n, +1 n,+1

m,j=1...,n, l,kzl,...,ny,

(k) : , < .
unde u, ;" sunt componentele vectorului propriu ﬂj’k corespunzdtoare punctului

(m,l) din reteaua de discretizare.

Demonstratie. Fie A o valoare proprie a matricei 4 cu vectorul propriu u care se
poate partitiona in forma:

Ecuatia Au = Au se poate scrie sub forma:
Tu,, +(S—ADu, +Tu,, =0, [=1,..,n (2.4.19)

N,
unde aici pentru uniformitatea scrierii am introdus u, =u, ,, =0. Utilizdnd
y

propozitia 2.4.1 putem scrie S=QAQ" si T=0A,0", unde Ag si A, sunt
matrice diagonale cu al j— lea element diagonal:



¢ METODA GRADIENTULUI CONJUGAT PENTRU SISTEME LINIARE ¢ 31

2 2 2 jr -1
Ae . =—+———-c0Ss , =
R S S & [nx+lj A, h’

Al m —lea element al coloanei j al matricei Q este

) = 2 sin| 2% , myj=L...,n_.
n, +1 n, +1

Inmultind la stanga (2.4.19) cu Q" obtinem:
Ay +(Ag=ADy, + Ay, =0,
unde y,=Q"u,, [=1,. ..»n,. Deoarece matricele sunt diagonale, ecuatiile
corespunzatoare liniilor verticale din reteaua de discretizare se decupleaza ca:
L,jyj,,+1 + ES,_/y_N +/1T,jyj,H = /1yj,l, j=L..,n_. (2.4.20)
Daca pentru o valoare fixatd a lui j vectorul (yj’l,..., yj,nv)T este un vector
propriu al matricei |
Asj A
Y
.
/QT,J' AS,J'

cu valoarea proprie A. Daca celelalte componente ale vectorului y sunt nule,

atunci ecuatiile (2.4.20) vor fi satisfacute. Din propozitia 2.4.1 rezulta ca valorile
proprii ale acestei matrice sunt:

km
A=A, +24; cos( ]

ny+1

2 2 2 jr 2 kmx
:—2+—2——ZCOS ——ZCOS
Rw w \n+1) B n e+l

4 2( jr ) 4 ., kr
=—sin"| ——— |+—sin"| ——— |.
h; 2(n +1) ) h 2(n, +1)

Vectorii proprii corespunzatori sunt:

i n, +1 n, +1

Deoarece al / —lea bloc al lui u""") este egal cu Q inmultit cu al / —lea bloc al lui

v si deoarece numai al j — lea element al blocului / al lui y este nenul, atunci

u;j;")zqff)yﬁ«/;")z 2 sin| Y7 |sin lh :
’ o D+ ] n,+1
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Pentru j=1,...,n_ ca mai sus se pot obtine toate cele n.n, perechi proprii

(ﬂ’j,k > u(j’k))' u

Corolarul 2.4.2. Presupunem ca h, = h, = h. Atunci cea mai mica si respectiv cea

mai mare valoare proprie a matricei A din (2.4.10)-(2.4.11) se comporta ca
27 +0(h*) si 8K +0() (2.4.21)
cand h — 0, deci numdrul de conditionare al matricei A este (4/7°)h™> +O(1).

Demonstratie. Din (2.4.17) vedem cd cea mai mica valoare proprie a lui A4
corespunde lui j=k=1. Cea mai mare este cea corespunzitoare lui

j:k=nx:ny.Adicé

A = %sin2 (ﬂ—h), A = %sin2 (E_”_h)
h 2 h

Acum, dezvoltdnd in serie Taylor sin(x) si sin(z/2—x) si introducand aceste

dezvoltdri in relatiile de mai sus obtinem 92.4.21). Tmpartind A, prin A,

m

obtinem numarul de conditionare al matricei 4. m

Deoarece cunoastem valorile si vectorii proprii pentru matricea sistemului care
provine din discretizarea in 5 puncte a ecuatiei Poisson definita pe un patrat, rezulta
ca deseori matricele de preconditionare sunt analizate si chiar testate pe aceasta
problema particulard, cunoscutd ca o problemd model. Avantajul utilizarii
metodelor de gradient conjugat pentru rezolvarea sistemelor liniare algebrice care
provin din discretizarea sistemelor de ecuatii diferentiale cu derivate partiale este
ca acestea se pot aplica unor probleme mai generale decat problema model, ca:
ecuatia de difuziune cu coeficient de difuziune neconstant, ecuatia Poisson pe un
domeniu neregulat, ecuatia Poisson cu o retea de discretizare neuniforma etc. in
continuare sa prezentam un exemplu care provine din discretizarea ecuatiei Poisson
[Greenbaum, 1997].

Exemplul 2.4.2. Sa consideram acum sistemul 4Ax = b, in care:

B -1 4 -1
-1 B -1 -1 4 -1
A= , unde B=
-1 B -1 -1 4 -1
-1 B -1 4
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si. BeR"™, matricca A avand n, blocuri pe diagonala principala.
Deci, 4 € R™, unde n=nn,. Membrul drept b este selectat astfel incéat solutia
sistemului este x =[1,1,...,1]". Considerand n=15000, viteza de convergenti

pentru diferite valori ale lui », si n, este ilustratd in figura 2.4.3.

1[‘]‘1 T T T T T T T T
Viteza de convergenta, n=5000
10° .
. n1=100

10 .
1[]'2 L / .
107 .
107} .

n1=5000 n1=1000 n1=500 n1=250

n2=1 nZ=5 n2=10 n2=20
1[]'5 1 1 1 1

1 1 1 1
0 20 40 60 a0 100 120 140 160 180

Fig. 2.4.3. Viteza de convergenta.

Evolutia erorii ”b — Ax, ” . referitor la numarul de iteratii.

Din teorema 2.4.2 (vezi (2.4.17)), pentru acest caz particular in care h_= hy =1,

valorile proprii ale matricei 4 sunt:

/1l.j=4sin2 _m +4sin® _Jr .
2(n, +1) 2(n, +1)

Figura 2.4.4 contine o reprezentare graficd a valorilor proprii ale matricei pentru
n, =21 si n, =11. Din corolarul 2.4.2 observam ca cea mai mare valoare proprie

este A =8 si cea mai mici este A =8sin’(x/2). Deci, A este pozitiv

definitd cu numarul de conditionare

Din acest exemplu vedem ca cu cat sunt mai putine blocuri pe diagonala principala,
cu atat viteza de convergenta este mai mare, in sensul cd eroarea ||b—Axk ||2 se

reduce cel mai rapid.
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Fig. 2.4.4. Valorile proprii ale lui A.

In continuare sd prezentdm o aplicatie a dezvoltarilor teoretice de mai sus 1n ceea

ce priveste ecuatia cildurii §i a calculului distributiei de temperaturd intr-o placa

dreptunghiulard cu mai multe surse de caldura

Calculul temperaturii stationare intr-o placa dreptunghiulara
Pentru inceput sd prezentam modul cum se obtine ecuatia de difuziune a caldurii

dupa care vom prezenta problema calculului temperaturii stationare intr-o placa
dreptunghiulard cu mai multe surse de caldura
Ecuatiile de transfer a caldurii. Prima lege a termodinamicii are forma
dU
O=W +—, (2.4.22)
dt
W este lucrul mecanic si U este energia

unde Q rata de transfer a caldurii,
termica internd a sistemului, asa dupa cum se vede in figura 1. dU / d¢ este rata de

schimbare in timp a energiei termice interne. In general, analiza procesului de
transfer a caldurii se poate face fard a ne referi la lucrul mecanic facut de sistem.
Totusi, in analiza sistemelor reale, transferul de caldurd trebuie combinat cu lucrul

mecanic.
w

Q

Fig. 2.4.5. Prima lege a termodinamicii pentru un sistem inchis

Céand sistemul nu transferd lucru mecanic, atunci prima lege a termodinamicii este
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Q—d—U— ar 2.4.23
“ar "ar (2423)

undem este masa sistemului, ¢ este caldura specifica si 7 este temperatura

sistemului. Ecuatia de transfer a cildurii se scrie conform /legii lui Fourier. Joseph
Fourier a publicat lucrarea sa remarcabila: Théorie Analytique de la Chaleur in
1822, 1n care a formulat o expunere foarte completa a teoriei conductiei caldurii.
Aceastd lege empirica este urmatoarea:

Fluxul de caldura q rezultat din conductia termica este proportional cu
marimea gradientului temperaturii cu semn schimbat:

q=-VVT,

unde V este conductivitatea termica.

Pe componente, legea lui Fourier este:
dT dT dTr
="V 4 =—V5, 9. ==V
In general, conductivitatea termica ¥ este o functie de punct si temperatur. Totusi,
majoritatea materialelor sunt omogene si deci putem considera V' =V (T).

Cu acestea, sa consideram un volum R marginit de o suprafatd S si un
mic element diferential dS, centrat intr-un punct de pe suprafata S . Referindu-ne
la elementul diferential dS, se pot asocia doi vectori: primul este vectorul n
normal la suprafata S, si al doilea ¢ = —VVT fluxul de caldura prin suprafata S .
In acelasi timp putem considera cid in volumul R este distribuiti o sursd
(volumetricd) de cdldurd f . Aceasta poate rezulta, de exemplu, din anumite reactii

chimice, nucleare sau electrice. Ca atare, caldura care iese prin elementul de
suprafata dS este:

(=VVT).(ndS). (2.4.24)
Considerand acum si cédldura generatd (sau consumatd) in volumul R, atunci
céldura totala care curge prin S in volumul R este:
0=—)(vT).(nds)+) fir. (2.4.25)
s R
Dar, rata de crestere a energiei interne in volumul R este:

d—U—_[( ﬁjd.R (2.4.26)
a g fh i
unde p este densitatea substantei din volumul R. Cu acestea, din (2.4.23)
obtinem imediat:

T
:[VVT.ndS = {[ch

Aplicand formula Gauss-Ostrogradski, obtinem:

- f}dR. (2.4.27)
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cr
J(V.VVT - pcg-i— f)dR =0. (2.4.28)
R
Deoarece volumul R este arbitrar, rezulta:
or
ng =V.I'VT + f, (2.4.29)

cunoscuta ca ecuatia caldurii.

Avand 1n vedere discutiile de mai sus, aceastd ecuatie descrie difuzia
caldurii In medii incompresibile (nu am inclus lucrul mecanic efectuat de sistem) si
fara convectie (mediul nu executa nici o migcare relativa).

Pentru rezolvarea acestei ecuatii, adicd pentru determinarea difuziei de
caldura in medii trebuie precizate conditiile in care se executd aceste transport.
Aceasta revine la a preciza informatii asupra conductivitatii materialului prin care
se face difuzia de céldura, a densitatii si caldurii specifice a cestuia, precum si a
conditiilor pe frontiera domeniului In care se inregistreaza difuzia de caldura. Cu
acestea rezolvarea ecuatiei caldurii se face prin discretizarea domeniului §i deci
calculul temperaturii In punctele retelei de discretizare. Se pot considera mai multe
situatii pe care le vom considera in cele ce urmeaza.

Calculul temperaturii stationare intr-o placi dreptunghiulara. In cazul stationar
caracteristicile problemei nu se schimbd in timp. Vom considera o placa

dreptunghiulara pentru care conductivitatea termina V' [ Wm™ K™ este eterogena,
simetric distribuitd de-a lungul plécii, ca in figura 2.4.6. Atunci ecuatia de transport
a cdldurii devine:
V.WVT + f=0. (2.4.30)
Pentru rezolvarea ecuatiei (2.4.30) vom aplica operatorul diferential V atat
conductivitatii termice cat si gradientului temperaturii obtindnd urmatoarea
expresie a ecuatiei caldurii:
VYWWNT+VTVV+ f=0. (2.4.31)

Utilizand aproximatiile prin diferente finite, in doud dimensiuni, obtinem sistemul:

(Ti+1,j_2Ti,j+Ti—1,j)+ (Ti,j+1 _2Ti,j+Ti,j—1)
& (Ax)’ Y (&)’
(Vi+1,j - Vi_1,‘,~) (Ti+1,j - Ti_l,j) + (Vi,j+1 - Vi,j—l) (Ti,j+1 - Ti,j—l) n fl = O,
2(Ax) 2(Ax) 2(Ay) 2(Ay) )

pentru i=1,...,n si j=1,...,n unde 7 si respectiv n, sunt numarul

y9
punctelor de discretizare de-a lungul laturilor placii.

Pentru determinarea distributiei temperaturii in nodurile acestei retele (v.
fig.2.4.6) trebuie sa rezolvam acest sistem de ecuatii algebrice la care se adauga
conditiile pe frontiera placii.

Vom considera doua situatii. In prima este vorba de cazul realist in care pe
frontiera plicii se aplici doua surse calde pe doud laturi ale placii. in al doilea,
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suplimentar se aplici o sursa calda intr-un anumit punct al placii. In figura 2.4.6 se
prezintd ambele aceste situatii. Vedem ca placa are o conductivitate termina
distribuita simetric in placd cu valorile 0,5 Wm'K™, respectiv 1,5 Wm'K™".
Pentru ilustrarea conductivitatii termice a materialului, precum si a distributiei

temperaturii in placd am considerat o discretizare foarte grosierd. In situatiile
concrete de obicei se considera discretizari foarte fine.

1

2
3
4

Boundary ° V=1.5
conditions 6

7

g - Source |
1=10 ooomif—"’1
9 sec

10

Fig. 2.4.6. Placa si discretizarea ei pentru calculul transferului caldurii.
Sursele de céldura sunt plasate pe frontiera placii in primul caz.
In al doilea caz, suplimentar, apare o sursa de caldura.

Consideram cazul in care pe frontiera placii se mentine o temperaturd constanta
nuld cu exceptia celulelor (11,J5), (I1,J6), (15,J1) si (I16,J1) in care temperatura are
100 grade Celsius. Daca n, =10 si n, =10, ca in figura 2.4.6, atunci solutia

sistemului discretizat de mai sus este:

11 0.00 0.00 0.00 0.00100.00100.00 0.00 0.00 0.00 0.00
12 0.00 3.95 7.91 14.63 32.47 32.02 13.52 6.17 2.52 0.00
13 0.00 7.91 13.03 18.16 22.14 21.40 15.88 8.65 3.91 0.00
14 0.00 14.63 18.16 18.30 18.34 17.01 13.58 8.64 4.45 0.00
15 100.00 32.47 22.14 18.34 16.14 13.93 11.02 8.14 5.27 0.00
16 100.00 32.02 21.40 17.01 13.93 11.56 9.18 6.94 4.41 0.00
17 0.00 13.52 15.88 13.58 11.02 9.18 7.20 5.23 3.07 0.00
18 0.00 6.17 8.65 8.64 8.14 6.94 5.23 3.69 2.16 0.00
19 0.00 2.52 3.91 4.45 5.27 4.41 3.07 2.16 1.26 0.00
110 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 O0.00

In figura 2.4.7 se aratd suprafata temperaturii care se realizeaza in placa. Figura
2.4.8 arata curbele de temperatura constantd din placa.
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1001 Douasdsie pefroftrera |

LT

Fig. 2.4.7. Solutia ecuatiei caldurii.
Suprafata temperaturii pe o placa cu douad surse de caldura pe frontiera.

1 U T T T T T T T T

Doua surse pe frontiera

Fig. 2.4.8. Solutia ecuatiei caldurii.
Curbele de temperatura constanta pe o placa cu doud surse de caldura pe frontiera.
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Considerand acum situatia in care asupra placii se aplicd suplimentar o sursd de
caldura plasatad in centrul celulei (I3,J3), atunci distributia temperaturii de-a lungul
placii se realizeazi ca in figura 2.4.9. In acest caz curbele de temperatura constanti
sunt cele din figura 2.4.10.

100 iTreisirse dejcaldura,

e Sr It )
e - | -

Fig. 2.4.9. Solutia ecuatiei caldurii.
Suprafata temperaturii pe o placa cu trei surse de caldura.

Trei surse de caldura

Fig. 2.4.10. Solutia ecuatiei céaldurii.
Curbele de temperatura constanta pe o placa cu trei surse de caldura.
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Se observa ca simetria distributiei conductivitatii termice §i a conditiilor pe
frontierd determind simetria solutiei ecuatiei caldurii.
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