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In aceasta lucrare vom considera problema de minimizare a functiilor f: R" — R
utilizdnd metode de cautare directd, prin care Intelegem acele metode care se
bazeazd numai pe evaluarea functiei f de-a lungul unui sir de puncte {xk} si

. . . . *
compararea acestor valori cu scopul de a obtine punctul de minim x . Cu alte
cuvinte, aceste metode nu apeleaza la constructia si evaluarea gradientului functiei
f, cu atdt mai putin a Hessianului acesteia. Metodele din aceasta clasa sunt

utilizate in urmatoarele circumstante: 1) Functia f nu este derivabild. 2)
Elaborarea gradientului Vf(x) a functiei f este foarte complexa. 3) Evaluarea
gradientului Vf(x) a functiei f este mult mai dificild decat evaluarea functiei f.

- . *
4) Nu este necesard o solutie x de mare acuratete.
Problema fundamentald in ceea ce priveste proiectarea unei metode de cautare
directd este urmdtoarea: ,,Date punctele Xx,,Xx,,...,X,, precum si valorile functiei

de minimizat f(x,), f(x,), ..., f(x,), atunci sa se determine punctul x,,, pentru
care f(x,,,)< f(x,) pentrutofi i=1,...,k.”

Scopul acestui capitol este de a prezenta cdteva solutii ale acestei probleme sub
forma unor algoritmi care s-au dovedit mai interesanti §i performanti. Mentionam
faptul ca aceste metode sunt dedicate in special rezolvérii problemelor cu un numar
mic de variabile, pentru care nu cerem solutii de mare acuratete. In general,
constructia unei metode directe de cautare este o activitate de imaginatie, putandu-
se elabora nenumadrate asemenea metode [Torczon, 1991,1997]. O analizd a
principalelor caracteristici ale acestor metode, fira a se insista asupra
performantelor lor numerice este datd de Powell [1994, 1998]. Pentru aceste
metode demonstrarea unor proprietati de convergentd este foarte delicatd, chiar
daca din punct de vedere practic algoritmii asociati acestor metode lucreaza bine.
De aceea cercetarile asupra acestor metode nu sunt finalizate cu o concluzie
transantd. Pentru probleme de mici dimensiuni, cu neliniaritati comode, algoritmii
metodelor de cautare directd deseori au performante comparabile cu metodele care
utilizeaza gradientul functiei, dar ocazional esueaza lamentabil. Singurul avantaj al
acestor metode este usurinta 1n utilizare deoarece tot ceea ce este necesar a se
specifica este expresia algebrica a functiei de minimizat.
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1. CAUTARE PARALELA CU AXELE

Pentru minimizarea functiei f:R" — R, strategia acestei metode este de a fixa

n—1 variabile la valoarea lor curentd si de a se cauta minimul in raport cu
variabila rdmasa liberd. Deoarece minimizarea se face numai dupa o singura
variabila, problema devine una de cautare liniara si deci orice metoda prezentata in
capitolul 3 din [Andrei, 2009] se poate utiliza n acest scop. Dupa ce s-a executat
cate o minimizare corespunzitoare fiecarei dintre variabilele problemei se
considerd ca s-a incheiat un ciclu si deci se poate trece la executia urmatorului
ciclu, pand cand un criteriu de oprire a iteratiilor este indeplinit. Algoritmul este
foarte simplu si se poate prezenta astfel:

Algoritmul 1.1 (Algoritmul de ciutare paralela cu axele)

Pasul 1. | Initializare. Se alege un punct initial x, sise pune i =1.
Pasul 2. | Se determina directia de cautare sub forma:
[1,0,---,0],i=Ln+1,2n+1,...
d - [0,1,---,0],i=2,n+2,2n+2,...
[0,0,---,11", i =n,2n,3n,....

Pasul 3. | Se determina sensul de deplasare pe directia d,. Pentru aceasta se ia
un mic pas de proba de lungime g si se evalueazd [ = f(x, + ud,)
si f =f(x,—ud). Daca f* < f(x,), atunci d, este directia
corectd de reducere a valorilor functiei f. Daca f~ < f(x;), atunci
se considerd directia —d, ca directie de cautare. Dacd [ > f(x,) si
S~ > f(x,), atunci se considera x, ca fiind minimul functiei f de-a
lungul directiei d, si se continua cu pasul 6.

Pasul 4. | Se determina lungimea pasului 0(: astfel Incat

fx +a,d)= 1(111;101 f(x,+ad,)
utilizdndu-se cautarea liniard exact sau inexacta.
Pasul 5. | Se calculeaza noul punct: x,,, = x, + a; d,.
Pasul 6. | Se executd un test de oprire a iteratiillor. Daca, de exemplu,

||xl.+1—xi||£5x si |f(xl.+1)—f(xl.)|£8f, unde &, si &, sunt doud

tolerante de determinare a solutiei, atunci stop; altfel, se pune i =1+1
si se continud cu pasul 2. ¢
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Metoda este foarte simpla si usor de implementat. Simplitatea acesteia provine din
conceptia ei si din faptul cd nu utilizeazd derivatele functiei. Teoretic, aceasta se
poate aplica pentru determinarea minimului oricérei functii continue. Totusi, daca
functia este de tipul unei ,,vdi alungite”, atunci este foarte posibil ca aceasta sa se
termine Intr-un punct care nu este minimul problemei.

2. METODA HOOKE-JEEVES, DE CAUTARE
A FORMEI

Dupa cum am vazut, in metoda de cautare paralela cu axele directiile de deplasare
sunt fixate. Aceasta face ca metoda sa fie lent convergentd. Metoda Hooke-Jeeves
[1961] selecteaza directiile de cadutare intr-o maniera care se adapteaza formei
functiei de minimizat. Pentru aceasta, metoda executd n cautari paralele cu axele
s1 apoi considerd o cdutare de-a lungul directiei s, = x, —x numita directie de

i-n?
cautare a formei, unde x, este punctul obtinut la sfarsitul celor 7 cautdri paralele
cu axele §i x,_, este punctul obtinut inaintea acestor cautari. Deci, metoda Hooke-

Jeeves este o procedura de cautare care consta din doud tipuri de deplasari. Prima,
de explorare, pentru identificarea comportarii locale a functiei si a doua de
exploatare a formei functiei pentru accelerarea convergentei.

Algoritmul 2.1 (Algoritmul Hooke-Jeeves)

Pasul 1. | Initializare. Se considerd un punct initial x; numit punct de bazi si se
aleg lungimile pasilor de deplasare Ax;,, i=1,2,...,n de-a lungul

celor n axe de coordonate. Se pune k =1.

Pasul 2. | Se calculeaza f, = f(x,). Se pune y, =x, si se executd pasul 3 de

explorare a comportarii functiei in jurul punctului de baza x,.

Pasul 3. | Pentru i =1,2,...,n perturbam variabila x; in jurul punctului de baza

temporar y,':l pentru a obtine un nou punct temporar. Se calculeaza:
[r= 0 +Axe), =y —Axe) si f=f(3), cu care
se calculeaza noul punct temporar:
v+ e, [T< S,
yi= v = Axe, f<f<f, 2.1
vi's f<min{f" [},

Pasul 4. | Daca y, =x,, atunci dacd max{Axl.}<8, stop; altfel, reducem

lungimile pasilor de explorare Ax, (de exemplu pentru fiecare

i=12,...,n punem Ax,=Ax,/2) si se executd pasul 3. Daca,
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n . . y .
Y, # X, , atunci s-a obtinut un nou punct de bazd x,, =y, si se

continud cu pasul 5.

Pasul 5. | Utilizand cele doud puncte de baza x, si x,,, se stabileste directia
s=x,,, —X, de-a lungul careia se determind punctul
y,(zﬂ =X +a's, unde a este solutia problemei de minimizare a

functiei f de-a lungul directiei s.

Pasul 6. | Sepune k=k+1, f, = f(»}) si utilizand relatiile (2.1) se executa o
explorare in jurul punctului y,? pentru a se obtine un nou punct ;.
Dacd f(y/)< f(x,), atunci s-a obtinut un nou punct de bazi
X,,, =), cu care se continud cu pasul 5. Daca, pe de altd parte,
f(r))= f(x,), atunci daca max{Axl.} <&, stop; altfel la fel ca in

pasul 4 lungimile pasilor Ax; se reduc, se pune x,,, =x,, k=k+1 si

se continud cu pasul 2. ¢

3. METODA POWELL, A DIRECTIILOR CONJUGATE

Metoda Powell [1964] este o extensie a procedurii de cautare a formei data de
Hooke-Jeeves, pentru care se poate demonstra cd este o metodd de directii
conjugate. Pentru clasa functiilor patratice metoda converge la solutie intr-un
numar finit de pasi. Powell a sugerat anumite modificéri pentru a se depasi anumite
inconveniente si a accelera convergenta in cazul functiilor nepatratice.

La inceputul primei iteratii punctul x, este dat si directiile de cautare sunt

d}. =e;, unde e; sunt directia axelor de coordonate. La iteratia k algoritmul
lucreaza astfel. Fie yé =X, sipentru i =1,...,n din punctul yl.k_1 in directia dik se
cautd minimul functiei obtinandu-se astfel punctul yl.k. Se continud apoi cautarea

din punctul y* in directia s, = y* —x, obtindndu-se astfel noul punct x,, cu care
reludm procedura la iteratia k +1. Deci, directiile de cautare la iteratia k& +1 sunt:
d;‘ ,d3k - ..,d: ,8,. Observam ca directia dlk a fost eliminata, retinindu-se directia
s, care tine seama de forma functiei f. Inainte de inceperea celei de-a k +1

. e q- .. . k+1 k+1
iteratii directiile de mai sus sunt rebotezate ca d, " ,...,d, " .

Vom demonstra ca Tn 7 iteratii metoda Powell genereaza n directii

2
n

conjugate. Intr-adevdr, prin constructic fiecare dintre punctele X, sty

.« . . - . N . . 2 A A ~ s -
minimizeaza functia f* in directia s, =d, astfel incat la sfarsitul cele-i de-a doua
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. .. . .. . 2 . 2 LSRN

iteratii avem o pereche de directii conjugate s, =d, si s, =y, —x,. Adica, in
.. . .. .. . .. 3 . 3 .

notatiile cele-i de-a treia iteratii, directiile d, | si d; sunt conjugate. Presupunem

- . e oo . e gk+l k+l . &
acum cd s-au executat k iteratii si ¢ k directii d,, ,,...,d, " sunt conjugate. In

fapt, acestea sunt chiar ultimele & directii de cautare din cadrul iteratiei k, care
sunt de asemenea directii de cautare si in iteratia k& +1. Deci, punctul de plecare
X,,, pentru iteratia k+1, minimizeazd f 1in subspatiul care contine aceste

directii. Mai mult, deoarece directiile de mai sus sunt conjugate rezultd ca punctul

k+1 . e . .. e < ~
v, obtinut la sfarsitul iteratiei k+1 de asemenea minimizeaza f in acest

. . . . k+1 . - . ..
subspatiu. Deci directia s,,, =y, —Xx,,, este conjugatd cu cele k directii

dit,...,d"". Astfel, dupd k +1 iteratii avem exact k +1 directii conjugate. in

particular, dupd » iteratii metoda construieste #n directii conjugate.
Defectul metodei Powell, in forma sa de bazd in care a fost prezentata,
constd in faptul ca la o anumita iteratie este posibil ca cele n directii s devina

liniar dependente. Aceasta se poate intdmpla atunci cand noua directie s, este

astfel incat (y* —y5)" (yf —yi)=0. Pentru a iesi din aceasta dificultate, Powell a
modificat aceastd procedura de baza in sensul de a permite eliminarea la fiecare
iteratie a altei directii diferitd de d/', astfel incat cele n directii de ciutare si poata

fi intotdeauna liniar independente. Procedura modificata a lui Powell se poate
prezenta sub forma urmatorului algoritm.

Algoritmul 3.1 (Algoritmul Powell)

Pasul 1. | Se considera un punct initial x, si n directii d! =e,, i=1,...,n. Se

pune k=1.

Pasul 2. | Se pune y, =X, sipentru i =1,...,n din punctul y', in directia d

se determind minimul functiei f*, obtindndu-se astfel punctul yl.k.

Pasul 3. | Se executa testul de oprire a iteratiilor. De exemplu, daca

H yr— ka < &, stop; altfel se continud cu pasul 4.

Pasul 4. | Se calculeaza
A= max { f() = O} = f )= F ),

adica g este valoarea indicelui i care maximizeaza A.

Pasul 5. | Se defineste £, = f(y}), f,=f(0") si se evalueazi
fi= 12y, =)

Pasul 6. | Daca f, 2 f, sau

U&Qﬁ+£Xﬁ—ﬁ—AY2%Mﬁ—£Y,
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. . . B . . . . .. k
atunci la iteratia urmitoare se utilizeazd vechile directii d;,

. o o kel k -
i=1,...,n, adicd se considerd y,” =y, , se pune k=k+1 si se

continud cu pasul 2; altfel se executa pasul 7.

o o A . . k A
Pasul 7. | Se executd o cdutare liniard in directia s, =y, —x, , obtindndu-se

. < 1: . k k k k
astfel punctul x,,,, se considera directiile d,...,d, ,,d,,,,....d, s,

se pune k =k +1 si se continua cu pasul 2. ¢

4. METODA ROSENBROCK, A ROTIRII
COORDONATELOR

Metoda de rotire a coordonatelor, datd de Rosenbrock [1960], poate fi si ea
consideratd ca o extensie a metodei Hooke-Jeeves. Aceasta constd din mai multe
etape, in cadrul fiecareia sistemul de coordonate fiind rotit astfel incat prima axa a
acestuia sa fie orientatd catre directia local estimata a minimului, toate celelalte axe
fiind bineinteles ortogonale pe aceasta. Metoda Rosenbrock functioneaza astfel.

1) Se alege un punct initial x; de unde incepe cautarea si se calculeaza f'(x,).

2) Se aleg lungimile pasilor de deplasare /. de-a lungul directiilor dl.l, i=1...,n,
care initial sunt paralele cu axele de coordonate.

3) Din punctul x,; se executd o deplasare in directia a’l1 de lungime A, pentru a se
obtine punctul x,. Daci f(x,)> f(x,), atunci acest pas este un esec. In acest caz
lungimea pasului pentru urmatoarea iteratie, in aceeasi directie, va fi luatd ca —f
inmultit cu lungimea curentd a pasului, unde 0< £ <1. Pe de altd parte, daca
f(x,) < f(x,), atunci punctul obtinut reprezintd un succes, caz in care lungimea

pasului in aceeasi directie, de la iteratia urmatoare, va li luatd ca +« Inmultit cu
lungimea curentd a pasului, unde « > 1. Valorile recomandate de Rosenbrock sunt
a=3si f=0,5. Continudm acest proces de cdutare cu marirea sau micsorarea

lungimii pasilor de deplasare A, pana cand s-a obtinut cel putin cate un succes si
A T . .. 1 .
cate un esec de-a lungul fiecarei din directiile d;, unde i=1,...,n. Aceasta
reprezintad o etapa a procesului de minimizare in metoda Rosenbrock. O noua etapa
incepe ori de cate ori s-a obtinut cel putin cite un succes si un esec de-a lungul
fiecarei directii.

N - - . . .o 1 A 2
4) Pentru a incepe urmitoarea etapa, vom modifica directiile d;, in d;,
. A A 2 o . . A . . . . .
i=1,...,n, astfel incat d; sa se afle aproximativ in directia celei mai rapide
descresteri ale valorilor functiei f, iar celelalte directii s fie ortogonale pe

aceasta. Noile directii afl.2 sunt obtinute din cele vechi printr-o procedurd de
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ortogonalizare Gram-Schmidt. Geometric, noua directie d,” va fi chiar linia care

uneste punctul de la inceputul etapei de optimizare cu punctul obtinut la sfarsitul
acestei etape si reprezintd in fapt suma vectoriald a tuturor deplasarilor cu succes.

Astfel, directia d12 este cea mai promititoare directie pentru reducerea valorilor
functiei f.

5) Cu aceste elemente executdm o noud etapa a procesului de optimizare printr-o
procedura similarad cu cea descrisd mai sus in pasul 3 luand ca punct de baza cel
mai bun punct obtinut la sfarsitul etapei anterioare.

6) Procedura de mai sus se executd pana cand distanta dintre punctul de inceput si
cel de sfarsit a unei etape este mai mica decat o toleranta & > 0 suficient de mica.
Cu acestea, metoda Rosenbrock se poate prezenta sub forma urmatorului algoritm.

Algoritmul 4.1 (Algoritmul Rosenbrock)

Pasul 1. | Se considerd un punct initial x,, numit punct de bazd si se aleg
directiile dl.l ,i=1,...,n, de obicei paralele cu axele; lungimile pasilor
de deplasare A, i=1,...,n, precum si constantele & si f (a =3,
£ =0,5).Se pune k=1.

Pasul 2. | Din punctul x, se considerd un pas de lungime /4 in directia d|.
Daci pasul reprezintd un succes, adicd f(x, +/4d) < f(x,), atunci
punem /, =ah,, si se retine noul punct obtinut ca punct de baza.
Daci, acest pas este un esec, adica f(x, +hd})> f(x,), atunci
punem /h, =—/fh,.

Pasul 3. | Se continua aceastd cautare din cel mai bun punct obtinut de-a lungul
directiilor d;,d;‘,...,d:,dlk,df,...,df,... pana cand pentru fiecare
din cele n directii dl.k, i=1,...,n, au fost obtinute cel putin cat un

succes §i cite un esec.

- . . .. 1 .
Pasul 4. | Se calculeaza noile directii de deplasare dik+ ,i=1,...,n, necesare

urmatoarei etape utilizand procedura de ortogonalizare Gram-Schmidt.
Se calculeazad matricea

Hl
H, H

H=|* 7 , (4.1)
Hn Hn Hn

unde H ; este suma algebricd a tuturor lungimilor pasilor cu succes in

directia d;‘, j=1,...,n. Daca |Hi|<£ pentru toti i =1,...,n, atunci
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stop; altfel se calculeaza directiile liniar independente p,,...,p, € R"
sub forma

P=[p, - p,=ldf, . d,1H. (4.2)
Astfel, p, reprezintd vectorul care uneste punctul de inceput cu cel de
sfarsit obtinut dupa secventa de cautari de la etapa a k —a. Vectorul
p, este suma algebricd a lungimii pasilor cu succes in toate directiile
exceptand prima, etc. Acesti vectori liniar independenti p,,...,p,

sunt utilizati pentru a genera o noud multime de directii ortogonale
prin procedura Gram-Schmidt.

Presupunem ca au fost alese i directii ¢,,q,,...,q; pentru etapa k +1

a procesului de optimizare. Cu acestea definim matricea

0 =[q,----9.], (4.3)
si calculam urmdtoarea directie g,,, ca:
i1 = Pin — Yo (4.4)

unde r;,, este un vector ales astfel incat g,,, sa fie ortogonal pe toate
directiile ¢,,4,,...,9;. Inmultind la stanga (4.4) cu qf, pentru
j=1,...,i, obtinem
T T T
q_/‘ 9 = qj‘ Pin _q_j it = O’ (45)
pentru j=1,...,i. In formd matriceala relatiile (4.5) devin:

QiTqu = QiTpi+l - QiTQir;'H = 0’

adica
[QiTQi]rm = Qz‘Tpm' (4.6)
Deci
T = [QiTQi]_lQiTle' 4.7)
Cu acestea, din (4.4) obtinem:
Qi+1 = Tz"le’ (48)
unde
=1-0[0/01"0, (4.9)
care este chiar o matrice de proiectie.
Deoarece

Q[TQ,‘ :[%:--'aqi]T[qN'“:qi] =1,
relatia (4.8) devine:

G = =00 P = Pia— (PG, (4.10)
j=1

pentru i =0,1,...,n—1.
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. . .. k+1 .
Cu acestea, pentru generarea noilor directii di , i=1...,n se

procedeaza astfel:
a) Se calculeazd matricea P cain (4.2).

b) Sepune g, = p, si d/" =gq, /||q1 ||
¢) Pentrui=1,2,...,n—1 se calculeaza:
9iv1 = Pin — z(pzildjl'm)d;m >
=

k+1 _
di+1 - qi+1 /||q1+1||

Pasul 5. | Se considera cel mai bun punct obtinut in etapa & drept punct de baza,
se pun lungimile /,, i=1,...,n la valorile lor originale, k =k +1 si

se continud cu pasul 2. ¢

5. METODA NELDER-MEAD, A DEPLASARII
SIMPLEXULUI

Dupa cum se stie, figura geometrica formata din n+1 puncte x,, i=1,...,n+1,
care nu se afld toate Intr-un hiperplan, impreund cu orice combinatie convexa a
acestora se numeste simplex in R". Cele n+1 puncte x, se numesc vdrfurile
simplexului. Cand toate punctele se afla la distante egale unele de altele, simplexul

se zice ci este regulat. Astfel, in R simplexul este un triunghi, in R’ este un
tetraedru etc.

Ideea de baza a acestei metode precizatd de Spendley, Hext si Himsworth [1962] si
imbunatatitda de Nelder si Mead [1965] este de a compara valorile functiei f in
cele n+1 varfuri ale simplexului si apoi de a deplasa (rostogoli) simplexul catre
punctul de optim. Deplasarea este realizatd utilizand trei tipuri de miscari,
cunoscute ca: reflexie, contractie si dilatare. Sa le prezentam.

Reflexia. Daca x, este varful corespunzitor celei mai mari valori a functiei f,
atunci reflectand acest punct referitor la fata opusa lui, ne asteptdm sa obtinem un
nou punct x, in care valoarea functiei sd se reduca. Daca acesta este cazul, atunci

putem considera un nou simplex prin eliminarea lui x, si includerea lui x, in

multimea varfurilor simplexului. Cu acest nou simplex putem proceda ca mai sus,
deplasand astfel cautarea in directia minimizarii functiei f. Daca functia nu

prezintd o ,,vale adanca”, atunci aplicarea repetatd a acestui proces de reflexie ne va
conduce, ce-1 drept in zig-zag, citre punctul de minim al problemei. Matematic

punctul reflectat x,_ este dat de:

x, =(+a)x, —ax,, (5.1)
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unde x, este varful simplexului corespunzitor valorii maxime a functiei f in

raport cu toate varfurile, adica
fx) = max {£(x)}, (52)

iar x, este centroidul varfurilor x,, i=1,2,...,n+1, i# h, datde:
1 n+l
X, =— z X, (5.3)
N iot;izn

o > 0 fiind coeficientul de reflexie definit ca:

|x -X
o =" (54
e, =
Astfel, x, se va afla pe linia care uneste x, cu x_,in care ||xr -X|=a ||xh =X

Daca f(x,) se afla intre f(x,) si f(x,), unde x, este varful corespunzator

valorii minime a functiei f, adica
f(x,)=_min {f(x)}, (5.5)

atunci x, este inlocuit cu x, si astfel am obtinut un nou simplex cu care putem

relua procesul de optimizare.
Procedand asa este foarte posibil sd ajungem in unele situatii dificile. De exemplu,

dacd un simplex ajunge intr-o ,,vale” a functiei in care f(x,)= f(x,), atunci prin

reflexie ne vom Intoarce le vechiul simplex, aparand deci fenomenul de ciclare.
Aceasta situatie se poate depdsi prin eliminarea din simplexul curent a varfului
corespunzator celei de-a doua valori maxime a functiei f imediat dupa valoarea

f(x,). In general, aceasta strategie conduce la apropierea simplexului de punctul
de minim al lui f, dar este foarte posibil ca simplexul final din nou si cicleze in
jurul lui x*, sau si se afle la o distanta egala cu ordinul de marime fata de x . In

aceastd situatie putem considera ca punct de minim al functiei f acel varf care

apare in toate simplexurile generate prin reflexie. Daca se doreste o precizie mai
mare, atunci simplexul trebuie contractat sau redus in dimensiune, dupd cum vom
vedea in cele ce urmeaza.

Dilatarea. Dacd procesul de reflexie construieste punctul X, pentru care
f(x,)< f(x,), adica se obtine un nou minim, atunci in general ne asteptam ca
valorile functiei f s se reduca de-a lungul liniei care uneste x, cu x,. Deci vom
deplasa x, in x, prin relatia:

x, =yx, +(l=y)x,., (5.6)
unde y este coeficientul de dilatare, definit ca:
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Dacd f(x,)< f(x,), atunci inlocuim varful x, cu x, si reludm procesul de

reflexie. Daca, pe de alta parte, f(x,)> f(x,), atunci dilatarea este un esec si

deci vom nlocui x, cu x, dupa care reluam procesul de reflexie.

Contractia. Dacd procesul de reflexie furnizeazd un punct X, pentru care

f(x,)> f(x,), pentru toti i=1,...,n+1 cu exceptia i=h si f(x)<f(x,),

atunci inlocuim varful x, cu x,. In acest caz vom contracta simplexul construind:
x, = px,+(1-p)x,, (5.8)

unde [ este coeficientul de contractie (0 < £ <1) definit ca:

ﬂ_|xo_xc

|, =

c

(5.9)

Daca f(x,)> f(x,), atunci vom utiliza (5.8) pentru constructia punctului x,.

Daca procesul de contractie a generat punctul x, pentru care

f@x,)<min{ f(x,), f(x,)},
atunci inlocuim punctul x, cu x, si reludm procesul de reflexie. Dacd, pe de alta
parte,

[ zmin{ f(x,), f(x,)],
atunci toate punctele x; sunt inlocuite cu punctele (x, +x,)/2, dupa care reludm

procesul de reflexie cu acest nou simplex.
Daca deviatia standard a functiei f in cele n+1 varfuri ale simplexului curent

este mai mica decat o valoare prescrisa, pozitiva, suficient de mica, adica:

(ﬁ’i(ﬂm—ﬂm)zj <, (5.10)

atunci cautarea minimului se considerd incheiatd. Nelder si Mead sugereaza
valorile: ¢ =1, £=0,5si y=2.

Cu acestea algoritmul de cautare directa Nelder-Mead pentru minimizarea
functiei f* se poate prezenta sub forma urmatoare. Fie x; o estimatie initiala a lui
X" si consideram vérfurile simplexului initial x,,...,x,,,, unde x =X the,
in care scalarii /2, sunt alesi astfel incat cantitatile ‘ S +he)-f (xl)‘ sa fie pe
cat posibil egale. Pentru simplexul curent definim:

x, - punctul pentru care f(x,)= _max_ { f (xl.)} ,

x, - punctul pentru care f(x,) = _ max { f (xl.)} ,

W/ EAREY ]
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x, - punctul pentru care f(x,)= min {f(xl)} ,
i=l,...,n+l1

x, - centroidul simplexului x, = — Z X,

n+l

1
N ici;izn

Algoritmul 5.1 (Algoritmul Nelder-Mead)

Pasul 1. | Se aleg varfurile x,,...,x, , ale simplexului initial si se calculeaza
f(x), i=1,...,n+1. Se determind punctele x,, x, X, si X,.
Pasul 2. | Se testeaza criteriul (5.10) de oprire a iteratiilor.
Pasul 3. | Reflexia. Se calculeaza punctul x, = (1+a)x, —ax,.
Pasul 4. | Daca  f(x,)< f(x,)< f(x,), atunci finlocuim x, cu x, si
continuam cu pasul 2.
Pasul 5. | Dilatarea. Daca f(x,)< f(x,), atunci dilatim simplexul calculand
punctul x, =yx +(1-y)x,.
a) Daca f(x,)< f(x,), atunci inlocuim x, cu x, si continudm cu
pasul 2.
b) Daca f(x,)> f(x,,), atunci inlocuim x, cu x, si continudm cu
pasul 2.
Pasul 6. | Contractia. Daca f(x.)> f(x,), atunci contractam simplexul.

a) Daca f(x,)< f(x,), atunci calculam x, = Bx, +(1- f)x,.
b) Daca f(x,)=> f(x,),atunci calculim x, = Bx, +(1- f)x..
c)Daca f(x,)< f(x,) si f(x,)< f(x,), atunci inlocuim x, cu X,

si continudm cu pasul 2.
d)Daca f(x,)= f(x,) sau f(x,)> f(x,), atunci reducem marimea

simplexului considerand A, =h./2,i=1,...,n+1 si continuam cu
pasul 2. ¢

Extensii ale metodei simplex in ceea ce priveste introducerea optimizarii uni-
dimensionale, ponderarii centroidului sau utilizarea optimizarii ciclice de tip mixt
au fost date de Dumitru [1975]. O reconsiderare a metodelor de cautare directa, in
particular a metodei Nelder-Mead, este data de Wright [1996] si Kelley [1999].

Metodele de cautare directa, dupa cum se vede, incearca o serie de strategii
de determinare a formei functiei de minimizat si de utilizare a acesteia in procesul
de calcul a minimului. Toate aceste metode au o incarcatura empirica care le fac
vulnerabile la pretentiile de optimizare a functiilor cu numar mare de variabile sau
atunci cand se doreste determinarea minimului cu o acuratete maritda. De aceea in
aplicatiile curente aceste nu sunt utilizate. Totusi pentru cazurile In care pentru
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functia data calculul gradientului este o problema si nu se doreste decat o solutie
aproximativa, atunci se pot incerca aceste metode.

Exemplul 5.1.
Sa consideram urmatoarea functie cu doud variabile:

F(x)=[1+(x, +x, +1)>(19—14x, +3x] —14x, + 6x,x, +3x])]x
[30+(2x, —3x,) (18 = 32x, +12x; +48x, —36x,x, +27x3)],

.. n * T .. *
care are un minim in punctul x =[0,—1]' cu valoarea functiei f(x )=3.

Calculul gradientului acestei functii este o complicatie, de aceea vom Incerca
metodele de cdutare directd prezentate mai sus plecdnd din punctul initial

x, =[1,—0.5]", pentru care f'(x,) =436.035156.

Tabelul 5.1 prezintd numarul de iteratii (#iter), numarul de evaludri ale functiei
(#eval), timpul de calcul (cpu) in secunde, punctul de minim si valoarea functiei
furnizate de algoritmii Hook-Jeeves, Powell, Rosenbrock si Nelder-Mead in care
cautarea liniara este implementatd prin metodele inainte-inapoi, sectiunea de aur,
Fibonacci, interpolare patratica in trei puncte [Andrei, 2009].

Tabelul 5.1. Rezultate furnizate de algoritmii de cautare directd. &€ =107".

#iter | #eval | cpu(s) x f (x*)
Hooke-Jeeves & 15 1253 | 28.97 (0,-1) 3.0
sectiunea de aur
Hooke-Jeeves & 15 1211 | 29.45 0,-1) 3.0
Fibonacci
Hooke-Jeeves & 22 579 13.82 0,-1) 3.0
interpolare patratica
Hooke-Jeeves & 14 878 20.79 0,-1) 3.0
cautare Tnainte-inapoi
Hooke-Jeeves & 8 195 4.74 (0,-1) 3.0
lungimea pasului egald cu 1
Powell & 12 2442 | 56.53 (1.8,0.2) 84.0
sectiunea de aur
Powell & 11 1919 | 46.75 (1.8,0.2) 84.0
Fibonacci
Powell & 1 33 0.85 (1,-0.3346) 94.649
interpolare patratica
Powell & 1 153 3.72 (0.74,-0.5) 76.292
cautare inainte-inapoi
Powell & 12 2442 | 56.44 (1.8,0.2) 84.0
lungimea pasului egald cu 1
Rosenbrock 45 489 11.18 (0,-1) 3.0
Nelder-Mead 56 165 8.05 (0,-1) 3.0

Observam ca toate metodele au cam acelasi comportament, exceptie faicind metoda
Powell care nu reuseste sé localizeze minimul functiei cu acuratetea data.
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Studiu numeric (Performanta algoritmilor de ciutare direct)'

Pentru a vedea performanta algoritmilor de cdutare directd consideram urmatorul
studiu numeric 1n care este vorba de minimizarea a 50 de functii de test cu numéarul
de variabile egal cu 5 sau 10. Deci in total s-au rezolvat 100 de probleme de
minimizare. Pentru a ilustra performanta algoritmilor, se considerd numai acele
probleme pentru care diferenta dintre valorile minime ale functiei este mai mica

decat 107 in figura 5.1 se prezintd profilurile de performanti pentru acesti
algoritmi in functie de numarul de evaludri ale functiei de minimizat.

Hooke-Jeeves cu interpolare patratica

Hooke-Jeeves cu Fibonacci

Hooke-Jeeves cu Fibonacci

03r Hooke-Jeeves cu sectiunea de aur 1 03 1
02 B 02 B
L Numarul de evaluari ale functiei 1 e Numarul de evaluari ale functiei 1

UU é z‘l é é 1IU 1‘2 1‘4 16 UU é =‘1 é é 1IU 1‘2 1‘4 16

Nelder-Mead Rosenbrock 1

Hooke-Jeeves cu interpolare patratica 1
Hooke-Jeeves cu interpolare patratica 03

Numarul de evaluari ale functiei

Numarul de evaluari ale functiei

L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 1 16

Rosenbrock Rosenbrock

Nelder-Mead
..\\
Nelder-Mead ] 04

Hooke-Jeeves cu interpolare patratica 1

Numarul de evaluari ale functiei

Numarul de evaluari ale functiei 01

02y 2 2 § F 10 1 i 1 0 - r - : 7 : y
- 0 2 4 3 3 10 12 14 16

Fig. 1. Profilurile de performantd ale algoritmilor de cautare directa.

! Programul UNO.FOR implementeazi algoritmii de ciutare directd considerati in acest
studiu numeric. Programul UNOINT.FOR este o varianta interactiva a lui UNO.FOR
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Observam ca din punctul de vedere al metricii datd de numarul de evaluari ale
functiei de minimizat, metoda Rosenbrock pare a fi cea mai bund. Metoda Powell,
in implementarea noastra, nu rezistd la comparatii in acest studiu, fiind mult prea
lentd pentru a fi reprezentatd in profilurile de performanta Dolan-Moré.

Studiu numeric (Nelder-Mead versus Rosenbrock)

Din studiul numeric de mai sus se vede ca algoritmii Nelder-Mead a deplasarii
simplexului si Rosenbrock a rotirii coordonatelor sunt cei mai performanti. De
aceea 1n acest studiu vom prezenta performanta acestora in ceea ce priveste
rezolvarea problemelor de optimizare fara restrictii cu un numar de variabile ceva
mai mare. Consideram aceleasi set de functii de test ca mai sus din care selectim si
minimizam 60, pentru care numarul de variabile este egal cu 4, 8, 12, 16 si 20.
Deci, in total s-au minimizat 300 de functii de test. Comparatia dintre metoda
Nelder-Mead si Rosenbrock se face in aceeasi manierd, prin retinerea numai a
acelor probleme (din cele 300) pentru care diferenta dintre valorile optime (locale)
ale functiilor date de fiecare metoda este mai mica decat 107, Din cele 300, numai
183 de probleme satisfac acest criteriu. In figura 5.2. se prezinti profilurile de
performantd Dolan-Mor¢ ale celor doi algoritmi in functie de numarul de evaluéri
ale functiei de minimizat.

0.9+

08}
Rosenbrock
07}

Nelder-Mead .

02} . .
Numarul de evaluari ale functiei

0_1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 i g 10 12 14 16

Fig. 5.2. Nelder-Mead versus Rosenbrock.
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Din acest studiu numeric, in care se rezolvd probleme cu un numar de variabile
ceva mai mare (20), rezultd cd metoda Rosenbrock este mai performanta si mai
robusta decat metoda Nelder-Mead.

6. METODA POWELL UOBYQA, A INTERPOLARII
PATRATICE

Inainte de trece la prezentarea metodei
UOBYQA (Unconstrained Optimization BY
Quadratic Approximation), elaboratd de
Powell [1994, 2002], sa parcurgem
principalele clase de metode directe de
optimizare. In practica optimizarii care
utilizeazd metodele directe se identifica
urmitoarele patru clase. In prima clasa
putem include metodele de cautare a formei
. % functiei de minimizat in jurul punctului
o ~ curent. Metodele prezentate in sectiunile
anterioare din acest capitol (Hooke-Jeeves,
Rosenbrock, si Nelder-Mead) apartin acestei
clase. Acestea sunt bazate pe o explorare a
g > spatiului variabilelor utilizind puncte ale
unor tipare geometrice in care se evalueaza
functia de minimizat. Acestea nu utilizeaza
netezimea functiei si deci cer un numar
M.J.D. Powell foarte mare de evaluari ale functiei.
O analizd a acestor metode se gaseste in [Kolda, Lewis si Torzcon, 2003]. A doua
clasd de metode directe sunt cele introduse de Powell [1964] si care genereaza
directii conjugate cuplate cu cautarea liniard (vezi sectiunea 3). Combinarea
tehnicilor de diferente finite cu metodele quasi-Newton constituie a treia clasa de
metode directe precizate de Moré si Sorensen [1983]. In fine, ultima clasi de
metode directe sunt bazate pe modelarea functiei obiectiv ca o functie patratica,
obtinuta prin interpolare numai din valorile functiei, cuplatd cu o tehnicd a regiunii
de incredere. Aceste metode au fost introduse de Winfield [1969, 1973] si recent
reconsiderate de Powell [1994, 2002].
In aceasti sectiune vom prezenta metoda UOBYQA care apartine clasei de
metode directe bazate pe constructia unui model patratic obtinut prin interpolarea
valorilor functiei de minimizat intr-un numar dat de puncte. Fie deci problema

F——

R W

min f(x), unde x € R", impreuna cu un punct initial x, din care de demareaza
calculele si doua valori p; si p, care marginesc raza o a regiuni de incredere in
care este valabil modelul patratic sintetizat numai din valorile functiei f. Valorile
razei de incredere sunt alese de algoritm astfel incat p, < p < p,. Utilizdnd

valorile functiei intr-un numar de puncte se construieste modelul péatratic
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T 1 T n
Q(x)=cQ+gQ(x—x0)+E(x—x0) Gy(x—x,), xeR", (6.1

care este obtinut prin interpolarea valorilor functiei. Parametrii modelului pétratic
sunt scalarul real Co» vectorul 8y € R" si nmxn matricea simetrica GQ. Deci

spatiul liniar al polinoamelor patratice de la R" la R are dimensiunea
m= E(n +1)(n+2). Ca atare, parametrii lui Q sunt definiti printr-un sistem de

ecuatii de interpolare de forma:
0)=f(x), i=l,...,m, 6.2)
in care punctele x,, i=1,...,m, sunt generate de algoritm astfel incat modelul

(6.1) sa fie bine definit si sa asigure stabilitatea numerica a procesului de calcul.
Interpolarea in (6.2) se face prin intermediul polinoamelor de interpolare
Lagrange. Pentru j=1,...,m a j—a functie Lagrange este polinomul patratic

[,:R" — R cu proprietatile
Ij(xi):é'ij, i=1,....m, (6.3)

unde 51.]. este simbolul delta al lui Kronecker. Deci
lj(x)=cj+gf(x—xo)+%(x—x0)TGj(x—x0), (6.4)
care este asemanator cu ecuatia (6.1). Din (6.2) si (6.3) rezulta ca
()= f(x),(x) 63)
Deci, din (6.4) avem urmatoarele Valor]izfl)entru modelul patratic (6.1):
o= éf(xpcj, g0 = éf(xpg,, G, = er:,f(x,-)G_,-- (66

Cu acestea, modelul patratic este utilizat intr-o schema a regiunii de incredere,
adicd se determind d € R" ca o estimatie a solutiei problemei

min {Q(x, +d):|d| < A}, (6.7)
unde k este un intreg din [l,7m] pentru care f(x,) este cea mai micd valoare
dintre valorile f(x;), i=1,...,m. Aici norma utilizata este norma Euclidiana, iar

A este o altd razd a regiunii de incredere care satisface conditia A 2> p.

Introducerea lui A are avantajul de a permite modificarea lungimilor variabilelor
care depasesc valoarea lui p. Modificarea lui A se face intr-o maniera tipica
algoritmului regiunii de incredere.

La fiecare iteratie algoritmul rezolva doud probleme de tipul regiunii de
incredere. Una dintre acestea este data de (6.7), cealalta de:

max {[1,(x, +d): || < o}, 6.8)
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unde / ; este functia Lagrange (6.4). Utilizarea lui (6.8) mentine nesingularitatea

ecuatiilor de interpolare (6.2). Dupa ce modelul patratic s-a format, ceea ce implica
m evaludri ale functiei f, se genereaza un nou punct utilizind una dintre cele

doud probleme ale regiunii de incredere (6.7) sau (6.8). Pentru rezolvarea
problemei (6.7), algoritmul Powell aplicad metoda regiunii de incredere a lui Moré-
Sorensen [1983]. Observam ca

O(x, +d)=Q(xk)+hgd+%dTGQd, (6.9)

unde %, =g, +G,(x; —x;). Conditiile KKT (Karush-Kuhn-Tucker) pentru (6.7)
aratd cd d trebuie sa fie o solutie a sistemului

(G, +01)d =—h,, (6.10)
unde / este matricea identitate de ordin n, iar 6 un parametru nenegativ ales
astfel incat GQ + 61 sa fie o matrice pozitiv definitd sau pozitiv semi-definita.
Daca @ este pozitiv, atunci evident ||d||:A. Ca atare, metoda Moré-Sorensen

poate cere rezolvarea sistemului algebric (6.10) pentru mai multe valori ale lui 6.
Pentru aceasta Powell construieste o transformare ortogonald care face matricea
G, tridiagonald, pentru care o estimatie a celei mai mici valori proprii /IQ este

calculata. Fie acum d = d(60) solutia sistemului (6.10) pentru orice & pentru care

matricea G, + 01 este pozitiv definitd. Atunci, |d (9)” descreste monoton cand €

creste si d = d(0) este acceptat daca @ satisface conditia
1
la@)] A

Dar, pentru 8 >—-A1,, vedem ca 1/||d (9)” este o functie de @ cu urmitoarele

6.11)

proprietdti: este monoton crescatoare, concava si prima derivatd este marginitd

inferior de I/HhQH. Algoritmul UOBYQA utilizeaza aceste proprietdti pentru

rezolvarea ecuatiei neliniare (6.11) in privinta lui @ printr-o tehnicad de cautare
inainte-inapoi.

Pentru rezolvarea problemei (6.8) se poate aplica de doua ori procedura de
mai sus, deoarece in acest caz in (6.7) se poate considera Q =1 ; i apoi 0=-1 ;

cu A = p. Totusi aceasta abordare este ineficienta deoarece mai multe valori ale
lui j trebuie incercate (din cele n” /2 posibile) pentru a gasi ‘l (g +d )‘ suficient
de mare. De aceea, UOBYQA utilizeazd o procedurd care maximizeaza
‘l (x, +d )‘ referitor la ||d || < p, numai in O(n*) operatii algebrice. intregul ;

din subproblema (6.8) intotdeauna este diferit de k, deci conditiile (6.3) includ
cazul [,(x,)=0. Ca atare, tinand seama de (6.4) si deoarece vectorul
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h,=g;+G;(x, —x,) este calculat, atunci din (6.9) rezultd ca subproblema se

poate scrie sub forma:
max{ =[x, + )| <[] < p} (6.12)

Acum, deoarece in metoda regiunii de incredere intotdeauna d se poate inlocui cu
—d rezulta ca problema de mai sus este echivalentad cu

max{\hj d‘+%‘dTdo‘:||d|| < p}. (6.13)

Wd+id'Gd
2 J

2

Daci d si d sunt valorile lui d care maximizeazi ‘thd‘ si respectiv ‘dTdo

referitor la conditia ||d ||S P, atunci d poate fi o estimatic adecvatd a solutiei

problemei (6.12) daca acesta se alege intre *d si +d care di cea mai mare
valoare a functiei obiectiv a problemei. Intr-adevir, pentru orice d admisibil (care

satisface conditia ||d || < p), Powell stabileste urméatoarea margine:

-
h'd

JTG‘/c?‘+

h'd

0! d‘+%‘dTdo‘ < +% +% d'G,d

Wd|+—d"G,d|,

1
+_
2

Wal+-]d',a

S2max{ } (6.14)

, In timp ce d este generat

A

Cu acestea, d este selectat ca vectorul tph,/ th

printr-o tehnica care utilizeaza coloanele matricei Gj intr-o maniera proprie

metodei puterii pentru calculul celei mai mare valori proprii a lui G T

Odata vectorii d si d selectati, algoritmul construieste d ca o combinatie
liniara a acestor vectori, dar alegerea nu este restrictionata la +d sau +d cum s-a
facut in (6.14), ci se determina vectorii # si @ din spatiul liniar generat de d si d
care satisfac conditiile 7' =0 si u'G =0, care in esentd este o problema de
valori proprii. Cu acestea, d se alege ca d =ucos@+iusing, unde ¢ se alege
astfel incat sa se realizeze valoarea maxima a functiei

(e +d)| = |h]d +%dTdo

= | 1i cos ¢+ hA],Tﬂsing/)—i-%ﬁTGjﬁ cos’ ¢+%ﬂTGjL~t sin” @ (6.15)

cu 0<@<27. Valoarea lui ¢ care maximizeaza aceastd expresic se poate

determina prin tehnici de interpolare patratica, dar in UOBYQA Powell alege ¢ ca

multipli intregi de 7 /4. Astfel, valoarea finala a lui ‘l [ +d )‘ este cantitatea:
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AT A
u Gju

b 2

A ] I NI

max Uhjru‘ +5 thu‘ +§‘uTGju
27 (Wi + | + 27 0T G i G| (6.16)

Aceastd cantitate nu este cu mult mai micd decat valoarea maxima a functiei (6.15).

Powell arata ca raportul dintre (6.16) si valoarea maxima a lui (6.15) este marginit

inferior de (12+ 22 )/17 = 0.872, care este destul de aproape de 1. Testele

numerice intensive, cu diferite functii de test, efectuate de Powell aratd ca aceasta
procedurd de determinare a unei solutii a problemei (6.8) care implica numai

O(nz) operatii aritmetice, este foarte expeditiva si aproximeaza foarte bine solutia
lui (6.8).

Urmatoarea etapa a algoritmului este aceea a alegerii unui punct de
interpolare care se modificd cu solutia uneia din problemele de mai sus. La

inceputul unei iteratii se dispune de: punctele curente de interpolare X,
i=1,...,m; vectorul x, din (6.1) si (6.4); gradientul g, si Hessianul Gj al
fiecarei functii de interpolare Lagrange Zj, j=1,...,m; gradientul 8y s
Hessianul GQ asociate modelului patratic curent care satisfac ecuatiile de

interpolare (6.2). De asemenea se dispune de valorile razelor regiunii de incredere
A si p, unde A>p, precum si de intregul k care intrd in (6.7) si care

corespunde celei mai mici valori f(x,), i=1,...,m.
Daca d este o solutie a lui (6.7) cu A=p, dar f(x, +d)> f(x,),

atunci p trebuie sa fie redus dacd Q furnizeazd o buna aproximatie a lui f in

domeniul {x:”x—xk” < p}. Totusi, dacd una sau mai multe distante ||xl. - X,

2
i=1,...,m, sunt mai mari decat 2p, atunci sigur ( nu constituic o buna

aproximare a functiei f. In aceastd situatie un punct de interpolare, x, este

modificat in domeniul {x : ||x—xk|| < p} , Inainte ca raza p sa fie redusa. Powell

[2000] demonstreaza ca: daca functia este de trei ori diferentiabild cu derivata de
ordinul trei mdrginitd de o constantda M, atunci diferenta dintre modelul patratic

si functia obiectiv satisface conditia
1 m
0(x) — ()| SEMZ|li(x)|||x—xi||3. (6.17)
i1

Acest rezultat pare numai o estimatie academicd deoarece presupunerea facuta
asupra derivatei de ordinul trei (care aminteste de functiile autoconcordante) este
foarte restrictiva si constanta M nu este disponibild. Totusi, Powell utilizeaza
(6.17) intr-o maniera constructiva care reduce numarul de iteratii in UOBYQA.
Parametrul M /6 este o constantd nenegativa care este actualizat la fiecare iteratie
ca:
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max{M/6, O(x, +d) - f(x, +d)|/i|li(xk +d)|[x, +d—x[||3}.

i=1
Actualizarea Iui A se face in functie de valoarea raportului

= S(x)—f(x, +d)

= , (6.18)
O(x,)—0(x, +d)
in maniera urmatoare:
max{A,5|d||/4,p+||d}, r=>0.7,
A= max{A/2,|d|}, 0.1<r<0.7, (6.19)
l4]/2, r<0.1.

Pe de alta parte, valoarea lui p este modificatd conform regulii:

pfa pf<p£16pfa

p=3pp; 16p,<p<250p,, (6.20)

p/10,  p>250p,.
UOBYQA contine o initializare foarte interesantd. Cele m puncte de interpolare
sunt selectate astfel. Se pune x, =x; si x,, =x,+pe;, j=L...,n, unde e; este
al j-lea vector unitar din R". Powell considerd o; ca —1 dacd f(x,;)2= f(x,)
si respectiv +1 dacd f(x,,) < f(x,) siaplica formula:

Xo P, O =-1, .
= =1,...,n. 6.21
2j+1 {xo_i_zpiej, O_J =+1’ .] ( )
In continuare se considera i(p,q) cu valorile:

i(p,q)=2n+1+p+%(q—1>(q—2), 1<p<q<n,

iar celelalte puncte initiale de interpolare sunt plasate pe pozitiile
Xippy =Xt p(0e,toe), l<p<gs<n (6.22)
Procedura de initializare pune & drept cel mai mic intreg din [1,m] astfel incat
f(x,) este cea mai mica valoare dintre valorile f(x;), i=1,...,m, si considera
M/6=0, p=p. si A=p, cu care se demareaza calculele. Aceastd alegere a

punctelor initiale de interpolare face ca determinarea primului model patratic (6.1)
din conditiile de interpolare (6.2) si fie foarte usoar. Intr-adevar, faptul ca X, =X,

determind ¢, = f(x,). Apoi, deoarece pentru j=1,...,n, x,, =X, si X,;,, =X,
sunt multipli diferiti de zero ai vectorului e, permite ca (g,); si (G,),; si fie

determinati din diferentele f(x,,)— f(x,) si f(x,,,)—f(%,), unde (g,), este
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a j—acomponentd alui g,, iar (G,),, este elementul (p,q) din matricea G,,.

Elementele nediagonale ale matricei simetrice GQ sunt calculate din identitatea:

Co +pi[ap(gQ)p +o, (gQ)q]

1
+Epi2 [(GQ)pp + zo-po-q (GQ)pq + (GQ )qq] = f(xi(p,q))9 (6.23)

pentru 1< p<g<n, obtinuta din (6.1), (6.2) si (6.22). In acelasi timp, toti
coeficientii nenuli din polinoamele de interpolare Lagrange se pot calcula in

O(n*) operatii aritmetice, deoarece pentru 1< p < g <n, functiile /,

i(p.q) au o

forma foarte simpla:
Lipgy®)=(0,0, /piz)(x—xo)p(x—xo)q, I<p<qg<n, (624)

ceea ce aratd ca (G,

- 2 . : :
i) pg = 0,0,/ p; este singurul coeficient nenul al lui /,

i(pq) *
Coeficientii nenului din polinoamele de interpolare Lagrange /,, k=2,...,2n+1,
se determina din polinoamele patratice:
h (x) = (x_XO)j(x_XZjH)J’
2, M) = )
(x2j _xo)j(XZj _‘x2j+1)j
(x—xy),(x—x,;);

(x2j+1 _xO)j('XZjH _x2j)j

(6.25a)

i2j+1 (x) =

, (6.25b)

pentru j=1,...n.

Cu acestea o prezentare informald a algoritmului UOBYQA se poate face
dupa cum urmeaza. Detalii se gasesc in Powell [2000, 2001, 2002], precum si in
programul Fortran care implementeaza acest algoritm.

Algoritmul 6.1 (Algoritmul UOBYQA - Powell)

Pasul 1. | Initializare. Se considera vectorul x, € R", parametrii p, si P
precumsi M /6=0, p=p, A=p, sisepune j=0. Se determind
cele m puncte de interpolare x,, i=1,...,m, precum si indicele k

corespunzator celui mai mic intreg din multimea 1,...,m pentru care

f(xk):min{f(xi):i:1,...,m}.

Pasul 2. | Daca j =0, atunci utilizdnd procedura descrisd mai sus (vezi (6.10))
se rezolva problema (6.7) care furnizeaza pasul d.

Pasul 3. | Se calculeaza f(x, +d), Q(x, +d) si valoarea polinoamelor de
interpolare Lagrange [ (x, +d), i =1,...,m. Se actualizeaza M /6.

Pasul 4. | Daca j =0, atunci utilizdnd (6.19) se actualizeaza A. Se alege ¢ ca

acel i pentru care expresia |ll.(xk +d)|max{l, X, —xk||3/p3} este
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maxima si /,(x, +d)# 0. Daca, pe de alta parte, j >0, atunci se
pune ¢ = j.

Pasul 5.

Daca ¢>0, atunci se deplaseaza x, in pozitia X, =x, +d. Se

recalculeaza coeficientii polinoamelor de interpolare Lagrange si ai
modelului patratic.

Pasul 6.

Daca t>0 si cel putin una din conditiille j >0, f(X)< f(x,),
||d|| >2p si ||xt —xk” >2p este indeplinita, atunci se pune j =0 si

se continua cu pasul 2.

Pasul 7.

Se alege j din multimea J = {i : ||x[ —xk” > 2p} pentru care
ij —ka = max{”xi —xk” e J} . (6.26)
Totusi, daca (M /6)|lx, —x,[ |1, (5, +d)| <&, unde &= p*2,/2 in

care /'LQ este cea mai mica valoare proprie a matricei G,, atunci se

elimind j din multimea J si se determind un alt j care verifica

(6.26). Daca J este multimea vida, atunci se pune j =0.

Pasul 8.

Daca j>0,saudaca j=0 si ||d | > p, atunci se executd pasul 2.

Pasul 9.

Dacd p > p,, atunci se actualizeaza p ca in (6.20), A cain (6.19) si

se pune X, =X, +x,. Daca p= p,, atunci stop; altfel se continud cu

pasul 2. ¢

Deoarece fiecare coeficient al fiecarui polinom de interpolare Lagrange este
relevant, rezultd cd complexitatea algoritmului in pasii 3 si 5 este de ordinul

probleme de mari dimensiuni. Powell prezintd anumite scheme de simplificare a
acestor pasi, dar cu toate acestea performantele algoritmului sunt limitate la
minimizarea functiilor cu 20 de variabile.

Algoritmul este complicat, contine foarte multd euristica care tine seama
atat de profunzimile metodei regiunii de incredere, cat si de anumite observatii si
caracteristici ale minimizarii functiilor, determinate prin numeroase experimentari
numerice controlate.

Exemplul 6.1.
Sa consideram functia de doua variabile:

S(x)=[1+(x,+x, +1)2(19—14X1 +3x12 —14x, + 6x,x, +3x22)]><

[30+(2x, —3x,)* (18 —32x, +12x] +48x, —36x,x, +27x,)],

.. A *® T .. * .
care are un minim in punctul x =[0,—1] cu valoarea functiei f(x )=3 si pe
care am minimizat-o cu algoritmii de cautare directd prezentati in acest capitol cu
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rezultatele in tabelul 5.1. Din punctul initial x, =[1,-0.5]" algoritmul UOBYQA

al lui Powell furnizeazi solutia x* =[0,—1]", cu valoarea functiei f(x")=-3,in

6 iteratii si 52 de evaluari ale functiei. Vedem ca pentru acest exemplu, metoda de
cautare prin interpolare patratica sugerata de Powell este de departe superioara.

Studiu numeric (UOBYQA versus Rosenbrock)

La fel ca in studiul numeric anterior, in care am comparat metodele Rosenbrock si
Nelder-Mead, aici consideram aceleasi 60 de functii de test cu numarul de variabile
egal cu 4, 8,12, 16 si 20 pe care le minimizim cu UOBYQA a lui Powell’. Deci ca
mai sus s-au efectuat 300 de experimente numerice in aceleasi conditii
computationale. In toate acestea functiile au fost initializate in acelasi punct.
Comparatia dintre metoda UOBYQA si metoda Rosenbrock a rotirii coordonatelor
se face in aceeasi manierd, prin retinerea numai a acelor probleme pentru care
diferenta dintre valorile optime locale ale functiilor date de fiecare metoda in parte

este mai micd decat 107 Din cele 300 de probleme numai 238 satisfac acest
criteriu. In figura 6.1 se prezintd profilurile de performanta ale celor doi algoritmi
in functie de numarul de evaluari ale functiei de minimizat.

T T T T T T T
1 L
09t
LS
UOBYQA (Powell)
0Tt g
D6 g
Rosenbrock
D5t g
Numarul de evaluari ale functiei
0_4 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 3 B 10 12 14 16

Fig. 6.1. UOBY QA versus Rosenbrock.

? Programul UOBYQA a fost elaborat de Powell, cdruia autorul ii multumeste pentru
amabilitatea de ia-1 fi trimis in vederea efectuarii testelor numerice din aceasta lucrare.
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In raport cu metrica considerati, datd de numarul de evaluiri ale functiei, observam
imediat cad metoda UOBYQA a lui Powell este superioarda metodei Rosenbrock a
rotirii coordonatelor. In acelasi timp aceasta este mai robusti. Aceste doud metode
raman, cel putin pand acum, metodele directe de bazd in ceea ce priveste
minimizarea functiilor prin cautare directa.

Studiu numeric (UOBYQA versus Nelder-Mead)

In acest studiu numeric comparim metoda UOBYQA a lui Powell cu metoda
Nelder-Mead a deplasérii simplexului. Acest studiu a fost facut in aceleasi conditii
ca mai sus, adica s-au considerat aceleasi functii de test initializate in acelasi punct,
pentru care numarul de variabile a fost crescut constant fiind egal cu 4, 8, 12, 16 si
20. Ca mai sus, in ambii algoritmi, acuratetea de calcul a solutiei a fost fixata la
107 Algoritmul Nelder-Mead functioneaza mult mai greu decit UOBYQA. De
aceea numarul de iteratii a fost limitat la 1000. Aceasta face ca din cele 300 de
probleme rezolvate numai 199 si satisfaca criteriul conform caruia numai acele
probleme pentru care diferenta dintre valorile optime ale functiilor este mai mica
decat 107 sa fie considerate in determinarea profilului de performanta. Figura 6.2
aratd profilurile de performantd ale acestor algoritmi in functie de numarul de
evaluari ale functiei de minimizat.

08

07t UOBYQA (Powell) |
0B6F -

05f .
Nelder-Mead

03t -
02+t .

Numarul de evaluari ale functiei

U 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 i g 10 12 14 16

Fig. 6.2. UOBYQA versus Nelder-Mead.
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Figura 6.2 ilustreaza superioritatea metodei de interpolare patratica care utilizeaza
numai valorile functiei, fatd de metoda deplasarii simplexului. Conceptual aceste
metode sunt foarte diferite. Deplasarea simplexului cautda forma locald a functiei si
face un numar de reflexii, dilatiri si contractii ale simplexului pentru a gasi
minimul. Interpolarea patratica este mai rafinatd. Aceasta introduce un model local
patratic al functiei, care surprinde mai bine comportarea locald a functiei, si
beneficiazd de tehnologia datd de metoda regiunii de incredere.

Exemple si aplicatii (UOBYQA)
In cele ce urmeazd vom considera cateva exemple si aplicatii care ilustreaza
capabilitatile metodei UOBYQA a lui Powell. In general aplicatiile sunt de mici

. . .. . < -6
dimensiuni si solutia se calculeaza cu acuratetea de 107",

Exemplul 6.2 (Functia HAS 64) [Brown si Bartholomew-Biggs, 1987a, pg.27].
Sa consideram functia:

£(x) =5x,+50000/ x, +20x, + 72000/ x, +10x, +144000/ x, +
((1-4/x-32/x,-120/ 2, =} +(x, =107 = x3)* +
(6, =107 —x2)" +(x, =107 —x3 ),
7=10000, cu punctul initial: xo:[1,1,1,—10,—10,—10,—10]T. Algoritmul

UOBYQA in implementarea data de Powell furnizeaza solutia:
x =[106.283332, 79.409508, 186.328060, 0.000174,

-10.309380, 8.911200, -13.650203]"
in 6 iteratii si 12451 evaludri ale functiei, pentru care f(x") = 6204.481878.

Aplicatia D1 (Analiza reactiei enzimelor)’ [Andrei, 2001, pg.266], [Andrei, 2003,

pg.62].
Se propune urmatoarea functie care exprima reactia unor enzime:

2
11 2
x,(u +u.x,)
f(x):z Yi— é : 2 >
P U +ux,+x,

unde masuréatorile experimentale furnizeaza urmaétoarele valori:

i yi ui l yi ui

1 0.1957 4.000 7 0.0456 0.125
2 0.1947 2.000 8 0.0342 0.100
3 0.1735 1.000 9 0.0323 0.0833
4 0.1600 0.500 10 0.0235 0.0714
5 0.0844 0.250 11 0.0246 0.0625
6 0.0627 0.167

3 Programul ENZIME.FOR implementeazi aceasta aplicatie.
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Considerand punctul initial x, =[0.25,0.39,0.415,0.39]", atunci algoritmul

UOBYQA furnizeaza urmatoarea solutie:
x =[0.192800, 0.191282, 0.123056, 0.136062]",

pentru care f(x")=0.0003075, in 6 iteratii si 200 de evaluari ale functiei.

Aplicatia D2 (Analiza rezistentei unui termistor in functie de temperaturi)’
[Andrei, 2001, pg.266], [Andrei, 2003, pg.62].
Pentru aceasta aplicatie se propune urmatoarea functie:

16 X2 2
X)= =X exp| ———— || ,
/() Z;' Vi T exp 45+ 5i + x,

unde masuratorile au urmatoarele valori:

[ Vi i Vi

1 34780 9 8261
2 28610 10 7030
3 23650 11 6005
4 19630 12 5147
5 16370 13 4427
6 13720 14 3820
7 11540 15 3307
8 9744 16 2872

Considerand punctul initial x, =[0.01,6100,340]", pentru care valoarea functiei
de minimizat este f(x,)=0.233591E +10, atunci algoritmul UOBYQA in

varianta data de Powell furnizeaza solutia

x =[0.006197, 6098.460236, 342.422208]"
in care f(x')=175.310366, in 4 iteratii si 135 evaludri ale functiei, cu o

s 106
acuratete mai mica decat 107"

Aplicatia D3 (Analiza spectroscopiei solare)’ [Andrei, 2001, pg.272], [Andrei,
2003, pg.68]. Modelul matematic al acestei aplicatii este:

fx)= i(xl +x, eXp[—Mj—MJ :

Xy
unde masuratorile au urmatoarele valori:

* Programul TERMISTOR implementeazi aceasta aplicatie
> Programul SOLAR.FOR implementeazi aceasta aplicatie.
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i Vi i Vi
1 0.5 8 2.5
2 0.8 9 1.6
3 1 10 1.3
4 1.4 11 0.7
5 2 12 0.4
6 24 13 0.3
7 2.7

Pentru punctul initial x, =[I, 1,1,1]", algoritmul UOBYQA furnizeazi urmitoarea
solutie: x =[1.353846, 1.331025, 1.402794, 0.234658]",cu f(x)=8.3123

in 6 iteratii si 238 evaluari ale functiei.

Aplicatia D4 (Plasarea optimd in plan a unei facilititi — Problema Weber)®
[Andrei, 2003, pg.58], [Maranas, Floudas, 1994].

.....

minimizeze suma ponderatd a distantelor Euclidiene ale acesteia la un numaér dat de
puncte din plan. Pentru cazul

S =24, =2)° +(x, —42)° +
4(x, —90)* +(x, ~11)* —
5(x, —43)* +(x, —88)°,

algoritmul UOBYQA initializat in punctul x,=[1,1]", furnizeaza solutia

x =[90,11]" in 6 iteratii si 145 evaluari ale functiei, pentru care

f(x")=-264.453141. Problema este dificil de rezolvat. In punctul de minim
gradientul functiei nu este definit.

Aplicatia D5 (Proiectarea unui circuit electric)’ [Ratschek si Rokne, 1993].
In aplicatia S1 din [Andrei, 2009], capitolul 6, am prezentat modelul matematic al
proiectarii unui circuit electric utilizand ecuatiile Ebers-Moll. Ecuatiile Ebers-Moll

[Ebers si Moll, 1954] descriu relatiile dintre curentul din colector /. si caderea de

tensiune dintre baza si emitor V. sub forma

lc=ls[exp[e??€]—lj ,

019

unde [ este curentul de saturatie, e=1.6x1 C este unitatea de sarcind

electricd elementard, k =1.38x107J/K este constanta Boltzmann, iar 7 este
temperatura absoluta (Kelvin).

¢ Programul WEBER.FOR implementeazi aceasti aplicatie.
7 Programul CIRCUIT.FOR implementeazi aceasti aplicatie.
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Modelul matematic reprezintd problema proiectarii unui circuit electric utilizind
teoria Ebers — Moll cu urmatoarea formulare:

(1= x,x,)x; {exp[xs (g1 — guX;107 _gSkx810_3)] _1}
+84u X, — 85, =0, k=1,...,4,

(1= xx,)x, {exp[xs (81 = &ox — &uX7 107 _g4kx910_3)] _1}
+84 — 85X, =0, k=1,...,4,
xX; = x,%, =0,

unde

[0.4850  0.7520 0.8690 0.9820 |
0.3690  1.2540 0.7030 1.4550

g=| 52095 10.0677 22.9274 20.2153
23.3037 101.7790 111.4610 191.2670

| 28.5132 111.8467 134.3884 211.4823 |

Problema consta in rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice neliniare, care se
transformé foarte simplu n minimizarea sumei patratelor ecuatiilor sistemului.
Utilizand aceiasi parametri si acelasi punct initial, algoritmul UOBYQA furnizeaza
solutia:

x =[0.9,0.45, 1, 1.9999, 7.9999, 8, 4.9999, 0.9999, 1.9999]",

in 6 iteratii si 6861 evaludri ale functiei, pentru care f(x )=0. Algoritmul

Newton dd aceeasi solutie in doar 4 iteratii. Pretul plitit este constructia
Jacobianului sistemului, care nu este o sarcind simpla !

Aplicatia D6 (Combustia propanului in aer-varianta redusd)’ [Meintjes si
Morgan, 1990], [Andrei, 2001, pg.271], [Andrei, 2003, pg.67], [Averick, Carter si
Moré, 1991].

Aplicatia S2 din [Andrei, 2009], capitolul 6, descrie modelul matematic al
procesului de combustie a propanului in aer ca un sistem de ecuatii algebrice
neliniare. Modelul matematic descrie echilibrul chimic al combustiei propanului in
aer. Variabilele reprezintd numarul de moli al unui produs format din arderea
fiecarui mol de propan. Se cunosc doud variante ale acestei probleme. Prima
contine o reactie in care participd 10 substante. Sistemul respectiv este greu de
rezolvat datoritd prezentei radicalilor Tn expresia algebrica a acestuia si deci a
reformulare algebrica redusa a primei variante, care evita radicalii §i care contine
numai 5 variabile. In cele ce urmeazi vom rezolva varianta redusa exprimati ca:

¥ Programul PROPAN.FOR implementeazi aceasta aplicatie.
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X, x, +x,-3x;=0,

2x,%, +x, + 2R x5 +x,X5 + R,x,x; + Ryx,x, + Ryx, — Rx; =0,

2x,X; + R.x,x, +2R;x; + Ryx; —8x, =0,

Ryx,x, +2x; —4Rx; =0,

X%, + X, + RigX2 +x,%7 + R.X,x, + Rox, X, +R.x, + Rx; + Rx, +x; —1=0,
unde:

R, =0,193 Ry =0.4106217541E -3 R, =0.5451766686F —3

R, =0.44975E -6 R, =0.3407354178E-4 R, =09615E -6

R=10.

Problema se transforma simplu la minimizarea sumei patratelor ecuatiilor
modelului. In aceastd forma, algoritmul UOBY QA furnizeaza solutia:

x =[0.009871, 10.6377, 0.1167, 0.8581, 0.036828]",
in 7 iteratii si 5051 evaludri ale functiei, pentru care f(x )= 0.258707E - 04.

Aplicatia D7 (Solutia stationard a unui reactor chimic)’ [Shacham, 1986],
[Andrei, 2001, pg. 267], [Andrei, 2003, pg.63].
In aplicatia S3 din [Andrei, 2009], capitolul 6, se prezintd modelul matematic al

unui reactor chimic. Modelul reprezinta ecuatiile chimice ale unor componente
intr-un reactor. Parametrii k,, # definesc coeficientii de reactie chimica, iar

variabilele reprezinta cantitatile in moli ale diferitelor substante prezente in reactie.
In regim stationar toate ratele de reactie trebuie sa fie nule.

1-x, —kxx,+rx, =0,
l—x,—k,x,x, +r,x, =0,

- x; +2k;x,x, =0,
kyx,xg —rx, —k;x,x; =0,
1,5(lc2x2x6 - rzxs) —kyx,x,=0,
l-x,—xs—x,=0,

unde: k, =3124 £k, =0272 k, =30303 75 =2062 r =0,02.

Transformand problema in aceea de minimizare a sumei pdatratelor ecuatiilor, in

x =[1.0304, 1.0202, -0.0608, -0.0001, 1.0010, -0.00095]",
in 6 iteratii si 6131 evaludri ale functiei, cu f(x")=0.2353E-09.

? Programul REACTOR.FOR implementeaza aceast aplicatie.
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Aplicatia D8 (Cinematica unui robot)" [Kearfott si Novoa, 1990], [Andrei, 2003,
pg.412], [Floudas, et al., 1999, pg.329].

In aplicatia S4 din [Andrei, 2009], capitolul 6, am rezolvat problema cinematicii
unui robot formulata ca un sistem de ecuatii algebrice neliniare.

4,731(10)x,x, — 0,3578x,x, —
0,1238x, +x, — 1,637(107)x, —0,9338x, — 0,3571=0,
0,2238x,x; +0,7623x,x; +
0,2638x, — x, —0,07745x, —0,6734x, — 0,6022 =0,
XXy +0,3578x, +4,731(10)x, =0,
—0,7623x, +0,2238x, +0,3461 =0,
x; +x:—-1=0,
x;+x;—-1=0,
x:+x;-1=0,

2 2
x;+x3—-1=0.

Utilizand algoritmul UOBYQA al lui Powell, in care problema a fost reformulata
ca una de minimizare a sumei patratelor ecuatiilor se obtine solutia:

x =[0.6715,0.7409, 0.9518, -0.3064, -0.9638, -0.2665, 0.4046, 0.9144]",
in 6 iteratii si 1719 evaludri ale functiei, pentru care f(x")=0.1501E-12.

Aplicatia D9. (Estimatia parametrilor din date experimentale)'' [Himmelblau,
1972, pg.430].
Modelul matematic al acestei aplicatii este:

2
T (xP+axi+a’x?
f(x):Z( i i*2 73 ,

P 1+ al.xf )b,
unde masuratorile au urmatoarele valori:

i a, b,
1 0.0 7.391
2 0.000428 11.18
3 0.0010 16.44
4 0.00161 16.20
5 0.00209 22.20
6 0.00348 24.02
7 0.00525 31.32

1 Programul ROBOT.FOR implementeazi aceasta aplicatie.
" Programul ESTIMATIE.FOR implementeaza aceastd aplicatie.
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Pentru punctul initial x, =[2.7,90,1500,10]", algoritmul UOBYQA furnizeaza
urmdtoarea solutie: x =[2.71436, 140.43571, 1707.51293, 31.51283]",cu
f(x")= 0.0318571 in 7 iteratii si 1572 evaluri ale functiei.

7. CONCLUZII

Metodele de cautare directd pentru optimizare farad restrictii sunt criticabile din
sunt limitate la lungimea pasului de proba care caracterizeaza fiecare metodd. Ca
atare acestea au un caracter local, minimul obtinut se afla in vecindtatea punctului
initial. In al doilea rand, rata de convergentd este extrem de lentd, mai ales pentru
functii cu vai addnci. De obicei, aceste metode nu iau in consideratie topologia
locald a functiei de minimizat, ceea ce face ca pentru multe iteratii valoarea
functiei de minimizat si nu se imbundtdteascd. In al treilea rand, aceste metode
sunt incapabile sa furnizeze o solutie cu o acuratefe mai mare decdt lungimea
pasului de proba. O exceptie notabila este datd de metoda de interpolare patratica
a lui Powell. In final, mentiondm faptul cd aceste metode sunt limitate numai la
minimizarea functiilor cu un numar foarte redus de variabile.

Principalul avantaj al acestor metode este usurinta remarcabila cu care acestea se
pot utiliza, mai ales pentru acele functii care sunt costisitor de evaluat, sau care
sunt afectate de zgomot. Intr-adevir, tot ceea ce trebuie sd implementim este
expresia algebrica a acestor functii. Usurinta in utilizare face ca aceste metode de
cautare sa fie mult studiate si sa constituie o activitate de cercetare foarte activa.
Un exemplu relevant este dat de Frimannslund si Steihaig [2007] care propun o
combinatie a metodei de rotire a coordonatelor a Iui Rosenbrock cu utilizarea unui
model pétratic al functiei de minimizat. Un alt exemplu este cel oferit de Price si
Toint [2006] care utilizeaza structura problemei In cautarea formei functiei de
minimizat.
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