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1. Legile mecanicii

Primul savant modern prin care stiinta se defineste in ea insdsi in opozitie cu
scolasticismul Evului Mediu este Galileo Galilei. El introduce o schimbare
fundamentala de metoda in cercetarea stiintifica a Naturii, fiind in egald masurd un
om de stiintd si un teoretician al metodei stiintifice. Impreuna cu Francis Bacon
este intemeietorul stiintei experimentale. In lucrarea sa Dialoghi el spune: ,,0
singurd experientd este de ajuns pentru a infirma o mie de rationamente §i o mie
de rationamente nu pot sa facd falsa o singurd experienta‘. Cuvantul experiment
provine din latinescul ,,experimentum” — o incercare, un test (experiri — a incerca, a
testa) si reprezintd o actiune sau un proces considerate pentru a descoperi ceva care
nu este cunoscut sau de a verifica (ilustra) ceva cunoscut. Un experiment este o
experientd controlatd, in sensul ca acest control permite repetarea experientei exact
in aceleasi conditii. Astfel, experienta se poate transmite si verifica, ceea ce este
foarte important.

Galileo era convins cd lumea are o structurd matematicd si cd pentru a
ajunge la cunoastere trebuie sa utilizadm atat simturile cdt si ratiunea in urmatoarea
maniera:

1) Observarea atenta a faptelor dintr-un experiment.
2) Elaborarea ipotezelor matematice, ca o explicatie a
fenomenului observat, adicd a legilor naturale
formulate in expresii matematice.

3) Verificarea acestor ipoteze prin noi experimente.
Galilei este cel care a inteles In profunzime demersul
lui Pitagora, precizdnd pentru prima datd in istoria
gandirii omenesti conceptul de lege naturald ca o
expresie matematicd, ca un model matematic.

Galilei si-a dezvoltat teoriile sale in timpul unei mari
miscari intelectuale. Intr-adevir, Biserica Catolica era
zguduitd de marii reformatori protestanti Martin
Luther si Jean Calvin care argumentau si impuneau o Galileo Galilei (1564-1642)
interpretare mai literara a Sfintelor Scripturi.

Pe de alta parte, in domeniul stiintei se manifestd disputa dintre cele doua
conceptii: ,,geocentrista* a Iui Claudius Ptolemeu si ,,heliocentristd” a lui Nicolaus
Copernic. In 1632, la Florenta, Galilei publica lucrarea: ,,Dialoghi quatro sopra i
due massimi sistemi del mondo, Ptolemaico et Copernico” — ,,Patru dialoguri
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asupra celor doud mari sisteme ale lumii, ptolemeic §i copernican.” Intr-o maniera
putin lipsitd de diplomatie, aduce argumente solide conceptiei copernicane, ceea
ce-i atrage anumite prejudicii din partea Bisericii Catolice'. El construieste o luneti
cu care face numeroase observatii astronomice care confirma teoria heliocentrica a
lui Copernic si care a facut posibild rispandirea ideilor lui in toati Europa. In
lucrarea sa ,,Discorsi e dimonstrazioni matematichi intorno a due nove scienze® -
LwDiscursuri §i demonstratii matematice in jurul a doud noi stiinte®, publicata in
1638, Galilei defineste o noud conceptie despre miscare care va fi magistral
continuata si dezvoltatd de Isaac Newton.

Unul dintre cele mai importante experimente ale lui Galilei a fost cel
referitor la cdderea corpurilor pe plane inclinate. Pentru a micsora frecarea,
corpurile alese erau sfere. In urma acestor experimente Galilei a concluzionat ci
orice obiect In miscare, daca nu este obstructionat, va continua si se miste cu o
viteza constanta de-a lungul unei /inii orizontale. Acesta este principiul inertiei in
versiunea lui Galilei. Desi argumentele sale erau exceptionale, totusi concluzia sa
nu era intru-totul adevarata. Pentru el o suprafatd orizontala era una care in orice
punct al ei era perpendiculard pe directia catre centrul Terrei. Ca atare, aceastd
suprafatd de fapt era o sferd centratd in centrul Terrei. Galilei si-a dat seama ca
Terra este foarte mare asa incat local suprafata sa este plata, chiar daca in realitate
ea este o sfera. Deci obiectele de pe suprafata Terrei par a se deplasa in linii drepte.
Spre deosebire de Aristotel care gindea ca miscarea cauta starea de repaos, Galilei
si-a dat seama ca starea naturald a miscarii este migcarea cu o viteza constanta pe o
linie dreaptd, inertia fiind responsabild de continuitatea miscarii. Mai tarziu
Newton va corecta observatiile lui Galilei formuland, pentru prima datd, in mod
corect, principiul inertiei. in aceeasi idee cu a lui Heraclit (phanta rei), Galilei era
convins cd cauza tuturor schimbdrilor este migcarea, care are legile ei intrinsece,
independente de orice vointa exterioara miscarii, legi care se pot cunoaste doar din
cercetarea temeinica a naturii.

Intr-un cuvant, Galilei este primul savant modern care a orientat gandirea
catre o stiinta pur matematica §i experimentald, pledand pentru aplicarea
matematicii n cercetdrile experimentale, conjugand rationamentul deductiv cu cel
inductiv.

Unul dintre contemporanii lui Galilei cu o contributie deosebitd la intelegerea
functionarii sistemului nostru planetar si la consolidarea teoriei copernicane a fost
Johannes Kepler.

"'Pe 31 octombrie 1992 Biserica Romano-Catolica a admis greseala ficuti cu 359 de ani in
urma in ceea ce priveste persecutia lui Galileo Galilei. Anuntul a fost facut de Papa Ioan
Paul al Il-lea la o intrunire a Academiei Pontificale de Stiinte a Vaticanului. in discursul
sdu Papa a argumentat ca: problemele de baza ale acestui caz se refera atdt la natura
stiintei cat si la natura credintei... intr-o zi s-ar putea sd ne aflam intr-o situatie similara,
ce va necesita ca ambele parti sa fie constient informate asupra domeniului i limitelor
propriilor lor competente”.
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Un Impatimit al astronomiei §i pitagorician
convins, de-a lungul vietii sale a cautat armonia
matematicd a lumii. Kepler a beneficiat de
datele astronomice inregistrate cu mare
acuratete de Tycho Brahe incercand descrierea
structurii sistemului nostru planetar. Dupa mai
multe incercdri, in care a propus diferite
structuri ale sistemului planetar, in lucrarile
Astronomia nova si Harmonices mundi el
precizeaza cele trei legi de miscare ale
planetelor:

Ly X7 1L m ¥ 'r". L=
Johannes Kepler (1571-1630)

Legea I. Planetele descriu elipse, Soarele ocupand unul dintre focare.
Legea II. Legea ariilor. Raza vectoare a planetei descrie (mdtura) arii
egale in timpuri egale.

3. Legea III. Raportul dintre patratul timpului de revolutie si cubul semiaxei
mari este acelagi pentru toate planetele.

N —

Aceste legi au fost formulate de Kepler in mod empiric, In urma unor combinari si
analize numerice ale observatiilor astronomice facute de Tycho Brahe. Ulterior
Kepler a incercat o sintezd a acestor legi intr-una singurd, dar nu a reusit.
Insuccesul lui Kepler se datoreaza faptului ca el cauta forta pe tangenta asa dupa
cum recomanda Aristotel. Aproape 100 de ani mai tarziu, Newton urménd gandirea
lui Galilei a cautat forta de-a lungul razei vectoare reusind sa formuleze legea
atractiei universale si din aceasta sa deduca legile lui Kepler.

Dar cel mai mare om de stiintd al umanitatii, in
traditia stabilitd de Galilei, cu contributii esentiale
la fundamentul intregii stiinte moderne este Isaac
Newton. La fel ca multi ganditori ai timpului si el a
avut un spectru larg de preocupari. Paralel cu
Leibniz a creat un nou tip de calcul, calculul
diferential si integral, care a permis introducerea
conceptiei localiste de modelare a fenomenelor
naturale prin sisteme de ecuatii diferentiale. A
demonstrat legea gravitatiei universale si a aratat ca
traiectoriile  corpurilor ceresti sunt conice.
Continuand opera lui Galilei, Newton a studiat
migcarea corpurilor in medii rezistente, crednd asa
numita mecanicd Newtoniand, enuntind in mod clar
si distinct cele trei legi ale mecanicii clasice.
Lucrédrile sale principale au fost ,,Philosophiae naturalis principia
mathematica®“ si ,,Opticks*. Descoperirea, impreuna cu Leibniz, a calculului

L%

Sir Isaac Newton (1642-1727)
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diferential si integral a constituit o sursa uriasa de tehnici si metode de rezolvare a
unor probleme dificile de matematica si ale stiintelor naturii. Rezultatele sale
exceptionale sunt o consecintd a puterii sale de analizd combinata cu o eruditie si
abilitate innascuta de ,.citire a naturii“, de a efectua experimente practice. Intr-un
anumit sens lucrarile lui Newton pot fi considerate ca ultimele intr-o serie de mari
realizari care au marcat definitiv cultura noastrd, serie care a inceput cu
~Elementele’ lui Euclid si a contituat cu ,,A/magestul lui Ptolemeu, ,.De
revolutionibus orbium coelestium® al lui Copernic si ,,La Géométrie* lui Descartes.
Dar, in acelasi timp, lucrarile lui Newton pot fi considerate primele intr-o serie de
lucrari exceptionale ca ,,Méchanique Analitique” a lui Lagrange, ,,Treatise on
Electricity and Magnetism* a lui Maxwell, ,,Principia Mathematica* a lui Russell,
»The Foundations of Mathematics* a lui Hilbert sau ,,Elements of Mathematics* a
lui Bourbaki etc. care au remodelat cultura noastra, modul nostru de gandire, si
care au adus in prim plan problema matematizarii stiintei in sensul formalizarii
naturii, adica a exprimadrii sale in simboluri matematice.

Opera sa fundamentala ,,Philosophiae Naturalis Principia Mathematica* —
»Principiile matematice ale filosofiei naturale*, publicata la Londra In 1687, este
consideratd una dintre cele mai influente carti care a dominat gandirea stiintificd a
ultimilor secole, furnizand instrumentele intelectuale fundamentale pentru
realizarea revolutiei industriale. Principia a stabilit o noud paradigma a miscarii
mecanice, prezentand pentru prima datd acel salt intelectual remarcabil de la
observatii la relatii matematice riguroase. Aici Newton prezintd cele trei legi ale
miscdrii mecanice, cunoscute si ca principiile mecanicii clasice:

1. Principiul inertiei. ,,Un corp isi pdstreaza starea de repaos sau de migcare
rectilinie §i uniformd, atdt timp cdt nu intervine vreo fortd care sa-i
modifice aceasta stare.

[Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter
in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur statuum suum
mutare.|

2. Principiul independentei actiunii fortelor. ,Acceleratia unui corp este
proportionald cu forta motoare aplicata si este indreptatd in directia dupa
care actioneaza forta.*

[Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri
secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur. ]

3. Principiul actiunii §i reactiunii. ,,.La orice actiune corespunde totdeauna o
reactiune egala si contrard: sau actiunile reciproce a doud puncte
materiale sunt totdeauna egale §i indreptate in sens contrar.” [Actioni
contrariam semper et aequalem esse reactionem: sive corporum duorum
actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes contraris dirigi.]

Primele doud principii au fost enuntate de Galilei. Newton le-a sistematizat, le-a
exprimat in relatii matematice, si le-a incadrat intr-un sistem complet, minimal i
necontradictoriu, ca adevarate axiome ale mecanicii.

Principiul al II-lea al mecanicii Newtoniene exprima ecuatia fundamentald
a dinamicii,
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F=ma,

care leaga forta F de masa m si acceleratia a imprimata corpului. Aristotel

intuise o asemenea legiturd dintre fortd si masi, dar prin intermediul vitezei.
Totodata, principiul al II-lea contine si principiul paralelogramului fortelor: ,,cand
asupra unui punct material actioneaza simultan doua forte avind directii diferite,
efectul este acelagi ca si cand asupra punctului ar actiona o fortda unica denumita
rezultanta si care are ca marime directie si sens diagonala paralelogramului
avand drept laturi fortele considerate.* Cu aceasta, intr-o forma sintetica,
principiul al Il-lea se poate formula ca: ,,efectul unei forte asupra unui corp este
independent de viteza lui, precum §i de actiunile altor forte. *

Tot In Principia Newton prezintd cele patru ,,reguli pentru a filosofa* —
regulae philosophandi, cunoscute ca §i ,,regulile cercetarii stiintifice *:

1. Regula I. ,, Singurele cauze care pot fi admise in explicarea fenomenelor
sunt cauzele care exista real si actual. *“ [Causas rerum naturalium non
plures admitti debere, quam qué et ver¢ sint et earum phénomenis explicandis

sufficiant.]

2.  Regula II. ,Efectele de acelasi gen trebuie sa fie atribuite, pe cadt posibil,
aceleiasi cauze.” [ldeoque effectum naturalium ejusdem generis ecdem
assignand¢ sunt causé, quatenus fieri potest.]

3. Regula III. ,Calitatile corpurilor care nu sunt susceptibile nici sa se
madreascd, nici sa scada in intesitate, ca §i cele care apartin tuturor
corpurilor asupra carora se poate face experienta trebuie considerate ca
apartinand tuturor corpurilor, in general.” [Qualitates corporum quc intendi
et remitti nequeunt, qucéque corporibus omnibus competunt in quibus
experimenta instituere licet, pro qualitatibus corporum universorum habend¢
sunt.]

4.  Regula IV. ,In filosofia experimentald, propozitiile scoase prin inductie din
fenomene trebuie privite, cu toate ipotezele contrare, ca fiind aproape
adevarate, pand cand alte fenomene le vor confirma in intregime sau vor face
sd se vada ca ele sunt supuse unor exceptii.“ [In philosophia experimentali,
propositiones ex phénomenis per inductionem collecté, non obstantibus
contrariis hypothesibus, pro veris aut accurate aut quamproxime haberi
debent, donec alia occurrerint phénomena, per qucé¢ aut accuratiores
reddantur aut exceptionibus obnoxic.)

Metoda experimentald a lui Newton se bazeaza pe doua principii. Primul este cel al
lui Occam: entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem — nu trebuie sa
multiplicim cantitatile explicative mai mult decat este necesar. Al doilea aratd ca
Natura are o economie a ei, adica ea nu se risipeste in fenomene, si ca atare si
gandirea trebuie sd respecte aceeasi economie, fara a se complica in tot felul de
explicatii metafizice, pe baza unor ipoteze care nu rasar din experienta.



6 ¢ NECULAI ANDREI — COMPLEMENTE DE MODELARE SI OPTIMIZARE +

Newton s-a ilustrat ca un adevirat om de stiintd dovedind, pentru prima
datd, posibilitatea saltului intelectual de la observatii si intuitii la exprimarea in
termeni matematici a fenomenelor naturale. El a precizat o astfel de metoda, o
astfel de cale, de sinteza in modele matematice a miscarii mecanice. Newton a fost
un mare sistematizator care a dat tonul 1n ceea ce priveste matematizarea naturii
fizice (cosmice, macroscopice, dar nu si microscopice) prin crearea instrumentelor
necesare realizarii acestui demers (calculul diferential), precum si aplicarea acestui
instrument In miscarea mecanica.

2. Ecuatiile Lagrange

Problema fundamentala a mecanicii consta in stabilirea unor relatii intre fortele
care actioneazd asupra unui sistem de corpuri materiale si miscarea mecanicd
realizata de aceste corpuri. Sau altfel spus, studiul miscarii si echilibrului
corpurilor materiale, precum si studiul fortelor care solicitd aceste corpuri.
Aceasta a fost rezolvatd de Newton. Opera lui a fost continuatd cu un deosebit
succes de urmasii sai, Euler, Daniel Bernoulli, Laplace, Maupertuis, d’Alembert,
Lagrange, Hamilton, Poisson, Jacobi etc.

Dar cel care a dat o forma magistralda metodei
analitice  ilustrand  puterea  calculului
diferential in rezolvarea problemei
fundamentale a mecanicii a fost Joseph Louis
Lagrange. ,,Méchanique Analitique* a lui
Lagrange, care a aparut exact la 100 de ani
dupa ,,Principia® lui Newton, reprezintd una
dintre culmile de reprezentare in termeni
matematici, foarte generali, a fenomenelor
mecanice. Atat de puternic s-a dovedit calculul
diferential, incat spre deosebire de Principia
lui Newton care abundd 1in figuri si
rationamente  geometrice, Mecanica lui
Lagrange nu are nici o figura geometrica (on
ne trouvera point de figures dans cet
Joseph Lagrange (1736-1813) ouvrage), fiind in intregime analitica in sensul
cel mai adevarat al cuvantului.

El introduce principiul deplasarilor virtuale pe care-1 aplicd in formularea
ecuatiilor de miscare a sistemelor mecanice, ca un sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul doi.
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Cel care continud opera lui Lagrange este Sir
William Rowan Hamilton care stabileste sistemul de
ecuatii canonice, cunoscute ca ecuatiile Hamilton-
Jacobi si care incearca sa deduca legile fundamentale
ale mecanicii dintr-un principiu unic variational
cunoscut ca principiul lui Hamilton.

Caracteristic pentru principiul lui Hamilton nu este
numai echivalenta sa cu legile mecanicii ale lui
Newton, ci faptul ca acesta are avantajul deosebit de
a fi aplicabil deasemenea sistemelor nemecanice.
Aceasta a condus la crearea unei mecanici foarte
generale care explicd atat sistemele mecanice cat si
cele nemecanice (electrice, fluidice etc.) cunoscuta
ca mecanica generalizatd.

L

Sir William Hamilton (1805-
1865)

De-a lungul timpului, in procesul rezolvarii problemei fundamentale a
mecanicii, cele trei legi ale lui Newton au fost analizate §i interpretate. Pe aceasta
cale s-a ajuns la stabilirea asa numitelor principii analitice ale mecanicii, care in
esenta se bazeaza pe legile lui Newton. Acestea reprezintd o expresie matematica
avansata a legilor mecanicii, ce fundamenteaza asa numita mecanica analiticd.

Principiile analitice, care stau la baza mecanicii analitice, se impart in doud
categorii: principiile diferentiale si principiile integrale sau variationale.

Principiile diferentiale analizeaza fenomenul mecanic la un moment dat,
considerand variatii de timp si spatiu elementare in jurul unui punct. Principalele
principii diferentiale sunt: principiul Ilucrului mecanic virtual, principiul lui
d’Alembert si principiul lui Gauss sau al celei mai mici constrangeri.

Principiile integrale analizeaza fenomenul mecanic intr-un interval finit de
spatiu si timp, reducand problema fundamentala a mecanicii la determinarea unor
valori care fac stationare anumite integrale. Din aceastd categorie fac parte:
principiul lui Hamilton si principiul celei mai mici actiuni al lui Maupertuis.

Principiul lucrului mecanic virtual (sau al deplasarilor virtuale, sau inca al
vitezelor virtuale) poate fi considerat ca legea fundamentald a mecanicii analitice.
Deplasarile virtuale sunt deplasiri infinit mici, instantanee, arbitrare, compatibile
cu legaturile si care se produc in punctele unde se aplica fortele care actioneaza
asupra sistemului. Lucrul mecanic virtual este produs de fortele care actioneaza
sistemul atunci cind acestea au deplasari virtuale. Principiul lucrului mecanic
virtual exprima faptul ca pentru sisteme fara frecari si care sunt in echilibru, lucrul
mecanic virtual al fortelor care actioneaza sistemul este nul. Partial, acest
principiu a fost articulat si de Guido Ubaldi, Torricelli si Jean Bernoulli, dar forma
definitiva i-a dat-o Lagrange in 1788.
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Principiul lui d’Alembert, formulat de acesta in
lucrarea sa ,,Traité de dynamique®, publicata in
1743, exprima faptul cad daca intr-un sistem in
miscare se introduc pe langa fortele date §i a
celor de legdatura si fortele de inertie, atunci
sistemul poate fi tratat ca orice sistem static in
echilibru. Lagrange a ardtat cd acest principiu
este o altd exprimare a principiului deplasarilor
virtuale.

Principiul lui Gauss sau al constrangerii minime
se bazeazad pe ideea ca dacd un punct material
M, de masa m ar parcurge, liber de legaturi,

traiectoria MA , iar datorita unor legaturi
oarecare traiectoria MB, atunci cantitatea

2 RV e
m.AB~ ar trebui sa aiba o valoare minima. Si

pentru acest principiu se aratd echivalenta sa cu
principiul deplasarilor virtuale.

Principiul lui Maupertuis sau al minimei actiuni,
formulat in 1745, se exprima sub forma: ori de
cdte ori in natura se produce miscarea unui
sistem material, atunci sistemul trebuie sa
lucreze astfel incat integrala produsului dintre
masd, viteza §i spatiu — integrald considerata pe
intervalul de spatiu si de timp dintre doud pozitii
succesive date — sa fie minima. Cum cantitatea
mvs se numeste actiune, de aici derivd numele
principiului. Aceastd formulare a principiului
minimei actiuni al lui Maupertuis o regasim in
principiul Iui Hamilton pe care-l1 vom detalia

Ny

\c BN &
Pierre Maupertuis (1698-1759) imediat.

Legile mecanicii, asa cum au fost formulate de Newton, sunt exprimate in
termenii conceptelor vectoriale de fortd, moment si acceleratie. Formularile
ulterioare, in special cele ale Iui d’Alembert, Lagrange si Hamilton, sunt bazate pe
conceptele scalare de energie si lucru, care dau o anumitd frumusete si eleganta
mecanicii. Desi, multe aplicatii ale mecanicii se bazeaza pe considerarea directd a
legilor lui Newton, totusi experienta a aratat cd metodele generalizate, bazate pe



¢ MODELE MATEMATICE IN MECANICA 9

conceptele de energie si principiile variationale, sunt mult mai generale si mai
puternice [Placinteanu, 1958], [Valcovici, Balan, Voinea, 1968].

Desi ecuatiile de miscare se pot introduce In manierd Lagrangeana, totusi
pentru simplificarea prezentarii vom deduce aceste ecuatii plecand de la principiul
lui Hamilton. Consideram un sistem cu #n grade de libertate, caracterizat de un set

de n coordonate generalizate g =[q,,---,q,], unde ¢q, =¢q,(¢) fiind functii
continue, cel putin de doud ori continuu diferentiabile. Fie q(¢,) si q(¢,) doua
puncte din spatiul configuratiilor de la doud momente de timp diferite #, si .

Atunci, principiul lui Hamilton afirma ca: migcarea sistemului intre aceste doud

configuratii se face astfel incat:
t

_[ (ST +oW)dt =0,
to
unde T este energia cinetica, W lucrul mecanic efectuat de sistem, iar O
reprezintd variatia cantitdtilor corespunzdatoare.
Aceastd expresie a principiului lui Hamilton este valabila atat pentru
sisteme conservative cat si pentru cele neconservative. Cantitatea OW se numeste

lucru virtual si se defineste ca lucrul facut de sistem in timpul deplasarilor
virtuale. In coordonate generalizate

n
oW = ZQié‘qi = 0.4,
i=1
unde (J; sunt cunoscute ca forfele generalizate, care formeaza vectorul

0=[0,....0,]

Notam ca lucrul facut de fortele generalizate, care actioneazad asupra unui sistem
dinamic, in general, depinde de drumul sau de traiectoria de-a lungul céreia are loc
miscarea. Totusi, sunt anumite clase de forte pentru care lucrul depinde numai de
punctul initial si de cel final al traiectoriei si nu de toata traiectoria. Astfel de forte
se numesc conservative, si de aici sistemele asupra carora actioneaza numai forte
conservative sunt numite sisteme conservative. Ca exemple de forte conservative
mentionam fortele gravitationale, electrostatice, elastice etc. Fortele neconservative
sunt acelea care depind de viteza, timp sau de alti parametri, diferiti de pozitie.

Matematic, conditia pentru ca o fortd sa fie conservativa este ca Q0.d9q sa

fie o diferentiala exacta, adica ) sa fie obtinut ca gradientul unei functii scalare,
QO=-VV. Functia V =V(q) se numeste potential, un termen introdus de
Lagrange. Semnul minus este conventional, directia pozitivi a fortei este
intotdeauna in directia descresterii energiei potentiale.
Deci lucrul W facut de fortele conservative este:
w=|0dg=— | (VV)dg ==V + const,

unde constanta aditiva din relatia de mai sus depinde de datele sau punctul initial in
care se calculeaza lucrul mecanic. Evident ca aceasta constanta care se adund la V'
nu are nici un efect asupra lui Q.
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Pentru sisteme conservative principiul lui Hamilton se scrie sub forma:

2 t,

[(sr+wyde=s[(T-1ar =0,

lo lo
unde W =-V +const si comutarea operatorilor O si integrald este permisa
deoarece ambele functii energetice 7 si V sunt functii intregi. In cazul general al
sistemelor neconservative lucrul virtual OW nu este integrabil si & nu se poate

deplasa in afara integralei.
De obicei se introduce functia L =7 —V , numitd Lagrangean, in raport

cu care principiul lui Hamilton se scrie sub forma:

15
o ILdt =0.
to
Lagrangeanul este o functie L = L(q,q,t) in care apar atit coordonatele
generalizate cit si vitezele generalizate. De obicei vitezele generalizate apar in
expresia energiei cinetice. Coordonatele generalizate apar in expresia energiei
potentiale si de asemenea In mod frecvent si in expresia energiei cinetice. Pentru
sistemele conservative timpul #nu apare In mod explicit, dar acesta poate fi
prezent pentru acele sisteme care implica deplasarea restrictiilor, a sistemului de
coordonate sau functii potential dependente de timp.
Ecuatiile lui Lagrange sunt o consecinta directd a principiului lui Hamilton.
Intr-adevir, utilizand tehnicile de calcul variational obtinem imediat:

_— ]
-4
si

]§Wdt:]. f F.oq,dt.

ty 1

Din expresia principiului lui Hamilton, tindnd seama cd dg, sunt arbitrari, rezultd
imediat ecuatiile Lagrange:

a 1(£]+F_O -
q, d\a,) T T

Ecuatiile Lagrange sunt cele mai generale ecuatii de miscare. Pentru sisteme
conservative conditia Euler-Lagrange de stationaritate a integralei care exprima
principiul lui Hamilton conduce imediat la ecuatiile Lagrange:

g[@} a ..
dt @i - Y 1= ) 5n'
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Observam ca ecuatiile Lagrange sunt un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul

doi, care impreund cu conditiile initiale furnizeaza un set complet de conditii
pentru descrierea migcarii sistemului.

Ecuatiile Lagrange reprezintd o perfectiune si elegantd matematica in
sensul reducerii ecuatiilor de miscare la o forma universala care este aceeasi pentru
toate sistemele de coordonate. Formalismul Lagrangean este exprimat in termenii
coordonatelor generalizate si a vitezelor generalizate. Ecuatiile de migcare sunt
ecuatii diferentiale ordinare de ordinul doi, iar miscarea este exprimata in functie
de valorile initiale ale coordonatelor si vitezelor.

Hamilton a transformat cele 7 ecuatii diferentiale de ordinul doi, ecuatiile

Lagrange, intr-un sistem de 27 ecuatii diferentiale de ordinul unu in variabilele
q, s p;, unde p, sunt momentele generalizate. Desi sistemul canonic Hamilton

se poate deduce direct din ecuatiile Lagrange, totusi o cale comoda de constructie a
acestuia este prin introducerea Hamiltonianului:

H(q, p,t)= p.q— L(q.,q,1),

unde q,q si p sunt pozitia, viteza si respectiv momentul generalizat, in care

L

pi = @ N
Cu acestea, din principiul lui Hamilton si tindnd seama de faptul ca variatiile og, si
op, pot fi alese arbitrar, rezulta sistemul canonic al lui Hamilton:

JH 1

:qu 1= D) 7n>
D,
OH )
——=-p,, i=1-,n

Ecuatiile de mai sus, cunoscute ca ecuatiile canonice Hamilton sau ecuatiile
canonice Jacobi, reprezinta un sistem de 27 ecuatii diferentiale de ordinul unu in
variabilele ¢, si p,, i=1,---,n, care impreuna cu conditiile initiale furnizeaza
un set complet de ecuatii diferentiale care descriu miscarea sistemului considerat.

Diferenta principald dintre ecuatiile Lagrange si sistemul canonic Hamilton
este cd ¢, si p, sunt variabile independente in ecuatiile canonice, avand aceeasi
pozitie In determinarea miscarii sistemului, in timp ce in ecuatiile Lagrange numai
q, sunt variabile independente.

Hamilton a adus mecanica la un nou grad de perfectiune cu influente
cruciale asupra tuturor domeniilor stiintifice ca: mecanica fluidelor, teoria
macroscopica a campului electromagnetic, teoria masinilor generalizate, teoria
oscilatiilor, fenomene de transport, mecanica cuanticd, precum si in calculul



12 ¢ NECULAI ANDREI — COMPLEMENTE DE MODELARE SI OPTIMIZARE +

variatiilor §i in controlul optimal al sistemelor dinamice cu legaturi in care
principiul lui se exprima ca principiul lui Pontriaghin.

3. Exemple de modele matematice din mecanica
In continuare si prezentim céteva exemple de modele matematice din mecanica,
bazate pe ecuatiile Lagrange, tema acestei prezentari.

3.1. Pendulul plan simplu
Consideram un pendul simplu format dintr-un punct material de masa m

suspendat printr-o legatura rigida de lungime [, care se misca in plan, ca in figura
1.

[—1Ilcos@

Fig. 1. Pendulul plan simplu

Observam ca viteza pendulului este v =1 6. Deci energia cinetica este

1 1 .
Tzzmv2 =5m126’2.

Pe de alta parte, energia potentiala este
V =mg(l—1Icosb).
Cu acstea functia Lagrange se scrie imediat sub forma
1 .
L=T-V = Emlzé?2 —mg(l—1cos®).

Ecuatiile de miscare ale pendulului sunt

dl a] a

e ="

datLoel o6
adica

é+§sin¢9:0.

Aceeasi ecuatie de miscare se obtine din conservarea energiei. Intr-adevar, energia
totald a sistemului este:

1 .
E:Emlzé’2 +mg(l—1cos®).
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Deci

dE .. .
E=ml 00 + mglf sinf = 0.

Observam ca aceasta ecuatie are doud solutii: fie & = 0, fie ecuatia de miscare de

mai sus. Prima solutie corespunde situatiei in care pendulul atdrna fara nici un
balans. A doua solutie corespunde unui alt tip de miscare. Dacd energia £ este

mai mica decat o anumitd valoare critica, atunci pendulul se va misca periodic
inainte si inapoi. Pe de altd parte, dacd energia E este mai mare decat valoarea

criticd, atunci pendulul se va roti in jurul punctului de suspensie. Dacé energia este

miscarea, atunci acesta se va apropia de pozitia verticala din ce in ce mai mult, dar
fara sa o atingd in timp finit. A doua este situatia in care pendulul std exact in
pozitie verticald, in care rdmane un timp nedefinit. Dacé energia este zero, atunci
pendulul atarna de punctul de suspensie in pozitie verticala.

Valoarea critica a energiei £ este acea valoare a energiei potentiale pentru

0 =+x, adica

E. =2mgl.
In acest caz putem determina €(¢). Intr-adevar, legea de conservare a energiei se
scrie:

s
2mgl = Eml 6° +mg(l—1cosd),
care se poate rearanja sub forma:

: 0
=2 -,
@, COS

unde @, = 1/% este frecventa micilor oscilatii. Considerdnd cd pendulul Incepe

miscarea din @ = 0, atunci solutia acestei ecuatii este

1 —exp(—2w,t
o(t)= 2arcsin( p(=20, )J.
1 +exp(—2w,t)
Cand timpul creste, atunci vedem ca @ tinde catre 7. Adica pendulul are exact

atata energie cat ii trebuie pentru a atinge pozitia verticala de sus, dar acesta nici
odatd nu o va atinge in timp finit. Evident ca aceasta este o situatie idealizata, care
nici odata nu va fi intalnita in practica.
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3.2. Pendulul dublu.

Un pendul dublu este un sistem mecanic format din asocierea a doua pendule
simple, ca in figura 2. Acest sistem mecanic este un exemplu tipic de sistem fizic
care poate avea o miscare haotica. Considerdm pendulul dublu cu masele m, si

respectiv m, atasate rigid de barele de lungime /, si respectiv /,. Se cere sa se
scrie ecuatiile de migcare ale acestui sistem, adica modelul matematic al acestuia.

yu

v

Fig. 2. Pendulul dublu.
In sistemul de coordonate ales pozitiile maselor sunt urmitoarele:

x, =1, sinf,
v, =—1, cosf,
X, =1, sinf, +1,sinb,
v, =—l,cosb, -1, cosb, .
Vitezele acestora sunt:

v, = [1191 cosé, 1191 sin@l]T
v, = [1191 cosf, + 1,6, cos@, 1,6,sinb, +1,6, sin@z]r .

Cu acestea energia cineticd a sistemului este:

1 1

T = 5’"1"12 +Em2vz2
1 U | . . .
=m0+ m, 1267 +126} +21,1,6,6, cos(6, - 6,)].
Energia potentiald a sistemului este:
V=mgy +mgy,
=—(m, +m,)gl, cosO, —m,gl, cosb,.
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Dispunand de expresia energiilor putem imediat scrie Lagrangeanul sistemului ca:
L=T-V
— l 22 l 22
) (m, +m,)l7 0] + 2 m,l5 0,
+m,1,1,6,6, cos(0, — 6,)+ (m, +m,)gl, cos, +m,gl, cosb,.

Cu acestea, ecuatiile de miscare ale sistemului sunt urmatoarele:

i{ﬁ]_é_o
de\d6,) o0,
i(ﬂ]_ﬁ_o
dt\dg,) o0,

Avem succesiv:

d o .
% =—(m, + m,)gl, sin6, —m,1,1,6,0, sin(6, - 0,),
1
d 2 4 )
5 - (m, +m)’0, + m,l,1,0, cos(6, - 0,),
1
d| L 24 y
E 5 = (m, +my)I; 0, + myl,1,6, cos(6, - 0,)
1
—m,1,1,6,(6, - 6,)sin(6, - 6,),
respectiv:
A o .
g = Mahi 20,6, 5in(0, = 0,) = m, gl, sin 0,
2
L . .
P m,1; 0, +m,1,1,0, cos(6, - 6,),
2
E(ﬁ] - m212292 +m,1,1,0, cos(6, - 0,)
2

—myl,1,6,(6, - 0,)sin(6, - 0,).
Cu acestea ecuatiile Lagrange ale sistemului sunt:
(m, + my)1,0, + m,1,6, cos(, — 0,)+ m,1,0; sin(6, — 6,)
+(m, +m,)gsinf, =0,
m,1,6, + m,l 0, cos(6, — 6,)—m,1,67 sin(6, — 6,)
+m,gsinf, =0.

3.3. Pendulul invers.
Considerdm un carucior de masa m_ care se poate deplasa pe un plan orizontal cu

coeficientul de frecare b, pe care se afla un pendul de masa m , » inertie [ si

lungime 2/, ca in figura 3.
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Fig. 3. Pendulul invers.

Considerand caruciorul solicitat de o fortd F' sa se determine modelul matematic
al miscarii pendulului.

Pentru determinarea modelului matematic al miscarii vom separa corpurile
si vom aplica a doua lege a lui Newton pentru fiecare dintre ele. In figura 4 se
aratd corpurile Tmpreuna cu toate fortele care actioneaza asupra lor.

P 16?
i 10
R
— N
F m, e bx R —
® O e [
F— x P

Fig. 4. Fortele care actioneaza asupra corpurilor.

Legea a doua a lui Newton aplicata caruciorului in directia orizontala furnizeaza
ecuatia:
miX+bx+R=F. (3.3.1)
Analog, insuméand fortele care actioneaza asupra pendulului in directia orizontala,
gasim:
R=mpjc'+mplt9"cosn9—mplt9'2sint9. (3.3.2)
Din (3.3.1) si (3.3.2) obtinem:
(m,+m,)i+bi+m,l0cos®—m,0°sinf = F. (3.33)
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Pentru a obtine a doua ecuatie a miscarii scriem bilantul fortelor care actioneaza
perpendicular pe pendul, precum si bilantul momentelor in centrul de masa al
pendulului. Obtinem:
Psin@ + Rcos@ —m ,gsin0 =m 160 +m, icost. (3.34)
i .
— Plsin@ — Rlcos@ = 16. (3.3.5)
Din (3.3.4) 51 (3.3.5) rezulta cea dea doua ecuatie a miscarii:
(1+m,12)6+m,glsin® = —m I3 cosO.
Deci modelul matematic al pendulului invers este:
(m, +m,))i+bx+m,0cos@ —m,0%sin0 =F.
(1+m,12)6+m,glsind = —m [ cosO.
Sa prezentim acum modelul liniarizat al pendulului in jurul lui 6 =rx.
Presupunem c¢a @ = 7 + @, unde @ este un unghi mic pe care-l face pendulul cu
verticala locului. Atunci, cos@ =—1, sinf =—¢ si 62 =0. Ca atare, in jurul
pozitiei verticale modelul liniarizat al pendulului este:
(m,+m,)X+bx—m,lp=F,
21 .. _ .
(I +m,l )(p -m,glp =m Ix.
Considerand ca variabile de stare marimile: x, X, @ si ¢ , iar ca iesire pozitia
caruciorului x si aceea a pendulului ¢, rezultd urmatorul model liniarizat in
reprezentarea variabilelor de stare.

0 1 0 0
% —b(I +m, %) ml’g x
X _ (mc+mp)l+mcmpl2 (mc+mp)l+mcmpl2 X N
o |0 0 0 1|
¢ —m,lb (m,+m,)m gl )
i (mc+mp)]+mcmpl2 (mc+mp)1+mcmp12 ]

0
[+mpl2

2
(m, +mp)é+mcmpl F.
m,l

| (m, +mp)1+mcmplz_
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[x]
rl 00 0—||x|
Y=lo 0 1 0le]

Lo

3.4. Pendulul lui Furuta.
In figura 5 se arata o variantd a pendulului lui Furuta. Acesta constd din patru
corpuri inertiale legate rigid intre ele. Un ax central cu momentul de inertie J ,

rigid legat de un brat orizontal de lungime /, si masd m, , bratul pendulului de
lungime /, si masd m,, legat la un capit de bratul orizontal si la celalalt capat
purtind o masa m. Se presupune ca in bratele pendulului masele sunt uniform

distribuite. Scopul este de a descrie ecuatiile de miscare ale pendulului cand axul
central este solicitat cu un moment extern u.

z

Fig. 5. Pendulul lui Furuta.

Pentru a scrie ecuatiile de miscare ale acestei structuri mecanice
considerdm un punct P de pe bratul pendulului, caracterizat de vectorul de pozitie:

T
r(rr,)=\r.(r,,r,) r(r,r,) r.(r,r,) (3.4.1)

unde
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r.(r,,r,)=r,cosp—r,sinpsind,
r,(r,r,)=r,sing+r,cospsind, (34.2)
r.(r,,r,)=r,cos6.
Variabila 7, este pozitia radiala pe bratul orizontal, iar 7, este pozitia radiala pe
bratul pendulului, mésurate de la centrul de rotatie corespunzitor celor doua
corpuri. Cu acestea, viteza punctului P este:
T
w(r,,r,)=v.(r,r,) v, (r,r,) v.(r,r)| . (3.4.3)
unde:
v, (r,r,)=-r,gsing—r,0cosdsing—r,psinb cos g,
v, (r,r,)=r,cosp+ rpé cosf cosp —r,¢sin 6 sin @, (3.4.4)

v.(r,,r,)= —rpg sin .

Din relatiile de mai sus putem imediat calcula expresia patratului marimii vitezei
punctului P:

vi(r,,r,)= (raz +r, sin’ 6?)(/')2 +2r,r,p0 cosO +r.0°.  (34.5)
Pentru determinarea ecuatiilor de miscare ale pendulului, in continuare vom

prezenta expresia energiilor cinetice si potentiale corespunzitoare sistemului de
corpuri din figura 5. Energia cinetica se calculeaza ca:

Ir,
=—|vidm,
2 J.
unde v este dat de (3.4.5). Energia potentiala este calculata sub forma:
V= gJ r.dm,

unde 7, este dat de (3.4.2).

Considerand, pe rand, fiecare dintre cele patru corpuri inertiale, obtinem:
Axul vertical al pendulului:

T =4
cT (2
V.=0;
Bratul orizontal al pendulului:
I
T, = %;[vz(s,O)?—;ds =%ma15¢2,
V,=0;

Bratul pendulului:

I
1 m
T =—|v¥( , s)—2ds=
p 2:‘)“)(”76‘) Zp

1 I? 112'20 2L 11 o6 91 129
2mp a+3psm (o+2mpap(o cos +6m”” ,
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it e gs =]

V,=g Cawg7—ds:5n%gpam&
0 P

Masa m:

. 1 .
T, =mi}+1}sin’ 0)p” +mi,1,p0 cosd +_mi}0”,
V., =mgl, cosd.

Cu acestea, energia cinetica totald a pendulului este:

r=1.+7,+7,+7,,

(3.4.6)
iar energia potentiala totala:
V=vV.+V, +V,+V,. (3.4.7)
Considerand Lagrangeanul sistemului:
L=T-V, (3.4.8)
atunci ecuatiile de miscare sunt date de:
g(@j a_, 5.49)
dt\dp) dp 7 o
d(a) d_
d\ag)” a0 =" (410
Tinand seama de relatiile de mai sus obtinem:
a_,
ap
4 (]+( +1 + >2+( +1 jﬂ 'ZHJ'
—-—= = = sin
p m 3ma m, [, +\m 3mp » [0
1 .
+(m +5mpjlalp¢9 cosd,
L 1 5 o . 1 .
0" m+§mp [,¢~ cosOsind — m+5mp [,l,90sin6

1
+(m+5mp)glp sin 4,

ﬂL( 1 ) : ( 1 jz.
ik m+5mp [,l,pcosf + m+§mp [,0.

Introducand aceste relatii in ecuatiile Lagrange (3.4.9)-(3.4.10) de mai sus si
considerand notatiile:
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1
a=J+[m+§ma+mP)l§,
1 2

p = m+§mp [,
1
}/:(m+5mpjlalp,

1
o z(m+5mp)glp,

obtinem urmatorul model matematic al miscarii pendulului lui Furuta:

(a0 + B sin>0) @+ y6 cosO +2 fpf cosOsin@ —y0*sin@ = u, (3.4.11)
y¢cos6 + O — Pp* cos@sind — 5 sinf = 0. (3.4.12)

Pentru integrare, modelul (3.4.11)-(3.4.12) se poate pune sub urmatoarea forma
convenabila:

L
— Q= 12 .: _ .2 . 2 _
dar? aﬂ+ﬂzsin20—yzcosze{'gyg sin@ — fyp”sin@ cos™ 0

282p0sin6 cosd — ¥5 sin9c056+ﬂu},

dy-¢
7
4= e
d aﬁ+ﬂzsin20_72cosze{ 4 sin@ cos @ +
Bla + B sin® 0)¢? sin @ cos O +2 Bygd sin 6 cos’ O +

S(a + B sin® Q)Sine—yucosé’}.
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3.5. Pendule cuplate elastic
Sa consideram doua pendule, ambele cu aceeasi masa m si lungime [ legate

printr-un arc, ca In figura 6. Distanta dintre punctele de aplicatie ale pendulelor este

d.
d

Fig. 6. Doua pendule cuplate printr-un arc elastic.

Cand pendulele sunt scoase din pozitia lor de echilibru cu un unghi 6, , respectiv
0, , atunci masele se situeazd pe pozitiile (/sinf,, —I/cos@,) si respectiv
(d+1sin@,, —Ilcos@, ). Deci, lungimea cu care arcul este deformat este

Ax=4/(d +1sin 6, —Isin6,)* +(Icos B, —cosd )* —d
:\/212[1—(:0s(6?2 —6,)]+2dI(sin@, —sin,)+d* —d.

Pentru deplasiri mici (adici &, mici) avem: sin@, ~ 6, si cos@, ~1-0/2.
Deci

Ax z\/lz(é’z —01)2 +2dI(6, —491)+a’2 —-d.
Presupunénd ca 6, << 1, atunci putem scrie:
21 12/
Ax=dJ1+—(0,-60)-1|=d1+-—(6,-6,)-1]|=1(6,-06,).
d 2 d
Cu acestea energia cinetica a maselor este:

1 L
=m0} +67).

iar energia potentiala:

1
V =-mgl(cos @, +cosb,)+ Ek(Ax)2

1
=—mgl(cos 6, +cos¢92)+5k12(6?2 -6,)".



¢ MODELE MATEMATICE IN MECANICA 23

Cu acestea functia Lagrange se scrie imediat sub forma
1 2,2 )2 1 2 2
L=T-V = Eml (6 + 6, )+ mgl(cosb, +cos02)—5kl 6,-6,).

Ecuatiile de miscare ale pendulului sunt
il al a
a0, "
adica:
ml*0, = —(mgl + kI*)0, + kI*6,),
ml*0, = kI*0, — (mgl + kI*)8,.

3.6. Sfera pe o bara inclinata
O sferd de masd m este plasatd pe o bard inclinatd sub unghiul & care este

antrenata la centru de un cuplu 7 . Sfera, aflatd la distanta » de centrul barei se

poate misca liber in lungul acesteia, figura 7. Se cere modelul matematic al miscarii
sferei pe bara.

y“

ﬁ r
¥
0 R

Fig. 7. O sfera pe o bara inclinata.

Presupunem ca atat motorul cat i bara nu au inertie rotationala, astfel incat inertia
de rotatie a sistemului 1n jurul centrului de rotatie este:

J=mr’.
Energia cinetica a sistemului este:

1 . 1 1 :
T=—JO0 +—mi* =—m|r’60> + 7).
2 2 2 ( )
Energia potentiala este:
V =mgy =mgrsinf.
Cuacestea Lagrangeanul sistemului este:

1 .
L=T-V =Em(r292 +1>2)—mgrsin0.
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Presupunem ca sistemul are un coeficient de frecare rotationald vascoasa v ,
atunci puterea disipata este:

1 .
=Ev92.

T
Introducénd coordonatele generalizate g = [6’ r] , precum si forta generalizata

T
0= [2' O] , atunci ecuatiile Lagrange sunt urmatoarele:
d(ﬂjz% P
dr\ & a
Tinand seama de expresiile Lagrangeanului si a puterii disipate rezultd ecuatiile
Lagrange:
dlmré ] [ —mgrcos® 1 [vo] [
— - : .|+ =
dtL mr J Lmr@2 —mgsm@J L 0 J LO_

-

adica: )
[2mri6+mr26| [ —mgreos® 7| [ve] [7]
mi | mro? —mgsinl9JJr 0 __OJ'

De unde rezulta ca:

270 gcosd vO T
— - +

r r mr®  mr

i=r@*—gsind.

b——

2

Cu acestea modelul matematic al miscarii sferei pe bara este:

Ly
=
igz_(er 1/2)9._gcosﬁJr T

dr r  mr 7 mr
d
e
d )

Eif:mﬁz —gsind.

2

=7,

3.7. Modelul unor mase cuplate prin legaturi elastice
Sd consideram sistemul mecanic format din doud mase m, si m, , cuplate ca in

figura 8, prin intermediul legaturilor elastice cu coeficientii k, si respectiv k, .
Sistemul are doud grade de libertate x, si x, . Energia cineticd a sistemului este:
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) 1 . N2
T:Emlx1 +5m2(x1 +X,)".

Energia potentiala este:

1 1
V =—m,gx, —m,g(x, +x2)+—k1x12 +—k2x§.

2 2
L[S S
k, X
m, —_—
kzé X,
m, —

Fig. 8. Mase cuplate prin legaturi elastice

Cu acestea ecuatiile de miscare a sistemului sunt urmatoarele:

d| L . .
Z gl _51: m X, +m, (X, +X,)—mg-—m,g+kx =

(m, +my)%, +m,%, +k x, —(m +m,)g =0,
d{cd | o .
E 0,}6—2 —036—2:mz(xl+x2)—m2g+kzx2 =
m,X, + myX, +k,x, —m,g =0.

Deci modelul matematic al sistemului de corpuri cu legaturi elastice de mai sus
este:

. m, . k,

X, + X, + X =g,

m, +m, m, +m,
R
X +X,+—x,=g.
2
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3.8. Ecuatiile de miscare ale unui tren.

Consideram un tren format dintr-o masina si un vagon cu masele m, , respectiv
m,. Masina este cuplatd cu vagonul printr-o legatura elastica (arc) cu coeficientul
k. Fie F forta aplicatd masinii si & coeficientul de frecare de rostogolire.

Sistemul, impreund cu fortele care actioneaza asupra lui, se poate reprezenta ca in
figura 9.

x1<——| X, 4——'

k(x, —x,)
m, — ] m,

—k(x, —x,)

E— e e —

pm, gx, fm, g%,
Fig. 9. Reprezentarea fortelor care lucreaza asupra sistemului de corpuri.

Aplicand legea a doua a lui Newton obtinem ecuatiile de miscare ale trenului:

m %, = F —k(x, —x,)— um,gx,,

my X, = k(x, = x,) = pm, gx,. i
Aceste ecuatii se pot exprima sub forma ecuatiilor de stare. Intr-adevar, alegand
X, si X, cavariabile de stare, atunci putem scrie:

X, =V
] k k F
Vi =TT X R, - 4V
m, m m,

X, =V,

) k k

V,=——X, ———X, — UgV

2 m, 1 m, 2 2

Alegand acum viteza sistemului ca marime de iesire, atunci forma matriceala a
modelului miscarii trenului este urmatoarea:

IS R A
|V1| | k/ml —Hg k/ml O || V1| |1/m1 |F
I R N R W O b
vaJ Lk/mz 0 —k /' m, _/JgJLVzJ L 0 J
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3.9. Modelul matematic al suspensiei unui vehicul.
Proiectarea suspensiei unui vehicul este o problema interesanta. Fie sistemul din
figura 10, In care se reprezintd vehiculul de masd m, , sistemul de suspensie de

masd m,, impreund cu elementele care realizeaza suspensia: k, coeficientul de
elasticitate al suspensiei, k, coeficientul de elasticitate al rotii, b, coeficientul de
amortizare al sistemului de suspensie, b, coeficientul de amortizare al rotii, w
perturbatia cu care drumul actioneazd asupra suspensiei si u forta externa (de
proiectat).

m,

Fig. 10. Reprezentarea suspensiei unui vehicul.

O suspensie de calitate trebuie si realizeze o comportare buna a vehiculului
si un confort in ceea ce priveste interactiunea cu denivelarile drumului. Cand
vehiculul este solicitat de denivelarile drumului, atunci acesta nu trebuie sa aiba
oscilatii prea mari, si in cazul aparitiei lor acestea trebuie sd se stinga repede.
Deoarece distanta x; — w este greu de masurat si deformarea cauciucurilor rotilor
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X, —w este neglijabild, rezultd cd vom utiliza distanta x, — x, a mdrime de iesire
in raport cu care vom face analiza comportarii suspensiei.
Din cea dea doua lege a lui Newton obtinem ecuatiile de miscare:

m X, ==b (%, —X,) =k (x, —x,)+u
myX, = b (X, — X,)+ k (x, —x,)+ b,(W—X,) + k,(Ww—x,) —u

Pentru a obtine o reprezentare in spatiul stérilor trebuie sa selectam variabilele de
stare. Pe moment nu cunoastem care este cea mai buna alegere ale acestor variabile.
De aceea, vom incepe prin a scrie:

u
.. L. 1
X =—— (X — %) ——(x, —x,)+
1 1 1
o 1 . . kl b2 . . 2
X, = (X, =%)+—(x, —x)+— (=X, +—(w-x,)—
n, m, n, n, n,
Alegem prima variabild de stare ca fiind pozitia x,. Deoarece derivata intrarii nu
apare in ecuatia lui X, vom alege a doua variabila de stare ca X,. A treia variabila
de stare o alegem ca fiind z, = x; — x,. Cu acestea, putem scrie:

. b, . k, u
X, =—"2, ——z,+—
m m, m,
N b . k, b L. k, u
X, = p t+ zZ, + (Ww—2x,)+ (w=x,)— .
m, m, m, m, m,

Scazand a doua ecuatie de mai sus din prima, obtinem:
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Observam cd 1n aceastd ecuatie nu apare derivata intrdrii. Mai mult, deoarece
X, =X, —z,,rezultd cd z, este exprimat numai in functie de stdrile selectate pana

acum si de intrare. Ca atare, integrala din relatia de mai sus o notdm cu z,. Deci

, k., k k, 1 1
Z,=——+—|z, —m—(w—x1 +z )+ —+—

m, m, 2 m, - m,
Cu acestea, putem scrie:

. bl bl b2
== —+— |z, —m—(w—x1 —z,)+2z,.

mgm, 2

Substituind aceasta relatie in ecuatia lui X, obtinem:

( bb, j jb_l(b_1+i+b_z]_ﬁz
: mym, : Lm1 mgm, m, mlJl

b b.b
__122+i+( 2 ]w

m, m, mm,

Cu acestea, considerand variabilele de stare: x,, x;, z; si z, modelul matematic

al sistemului de suspensie al unui vehicul, In reprezentarea prin variabile de stare
este urmatorul:

0
(&j . fb_l(ﬁ+b_l+b_zj_@ bt
m,m, m\m_ m, m, mlJ m

-o=

1
N
S —
Il
‘ o>
[}8)
o
/l—\\
|_b~
+
S
+
| >
[ %)
N—
[
N

L M, i
~ 0 0
L b,b,
m mm, |
! 1b22 u]
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Xy
Xy

y=[0 0 1 0

N

[x, ]
| o]
|
|2 |
Lzzj

3.10. Parasuta.
Un parasutist de masda m se lanseazd de la altitudinea x, in cadere liberd sub

influenta gravitatiei. Presupunem cé forta de rezistenta a aerului este proportionala
cu viteza parasutistului, unde constanta de proportionalitate este diferitd in functie
de starea parasutei (inchisa sau deschisa).
Modelul matematic al parasutei se obtine din a doua lege a lui Newton sub

forma:

mx = —mg — kx,

x(0) = x,, %(0)=0,
unde x este altitudinea la care se afla parasutistul deasupra Pamantului, g este
acceleratia gravitationald, iar k coeficientul de rezistentd al aerului. Ecuatia de
migcare de mai sus se poate imediat scrie sub forma unui sistem diferential 1n care
apar pozitia §i viteza parasutistului:

k
V:—g—;v, v(0)=0,

X=v, x(0) = x,.

Considerand m, g si k constante, atunci solutia explicitd a sistemului de mai sus
k
mg ( ——t ]
vit)y=—-/0e ™ —1)}
(H)="

m'g( k x
x(t)=x,+ I —;t+ I—e ™ ||

Totusi, in problema parasutei & nu este o constantd. Forma generald a evolutiei
coeficientului de rezistenta a aerului este:

k., t<t,,
k(t) = k,, t>t,,

unde 7, este timpul cand parasuta se deschide. Este posibil ca 7, sa fie o functie

este:

de vitezd in sensul cd deschiderea parasutei apare la o anumitd vitezd a
paragutistului, sau o functie de pozitie in care caz deschiderea apare la o anumita
altitudine a parasutistului. Pentru a determina modelul matematic al vitezei
parasutistului este necesar sa gasim solutia pentru k = k,, apoi sa calculdm ¢, ,
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dupa care sa rezolvam problema cu k = k, unde conditiile initiale sunt selectate
astfel incat sd se realizeze continuitatea vitezei §i pozitiei parasutistului la
momentul deschiderii parasutei: v(z;)=v(z;) si x(¢;)=x(t;), unde t; este
limita la dreapta, respectiv la stinga alui ¢, . In acest caz, pentru 0 < ¢ < ¢ 4 viteza

k
mg|( j
vi)=——"e ™ -1},
) kl(
iar, pentru f > £, :

k, k. k

mg|( 4, -ty M| -1y

v(t) = —(e m — lje m +—(e m lj.
kl k2

Viteza la aterizare se poate calcula imediat din conditia dv/dt=0.

parasutistului este:

Utilizand ecuatia de miscare rezultd ca: v(¢,) =—mg / k.

Din ecuatiile de miscare vedem ca acceleratia parasutistului este:
a=—-g—(k/m)v. La momentul deschiderii parasutei apare un salt de
acceleratie, aga numitul soc de deschidere, calculat sub forma:

da K k
jin= = F 8 £ g

Cum k este constantd pe portiuni, rezultd ca acceleratia la momentul deschiderii

totale a paragutei are un salt de discontinuitate j(¢,)= j(¢;)— j(¢,). Dar
a(t;) =0, deci

) =KD

Un model mult mai realist se obtine daca se ia in consideratie si timpul necesar
deschiderii parasutei [Meade, 1998], precum si aria sectiunii transversale si forma
parasutei [Meade si Struthers, 1999].

3.11. Bicicleta
In cele ce urmeaza prezentdm modelul matematic al bicicletei [Avila-Vilchis,
Martinez-Molina, Canudas-de-Wit, 2003]. Aceasta este reprezentatd in figurile 11-
14, unde vectorul coordonatelor generalizate este
T
q=[x,y,‘1’,®,l9f,9,.] ,
in care x si y definesc pozitia vehiculului in raport cu un reper inertial. Celelalte
coordonate generalizate sunt definite in figuri. Vectorul de intrare este
T

u= [a,rm,rb] ,

unde « este unghiul de viraj, 7, si 7, sunt momentul motorului si respectiv

momentul de franare.
In figura 11 sistemul de referintd definit de axele (x,y,z) este inertial,

G, este centrul de greutate al sasiului (cadrului bicicletei); v, v , sl v, sunt
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vitezele vehiculului, a rotii din fata si respectiv a rotii din spate in raport cu reperul
inertial considerat; £ este unghiul de alunecare al bicicletei, iar f s £, sunt

-
unghiurile de alunecare ale rotilor din fata si respectiv a celei din spate; V' este
unghiul de viraj al bicicletei in jurul axei verticale; / s 8 [, sunt distantele de la

centrul de greutate la axul rotii din fata, respectiv a celei din spate. Se observa ca
sistemul de referintd asociat cu roata din fatd este definit de vectorii

(ery€575€57)

Fig. 11. Bicicleta (caracteristici, viteze, unghiuri)

Figura 12 prezintd o vedere laterald a bicicletei, unde F, si F,,

X1
(i = f,r) reprezinta sarcina normala aplicatd pe axele rotilor si respectiv fortele de
contact longitudinale pentru cele doud roti. G, este centrul de greutate al masei

suspendate (biciclistului). In acest caz masa suspendati se modeleazi ca un pendul
invers a carui dinamica este definitd de unghiul @ si deplasarea x. Sistemul de

referintd (e, ,e,,,e;,) este asociat cu masa suspendatd aflatd la inaltimea
r+h,iar 6, si 6, sunt vitezele unghiulare ale rotii din fata, respectiv a celei din

spate. Raza rotilor este 7.
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Fig. 12. Bicicleta (forte, viteze unghiulare)

In figura 13, M este momentul de aliniere, iar F,, (i=f,r) sunt

fortele laterale de contact pentru roata din fata, respectiv cea din spate.

!

!
I
{'f Of, -
-
4\/
-

1f,

Fig. 13. Bicicleta (forte laterale de contact)

Figura 14 prezintd suspensia bicicletei ca un sistem de arcuri cu
amortizoare, in care k este coeficientul arcului, ¢ este coeficientul de amortizare,

lar &, i & sunt deformdrile verticale asociate rotilor. Masa vehiculului este
formatd din masa sasiului m,, masa corpului suspendat 72, si masa celor doud roti
m, . Deci masa totald a vehiculului este m=m,_ +m +2m,.
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Fig. 14. Bicicleta (suspensia)

Modelul matematic al bicicletei este definit in formalismul Lagrangean, in
care pentru fiecare componenta a vehiculului (sasiu, masa suspendata si roti) se
scriu energiile cinetice de translatie 7, si respectiv de rotatie 7, precum si energia

potentialda U. In continuare sa analizam fiecare dintre aceste componente.

1) Sasiul
Vectorul de pozitie al sasiului p,, In raport cu un reper inertial, este dat de pozitia

centrului de greutate G, al sasiului, ca in figura 1:

P, =[x,y,r]T. (3.11.1)
Viteza sasiului in reperul inertial dat este

v, =[%53,0] . (3.11.2)
Viteza unghiulara a sasiului este

w, =[0,0,9]". (3.11.3)

Cu acestea, energia cineticé de translatie si de rotatie, precum §i energia potentiala
sunt:

1
T, ZEmu(fcz +37%), (3.11.4)
1.
T, =519, (3.11.5)
U,=m,gr. (3.11.6)

2) Masa suspendata
Pentru masa suspendata, vectorul de pozitie p_ , In raport cu un reper inertial, este

dat de pozitia centrului de greutate G al acesteia, figura 2:

I—x + hsinCI)cos‘I’—l

Py =| y+hsin®sin¥ | (3.11.7)
|_ r+hcos® J

Deci viteza masei suspendate, in raport cu reperul considerat, este:
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r)'c — hWsin ®sin ¥ + h(i)cos‘Pcosq)—|

v, =| y+h‘Psin<Dcos‘P+ hdcos Psin ¥ | (3.11.8)

L —hDsin J
Miscarea unghiulard a masei suspendate este modelatd ca aceea a unui pendul
invers. Aceasta permite surprinderea intr-o manierd mult mai realistd a distributiei

sarcinilor care actioneaza asupra bicicletei la franare sau la accelerare. Deci viteza
unghiulard a masei suspendate este:

o, =[0,0,%]", (3.11.9)

unde efectul giroscopic asupra acesteia a fost neglijat.
Tensorul de inertie al masei suspendate este considerat de forma:

| T T
==, 1, -I.| (3.11.10)
-1, -1, I |

Cu acestea putem scrie imediat energia cinetica de translatie si de rotatie, precum si
energia potentiala a masei suspendate:

1 . .
T, = —ms{jc2 +9° + hz(‘P2 sin” @+ ®* cos’ d)) +

2
2h‘i’sind>(ycos‘{’—)ksin‘{’)+
ZhCI)cosd)(ysin‘I’Jr )'ccos‘P)}. (3.11.11)
1 1 :
T, ZEC()STISCOS +5h2mSCD2 =
l{(1 hz)cb2 I W -21 ci)\i’} 3.11.12
2 sy +ms + Sz - syz ‘ ( N . )
1
U, =m,g(r+hcos®) +Ek(l; +Zf) sin’ ®. (3.11.13)

3) Roata din fata
Vectorii de pozitie si de viteza corespunzatori rotii din fata a bicicletei sunt:

T
Dy :[x+lf cos'V,y+1, sin‘P,r] , (3.11.14)
. . T
v, = [x — 1, Wsin¥, y+ Z/»‘I’cos‘P,O] ) (3.11.15)
Vectorul vitezei unghiulare pentru aceasta roata este:
. .17
0, =0.6,% (3.11.16)

unde 4 , reprezinta pozitia unghiulara a acestei roti in planul ei, figura 2. Tensorul
de inertie al rotii este:

1, =diag|1,,1,,1).

x>t ysdz
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Cu acestea, energia cinetica de translatie si de rotatie, ca si cea potentiald se scriu
sub forma:

1 . . .
T, =—m & +7* ~20 #¥sin'¥+20, f¥eos't+ 129 ], (3.11.17)

St 2
T, =g oiLo, +ym 0 +i) <
1 2192 2 2
5{(1,y + mtl./')gf +(1,z +mrl/’)\P } (-11.18)
U,=mgr. (3.11.19)

4) Roata din spate
Similar, pentru roata din spate vectorii de pozitie si de viteza sunt:

T
p, =[x—1 cos¥,y—1 sin¥,r| , (3.11.20)
. . T
v, :[x+l,‘1’sin‘P,y—lr‘I’cos‘P,0] . (3.11.21)
Vectorul vitezei unghiulare pentru aceasta roata este:
w, =[0,6,,%] (3.11.22)

unde ca mai sus, 6, reprezintd pozitia unghiulard a acestei roti in planul ei. Pentru

aceasta roatd energia cineticd de translatie si de rotatie, ca si cea potentiald sunt
date de:

1 . . .
T, =—m{i* +* +20 iWsin¥W -2 j¥cosW+/2¥?], (3.11.23)

2
T = %{(Ity +m12)02 +(1, +m,1? )‘Pz} (3.11.24)
U, =m,gr. (3.11.25)

Cu aceste preparative putem formula Lagrangeanul sistemului sub forma:

L=T-U.

Dupa simplificarile algebrice corespunzatoare obtinem:

I, . 1 .
L :Em(x2 +y2) +E(Isy ershz)q)2 +

%{IW +1_+21, +2m,(l§. +If)}"I’2 +

1 2 12 1 2\n2
E(]ty +mt1f)l9f +5(IW +m,l; )9,, +
m, (I, =1 )i¥sin¥ —m, (I, —1,)7¥cos ¥ -

HY l 2 2\ s 2
Isyzd)‘l’—msghcoscl)—mgr—zk Zf+lr sin’ d+
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%ms {hz(‘Pz sin® @+ ®” cos’ d)) +

2h‘i’sinCD(ycos‘P— )'csin‘P) +
Zhd)cosCD(ysin‘P+ )'Ccos‘P)}.

Ecuatiile de miscare ale bicicletei sunt obtinute din ecuatiile Lagrange:

dial a_
ala, | a, =%

unde i=1,...,6 si O, este a i —a forta generalizata.
Avem:

— = mt(lr — lf)(fc‘i’cos‘P+ y‘Psin‘P) +

msh‘i’sinCD(—j/ sin'V — )'ccos‘P) +
msthcosCD(j/cos‘P— X sin‘P).

a_ m_ghsin®— k(lz. + lz) sin®cos P+
aD s f r

m b (W — ) sin Dcos D+
msh‘i’cos(b(j/cos‘l’— )'csin‘P) -

mshd)sinQJ(ysin‘P+ )'ccos‘P).
L i+ m(\l, —1,|¥sin¥+
ax

msh{—‘i’sindbsin‘l’+@cos@cos‘l’}.
%= mj/—mt(l,, —lf)‘i’cos\P+

msh{‘i’sin®cos‘{’+d)cosd)sin‘l’}.
L 5 o\
e {qu +1, +21, +2mt(lf +1; )}‘I’+

m,(lr —If)()'csin‘P— ycos‘P) - Isyzd)+

m.h sin(D{h‘Psind)Jr yecos'¥— )'csin‘P}.
@_ 5\ s . 5 5
—=\/_+mh’ | O Y+mh Dcos” O+
ﬁD sy K Y. S
mshcosdD(j/sin‘P+ )'ccos‘P).

(3.11.26)

(3.11.27)
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L
az(ll‘y +mzl;)9f
L
ﬂ_é,:(]’y +mtl,)¢9r
%{%} = mi+ m,(lr - lf)(lilsm‘}’v“i’z cosW) —

msh{‘i’sin ®sin ¥ + Y dcos Dsin ¥ + P sinCDcos‘P} +
m h{®dcosdcos ¥ — PdcosDsin ¥ — d? sin deos ).
dlal } .
EL@J = mj — mt(l, - lf)(‘Pcos‘I’—‘I’2 sin'P) +
msh{‘.lhjsinCI)cos‘PJr‘P(.I)coscl)cosll’—\i’2 sinCDsin‘P} +
msh{C.I.)cosCI)sin‘I’+Ci)‘i’cosd)cos‘P—d)2 sin(I)sin\P}.

%{%} = {qu + I, +2I, + ZmZ(Z‘i - lf)}"l.”r

m,(l, —lf)()'c'sin‘P+ P cos'W — jcos W + y‘i’sin‘l’) -

IS},Z&)Jr mshz(‘i’sinCDJr 20V cos (D) sin®+

msh{j} sin®cos W — yW¥sin Osin ¥ + j/d)cosCDcos‘P} —

msh{)'c' sin ®sin ¥ — ¥ sin dcos P + Xd)cosd)sin‘l‘}.

dl ]

ailab)™
mshz(C'I.)cos2 O - 297 cosd)sinCD) +
msh{(j}sin‘P+ y‘i’cos‘P) cosD— yd)sind)sin‘l’} +
msh{()'c'cos‘l’— )'c‘i’sin‘P) cos®— )'ccbsin(Dcos‘P}.

(Isy + mshz)c'b—[syz"lﬂ

dt| 30, v
DAL (1 em)i,

Cu acestea obtinem urmatorul model matematic al bicicletei in formalismul
Langrangean:

m)'é+(c1 sin¥—c, sin(I)sin‘I’)"I"+(c2 cosd)cos‘P)®+
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(cl‘Pcos‘P—czd)cosq)sin‘P—cz‘Psind)cos‘P)‘P—

(cz‘i’cosCDsin‘P+ c,Dsin @cos‘P)dD =0, (u), (3.11.28)
mj>—(cl cos'V-c, sintl)cos‘lj)‘.l'ur(c2 c0s<Dsin‘P)®+

(cl‘?sin‘PJr c,dcosDcos — cz‘i’sind)sin‘lj)‘i’+

(cz‘i’cos(Dcos‘P—czd)sin(Dsin‘P)d): 0, (u), (3.11.29)
(cl sin¥—-c, sindbsin‘l’))'c'—(c1 cos'¥-c, sind)cos‘P)j}+

(¢, +¢,hsin® @) - 1D+ (2¢,¥sindcos W) i +

(2¢, hdsin Dcos D)V = O, (w), (3.11.30)
(c2 cosCDcos‘P))'c' + (c2 sin‘PcosCD)j} - Isyz‘i’+

(¢, +cyhcos® ®)d—(c,hY sin Dcos D) —

(czhd)sincl)cos(l))d)—(c7 sin®—c, sinCDcosCD) =0,(u), (3.11.31)
¢s0, = Os(u), (3.11.32)
c0. =0 (u), (3.11.33)

unde
¢, = m,(lr —lf), c, =mh,
¢, =1, +1, +21, +2m (> + 1),
c,=1,+mh’, cs=1,+m]l7,
2 gh
t"r

¢ = k(12 +12).

cg=1,+m ¢, =mgh,

Vectorul fortelor generalizate ((u)este format din toate fortele externe care
actioneaza asupra sistemului:

\%

XV

F,+F,cosa—F, sina—-C|v,

F,+F, sina+F cosa+C sin(rt)

F l,sina+F I cosa—F,I

[Ry 0
ow= o

L (3.11.34)
4 Lnflf - Lnrlr - f;y‘lf + fnrlr
T, —Fyr
L z-b _Fxrr i

unde

1
Cx:EpCdA
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este un coeficient in care p este densitatea aerului, C, este coeficientul de
rezistenta al aerului si A aria transversala a vehiculului, v _ este viteza
vehiculului, C , este amplitudinea fortei perturbatoare laterale, 7, frecventa
acestei forte si R, este o matrice de rotatie:
[cosW —sin¥]|
Rey :Lsin‘l’ cos‘P}’
care realizeaza trecerea din reperul vehiculului la reperul inertial.
In acelasi timp, F;, F,, pentru i= f,r, sunt fortele longitudinale si

Xi?o y

(3.11.35)

laterale de contact asociate rotii din fata si a celei din spate, L si f,.,i= f,r,
sunt sarcinile statice (verticale) si respectiv fortele de recul a sistemului de
suspensie pentru roata din fata si cea din spate, figura 4.

Sarcinile verticale au urmatoarea expresie

L’!/V = lr ;1/{ (mu + ms)ga (311363)
P (m, +m,) (3.11.36b)
nr lr + l/ u K3 g9 . .

care realizeazd un raport static al maselor fatd de axul rotii din fata si al celui din
spate. Din figura 4, presupunand cd @ este mic, putem scrie:

foy =kl @+l D, (3.11.37a)
£, =—kl ®—cl ®. (3.11.37b)
Ecuatiile Lagrange ale bicicletei se pot compactiza sub forma
M(q)j +C(q,9)q + G(q) = Q(u), (3.11.38)
unde ~ -
m 0 y,sin¥  y,cos¥ 0 O
0 m —y,cos¥ y,sim¥ 0 O
y,sin%¥ —y, cos¥ V3 -1, 0 0
Mig)= ¥ in¥ -/ 0 0F
7/2 COs 7/2 sin syz 7/4
0 0 0 0 ¢, 0
. 0 0 0 0 (N

este o matrice simetricd, pozitiv definitd, cunoscuta ca matricea de inertie, iar

¥, =¢ —c¢,sin®, ¥, = ¢, cos®,
Vs =c +c,hsin® @,  y, =c, +c,hcos’ D,
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0 0 g o¥p+e,dp, 0 O]

0 0 & c,¥p,—c,dp, 0 0
|2e,¥p, 0 & 0 0 0
C@D=l 0 o 5 cnbp, 0 of
0 0 0 0 0

. 0 0 0 0 0

este matricea Coriolis, iar

p, =cos®sin¥, p, =sin®cos¥, p, =cosdcos'?,
p, =sin®@sin¥, p; =sin@cosd,
g =c¥cos¥—c,p, —c,¥p,, & =c¥sin¥+c,Dp;, —c,¥p,,
& = 2¢,hdp;, g, =c,h¥p,,
S1
0
0

0

Glg) = yo !

este vectorul fortelor conservative, si
Vs = (—c; + ¢4 cosD)sin D.
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