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Rezumat. In aceastd prezentare incercim si definim fundamentele informaticii. Vom
incepe cu o definitie a informaticii care dupad pirerea noastrd se plaseazd in sfera
intelectualismului de mare altitudine §i care constd in coborarea in computational a
conceptelor matematice, algoritmizarea conceptelor matematice, studiul algoritmilor din
punctul de vedere al convergentei si al complexititii lor.

Continudm prezentarea cu fundamentele matematicii care ne aratd sursa de unde provine
problematica informaticii: calculabilitate, complexitate §i matematica experimentala.
Teoria calculabilitdtii vine din doui traditii, care cu foarte mici exceptii s-au dezvoltat in
paralel, de cele mai multe ori ignorandu-se reciproc. Pe de-o parte avem analiza
numerici si calculele stiintifice, §i pe de altd parte avem teoria calculului aga cum apare
n logic si stiinta calculatoarelor. Ambele aceste traditii utilizeazi notiunea de algoritm.
Ideea este de a construi o masind (peste corpul numerelor reale) care combind cele doud
traditii cu scopul de a intelege natura si complexitatea calculului, ca fundament al
informaticii.

in final discutim matematica experimentali ca acea sectiune a informaticii care se ocupi
cu codificarea si transmiterea, In comunitatea matematicd, a rezultatelor prin utilizarea
tehnologiilor avansate de calcul pentru a realiza un experiment matematic, cu scopul de
a explora structuri §i concepte matematice, de a testa conjecturi, credinte, de a sugera
generaliziri, precum si a analiza rezultatele obtinute in urma acestor experimentari.

1. Definitia informaticii

Societitile dezvoltate, puternic industrializate, capabile sd asigure un nivel de trai §i de
muncd ridicat membrilor lor igi datoreazd acest statut nu numai faptului ci acestea au inteles
ca in relatia cu cetiteanul sd aplice vechile concepte democratice grecesti actualizate la
nevoile timpului, ci au inteles sd implementeze cu perseverentd si agresivitate dezvoltirile
stiintifice §i tehnologice. Aceasta este esenta societdtilor dezvoltate cultural §i industrial,
aplicarea stiintei §i a tehnologiei in toate activitdtile umane. Dar, dezvoltirile stiintifice §i
tehnologice din orice domeniu de activitate sunt de sorginte matematici. Asa Incét,
matematica intotdeauna a avut o pozitie speciald in sistemul de gandire al umanititii, dand
sens, substantd si valoare actiunilor acesteia.

La inceput, din timpurile strivechi pand incoace, omul a fost sub primatul
existentei. Descrierea sistemelor fizice sau artificiale era mai mult lingvisticd, descriptiva,
deseori nu asa cum acestea se prezentau, ci mai mult cum pédreau ele si fie. Chiar
matematicile in timpurile vechi, aga cum au fost sintetizate de Euclid (325-265 1Chr.) sau de
Diofantus din Alexandria (200-284 iChr.), erau exprimate sub forma de silogisme. Aproape
1500 de ani matematicile au rdmas sub aceastd formd silogisticd. Lumea era viazutd ca un
Verb, ca o Zicere. Vechii filosofi, care bdteau pietroasele pustii ale pdmantului predicand o
filozofie a rationalismului, aveau credinta ci lumea in infinita sa varietate se supune unor
legi, iar omul trebuie si trdiascad sub autoritatea celor sapte inscriptii Delphice: ,,7u esti”,
wZeului onoarea”, ,Asculta legilor”, ,,.Cruti timpul”, ,,Cunoaste-te pe tine insuti’, ,,Nimic
prea mult”, ,,Chezdsia poartd nenorocire” [Dumitriu, 1974, p. 145].

Atat oamenii de gtiintd cat ¢i filosofii, in general, fac o distinctie clard intre
matematici §i gtiintele Naturii - stiintele ingineresti, economie, biologie etc. In timp ce
stiintele Naturii sunt construite pe baza invocdrii argumentului potrivirii experimentului cu
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realitatea conform formulei ,,adaequatio rei et intellectus’ ‘, matematicile permit o mult mai
mare flexibilitate in lumea abstractd a mintii. Aceastd caracteristici care a definit
matematicile de milenii a inceput s se schimbe odatd cu aparitia calculatoarelor. Acestea au
schimbat peisajul intelectual oferind posibilitatea de a explora lumi cu totul i cu totul noi,
inimaginabile, care altfel fard utilizarea unei ,,puteri de calcul* rimaneau inaccesibile mintii
noastre. Pretul platit pentru accesul la aceste lumi, fiindcd intotdeauna trebuie si fie un pret,
este cd multe dintre acestea pot fi cunoscute numai pe cale experimentala.

Calculatoarele de astdzi promit accesul la lumi stranii, care deocamdatd raman doar
performante intelectuale izolate. Intr-adevir, observam o proliferare a tehnicilor euristice, a
rezultatelor nedemonstrate, a conjecturilor, a opiniilor etc. Calculatoarele au oferit §i oferd
din ce in ce mai multe resurse computationale §i conceptuale pentru a explica citeva dintre
aceste fenomene, dar acestea in esenta lor au rdmas simple curiozititi izolate fird a fi
sistematic studiate §i explicate.

Prima incercare de a introduce calculul matematic a fost ficutd de Fibonacci (1170-
1250) in cartea sa Liber abaci. Aceastd carte extraordinard trata numerele arabe §i ardta cum
se lucreazi cu ele. Prezenta studii avansate de algebrd referitoare la rezolvarea sistematica,
prin aproximatii, a ecuatiilor algebrice, precum si diferite sisteme de numeratie nezecimale,
ca sistemul binar. Lucrarea continea probleme privind comertul §i calculul cursurilor
valutare. Un capitol special era dedicat girului numerelor Fibonacci. Aparitia acestei lucrari a
marcat un moment foarte important in dezvoltarea stiintei. Cu toatd importanta i valoarea e,
lucrarea lui Fibonacci a trecut neobservatd, lumea nefiind congtientd de puterea reprezentarii
matematice si a calculului asociat acesteia. Abia dupi trei sute de ani s-a inteles semnificatia
si adevirata putere a calculului. René Descartes (1596-1650) a introdus conceptul de metoda,
punand la bazi notiunea de indoialid. Galileo Galilei (1564-1642), unul dintre cei mai mari
scriitori ai Italiei renascentiste, a fundamentat experimentele fizice sistematice, iar Sir Isaac
Newton (1642-1727) si Baron Gottfried Leibniz (1646-1716) au introdus calculul diferential
si integral realizand ceea ce se poate numi prima metamorfozi a stiintei prin transformarea
fundamentelor operationale ale stiintei, mogtenire a lui Aristotel, In ceea ce se cunoagte a fi
stiinta modernd de astdzi. Aceastd noud atitudine constd in utilizarea experimentelor fizice §i
a modelelor matematice exprimate ca ecuatii diferentiale. Acest primat al matematicii este
atat de activ incat matematicienii si oamenii de stiintd din zilele noastre continud si se refere
la reprezentarea matematicd a creatiei, evitand aproape complet sd coboare in existenti.
Interesul principal este de a rezolva modelele matematice, de a gési proprietitile solutiilor
acestora. Este important de remarcat faptul ¢i toatd constructia noastra intelectuald bazata pe
modele matematice sub influenta lui Newton si Leibniz este de naturd localista. Altfel spus,
modelele matematice, exprimate sub forma de ecuatii diferentiale, reprezintd comportarea
locald, in jurul unui punct, a portiunii de creatie modelate.

De-a lungul timpului am spus ci a face stiintid inseamni a face matematici, §i atat
de mult s-a Incetitenit aceastd opinie incat In anumite domenii asistim la un adevirat primat
al matematicii asupra stiintelor naturii. Aceastd atitudine adoptatd din ce In ce de mai multi
oameni de stiintd se datoreazd, in principal, superficialititii §i suficientei in care a cdzut
filosofia secolului XX. Intr-adevir, filosofii contemporani practicd o filosofie garrula, o
filosofie flecard, vorbédreatd, renuntand la continutul fundamental al acesteia, aga cum a fost
el definit de la Inceputuri ca ,,iubire de intelepciune®, ,,iubire a Naturii*.

Aceastid atitudine de accentuare numai a formalismului matematic §i de abandonare a
problemei descoperirii mecanismelor cauzale fundamentale care guverneazd migcarea in
portiunea de creatie in care suntem interesati igi are originea in ideile lui Pitagora. El a fost
cel care a congtientizat ubicuitatea relatiilor matematice in Naturd, privind matematica drept

"Sensul exact al cuvantului Hadaequatio® este ,potrivire. S observim cd formula, lansati de
scolasticd, reprezintd totugi o viziune simplistd gi limitatd. Adic# adecvarea, acordul dintre intelect si
real, cand te referi la real, poate si limiteze realul. Cu alte cuvinte, este vorba de o identificare a omului
cu realul constatat pe calea ratiunii sau sensibila, altfel spus, cu realul pe care l-am ,,inteles* noi.
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esenta unui spatiu mistic supranatural care guverneazd realitatea inconjurdtoare. Mai
tarziu, Platon a fost cel care a adoptat misticismul Pitagoreic, solutia sa la problema
conceptelor fiind constructia unei lumi supranaturale - /umea Formelor - prezentati in
dialogul Timaios, in care se regdsesc abstractiile matematice perfecte §i eterne la care se
referd conceptele noastre. Metafizic, lumea Formelor era privita ca reald, in timp ce entitatile
fizice din lumea noastrd nu erau nimic altceva decat umbre, copii imperfecte ale Formelor.
Cunoagterea adeviratd insemna deci cunoagterea Formelor imateriale §i nu a lumii reale
imperfecte, aflatd intr-o continud schimbare. Ca atare, in stiintele Naturii cunoagterea
adevdratd este cunoagterea Formelor abstracte, adicd a legilor matematicii din domeniul
respectiv §i nu a cauzelor fundamentale, proprii domeniului. Platonismul, care se manifestd
cu putere si in zilele noastre, evitd lumea fizicd in favoarea unei lumi supranaturale a
abstractiilor pure in care existd o ordine bine definita.

A doua versiune majord a primatului matematicii este datoratd acelor ganditori care
au acceptat ideile platonice ale unei lumi materiale inerent pasive §i haotice, dar care au
rejectat existenta unei lumi supranaturale, care impune ordine. Dar aceastd pozitie implicad o
lume care ramane haoticd - o reprezentare neacceptabild, deoarece faptul cd lumea are o
ordine este evident §i pentru cel mai sceptic dintre sceptici. Dilema cum poate stiinta si
explice ordinea, randuiala, lumii fizice dacd ea rejecteazd notiunea de ordine supranaturald
a fost solutionatd de Kant, filosoful divin cu cea mai mare influentd asupra oamenilor de
stiintd din secolul XX. Solutia lui este: ,,Noi suntem cei care facem ordine. Cunoasterea
perceptuald nu este o achizitie directd a lumii inconjurdtoare, asa cum este ea, ci 0
distorsiune a ei - ea constil in datele senzoriale care au fost procesate de constiinta noastrd
conceptuald, date adaptate pentru a se potrivi unor anumite categorii conceptuale inndscute
ce pun ordine in senzatiile noastre®. Acest proces, pe care nu-1 putem evita orice am face, se
reafirmd prin faptul cd noi nu percepem realitatea aga cum aceasta este in mod real, ci mai
degrabd asa cum ne apare noud, dupd ce am procesat-o.

Sub influenta lui Kant oamenii de stiintd au renuntat la ideea de a Intelege lumea
reald in profunzimile ei cauzale, ca fiind o idee fard sens, deoarece tot rimane un rest care
nici o datd nu va fi cunoscut - ,,nunquam omnem veritatem sciemus” - niciodati nu vom sti
tot adevarul. Rdmane deci ¢d modelele matematice descriu ,,in mod corect™ numai aparentele,
adicd intelegerea noastrd a lumii fizice in care trdim. Altfel spus, modelele matematice se
gdsesc mereu in perspectiva infinitei asemdndri cu realitatea.

Observiam imediat premisele impértdsite de versiunea Platonistd §i de cea Kantiand a
primatului matematicii. Ambele privesc lumea materiald a entititilor ca nefiind reald, asa
incat ceva din afara lumii materiale trebuie sd rispundd de ordinea din lume. Platonistii
considerd cd acest ceva apartine domeniului supranatural, in timp ce Kantienii cred ci acesta
se afld in categoriile conceptuale ale mintii noastre. Ambele conceptii considerd ci acest ceva
se afld in constiintd. Deci primatul matematicii se reduce la primatul constiintei - idee
confonn cireia constiinta impune identitate si structurd asupra unei lumi care altfel ar fi
haotica’. Cele doud concepte, totusi, nu cad de acord asupra purtitorului acestei constiinte,
care pune ordine 1n lume - Durnnezeu sau Omul.

Ca atare, vedem cd in studiul stiintelor Naturii renuntarea la adresarea directd la
lumea fizicd reald in favoarea formalismului matematic vine direct din filosofie, sub
autoritatea a doi dintre cei mai talentati §i inspirati filosofi: Platon §i Kant. Dar, odatd cu
aparitia §i dezvoltarea calculatoarelor s-a observat cid i aceastd lume ideald a Formelor
Matematice are fisuri, are slabiciuni in chiar natura ei.

Coborarea In computational a modelelor matematice a determinat astfel infoarcerea
la adresarea directd la lumea reald, in sensul potrivirii critice a rezultatelor experimentelor

2Este important s3 mentionam aici conceptia lui Roger Sperry, laureat in 1981, al Premiului Nobel
pentru psihologie §i medicind, care spune ca dacd pdna acum cdteva decenii, motivat de materialism si
behaviourism, se considera ci gdndirea este produsul creierului, astazi trebuie sd mdrturisim cd
fenomenul interior, al constiintei, nu este produsul, ci cauza creierului.
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computationale cu observatiile. Experimentele computationale au reinstituit deci primatul
existentei, reafirmand conceptia Galileand a identificdrii numai a concretului existent,
identificare fdcutd in cadrul §i prin intermediul Formelor Matematice. Altfel spus,
cauzalitatea este un fapt independent de constiintd - a noastrd sau a lui Dumnezeu. Ordinea,
legitatea, regularitatea nu derivé dintr-o congtiintd cosmici si nici dintr-o forméa subiectivid de
gandire, care se intdmpla sd genereze mintea umana. Cauzalitatea este o lege inerentd a lui a
fi. A fi inseamnd a fi ceva, iar a fi ceva inseamnd a actiona conform naturii lucrului.

Disciplina care realizeaza aceasta reintoarcere la lumea fizicd reald a sensurilor este
informatica. 1n acest sens, informatica nu se instituie sub nici o formi ca studiul substratului
fizic al informatiei, al telecomunicatiilor si teoriei sistemelor, sau teoria informatiei, al
automaticii sau al aplicatiilor specifice din diverse domenii, aga dupa cum s-a afirmat, ci este
un mod concret de realizare a experimentelor computationale, de cobordre in
computational a conceptelor matematice, de algoritmizare a acestor concepte, de studiul
complexititii acestor concepte. Priviti in profunzimi, informatica este algebri
computationald, care in esenta ei constd in transformarea unui concept intr-un algoritm si
apoi transformarea acestuia intr-un program de calcul. Evident ci definirea conceptului
matematic, elaborarea algoritmului §i elaborarea programului care ,,intrupeaza‘ algoritmul
sunt activititi total diferite, care utilizeazd concepte si principii diferite. Propriu informaticii
este elaborarea algoritmului, studiul convergentei si a complexititii acestuia, precum §i
transformarea lui intr-un program de calcul operational pe calculatoare. Aceasta este
substanta adevarati a informaticii, continutul ei, care o plaseaza chiar In cadrul matematicii.
In acest context trebuie si clarificim lucrurile §1 sd precizdm ci:

Adevaratul creator al informaticii in tara noastrd, la nivelul
conceptelor i al fundamentelor, fird nici o indoiald, a fost
Profesorul Moisil. Contributiile sale au fost in mai toate
domeniile matematice, ilustrandu-se cu precddere in logica
matematicd 1 stiinta calculatoarelor. Profesorul Moisil
instituie o conceptic romaneascd asupra teoriei automatelor,
conform careia punctul de plecare al acesteia este algebra
abstractd i logica matematica. In anii 1950 Prof. Moisil a
dezvoltat o noud teorie a automatelor finite §i a propus ceea
ce se cunoagte astdzi a fi ,,algebra Lukaszewicz trivalentd* pe
care a aplicat-o la logica circuitelor de comutatie, o
contributie importantd la dezvoltarea stiintei calculatoarelor.

Grigore Moisil Profesorul Moisil este singurul om de stiintd romén care a

(1906-1973) primit, in 1996, adicd la 23 de ani dupd plecarea lui dintre

noi, premiul "Computer Pioneer" al IEEE Computer Society.

Prezentarea de mai sus reprezintd o analizd a profunzimilor lumii spirituale, a posibilititilor
noastre de Intelegere a lumii in care trdim. Nu cred cd putem vorbi de un primat al
matematicii sau de un primat al existentei. Acestea se instituie ca §i concepte de analizi si de
pétrundere in misterele lumilor spirituale §i materiale care caracterizeazd existenta noastra.
Ambele aceste concepte sunt importante definind fiinta umand deodati ca persoand si
libertate. Persoand in sensul cuplirii la existentd si fiicand parte din existentd, si libertate in
sensul posibilitdtii infinite de reprezentare a existentei in Forme Matematice.

Adeviratul om de stiintd, pentru care intelectualismul, ca doctrind prin care
cunoasterea - in intregime sau partial - este obtinutd prin ratiune purd reprezintd un mod de
existentd, Intotdeauna penduleazd intre primatul matematicii §i cel al existentei. Trecerea de
la o conceptie la alta este datd de experimentele computationale. Acestea ,,aduc la realitate*
dezvoltdrile matematice §i in acelagi timp definesc noi ,,proprietdti* ale existentului.

Am vidzut cid informatica se instituic ca o ramurd a matematicii care finalizeazi
gandirea matematicd in sensul precizirii continutului conceptelor matematicii din punct de
vedere computational. Ca atare, pentru a ajunge la fundamentele informaticii sd prezentdim
fundamentele matematicii §i s vedem cum acestea au generat problematica informaticii.
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2. Fundamentele matematicii
La Inceputul secolului trecut, intr-o perioada de timp relativ scurtd, cam de la inceputul fizicii
moderne (1905) si pand la descrierea lui Alan Turing a maginii sale in 1938, o preocupare
majord a matematicienilor, §i a filosofilor deopotrivd, in teoria cunoagterii a fost
fundamentele matematicii. In acest sens s-au formulat o multitudine de opinii §1 péreri care in
final au dus la fundamentarea stiintei calculatoarelor §i a informaticii. Fundamentele
matematicii se definesc ca studiul logicii si a bazelor filosofice ale matematicii incluzdnd
problema dacd axiomele unui sistem dat asigurd consistenta si completitudinea acestuia.
Evident cd nu vom mentiona toate opiniile §i dezvoltdrile intelectuale asupra fundamentelor
matematicii.

in vara anului 1900, in Paris s-au tinut doua conferinte internationale importante. Prima a fost
a filosofilor in 1-5 august. A doua a matematicienilor In 6-12 august. Ambele conferinte au dezbitut
starea disciplinei lor la nivelul fundamentelor, precum si principalele directii de evolutie ale acestora.
Problema unui limbaj perfect i a comunicirii stiintifice internationale a fost punctul comun al ambelor
conferinte. Inca din timpul lui Galileo oamenii de stiintd au fost interesati in a defini si construi un
limbaj perfect, in sensul de a fi universal i neambiguu, capabil de a sustine comunicarea atat intre
specialisti cat si cu publicul larg, pentru reducerea efectului Turnului Babel. Incercirile de a introduce
un limbaj artificial international ficute intre altii de: Descartes prin propunerea unor modificari ale
gramaticii pentru a permite limbajului si suporte ,filosofia adeviratd” a ideilor clare si distincte;
Johann Martin Schleyer (1831-1912) care a inventat in 1879 limbajul Volapiik, probabil primul limbaj
artificial international; Ludwik Zamenhof (1859-1917) care a inventat cel mai celebru limbaj artificial
Esperanto; sau Peano cu al siu Latino sine flexione, au fost toate un esec. Totusi aceste propuneri au
avut ca efect introducerea unui sistem de notatii logice si simbolice standard, care s-au finalizat cu
introducerea formalismului axiomatizat in matematica.

Principalele concepte §i directii de cercetare asupra naturii §i fundamentelor
matematicii, precum §i cei mai ilustri actori care le-au formulat §i sustinut au fost dupd cum
urmeaza.

Gottlob Frege

Fondatorul logicismului, pozitic care afirmd ca
intreaga matematicd se reduce la un set de relatii
derivate una dupd alta numai prin mijloace logice,
fard nici o referintd la concepte matematice, cum ar
fi de exemplu cel de numar. Ideea fundamentald a
lui Frege este cd matematicile sunt o ramurd a logicii
din care rezulti toate adeviarurile matematice. Pentru
a sustine aceastd pozitie Frege a construit calculul
propozitional, pe care l-a axiomatizat, a elaborat
logica predicatelor §i mai ales a definit functia logica
ca un concept fundamental in logica predicatelor.
Frege realizeazd prima constructie a logicii
matematice insistdnd asupra axiomatizirii logicii ca
un sistem formal. Pentru el modelul central l-a
constituit geometria lui Euclid. El merge mai departe
decat Euclid 1n sensul necesititii ca ,(foate
mijloacele intrebuintate pentru a obtine concluziile
si a efectua demonstratii sd fie date in prealabil”.
Desi ideea de sistem formal fusese lansatd de Leibniz (1646-1716), totusi Frege a fost primul
care a construit un sistem formal, anume sistemul formal al calculului propozitional. El
sustine cd limba obignuitd se dovedeste insuficientd, cand este vorba sd pdzim gindirea de
erori, §i de aceea este necesar sd construim o limbd numai din semne din care si se elimine
orice echivoc. Aceastd idee a fost dezvoltatd de Giuseppe Peano (1858-1932), iar mai tarziu
Ludwig Wittgenstein (1889-1951) a incercat si utilizeze conceptele matematice ale lui Frege
in limbajul natural, fird insd a obtine rezultate de valoare. Frege a fost sursa de inspiratic a
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lui Rudolph Carnap (1891-1970) si a diferitelor scoli de pozitivism. Proiectul sdu a fost
continuat §i dezvoltat de Bertrand Russell (1872-1970) si Alan Whitehead (1861-1947).

Giuseppe Peano

Fondatorul simbolismului modern, intemeietorul primului sistem axiomatizat al numerelor
naturale si al logicii. Peano conteazd in istoria fundamentelor matematicii prin doud proiecte
fundamentale: Formulario Mathematico §i axiomatizarea sistemului numerelor naturale.
Ambele aceste proiecte provin din dorinta lui de a
universaliza matematica, de a face inteligibil
continutul, sistemul de notatii §i limbajul
matematicii. De fapt, Peano a formulat, dezvoltat
s1 consolidat urmitoarele gase proiecte. 1)
Formulario Mathematico care concentra intr-o
singurd carte toate principiile matematice. 2)
Propunerea de constructie a unui nou sistem
notational in matematici. Acesta este cel mai
faimos proiect deoarece formalismul initiat si
utilizat de Peano a fost adoptat de Russell §i apoi
de  intreaga  comunitate  stiintificd.  3)
Axiomatizarea sistemului numerelor naturale prin
propunerea a trei idei primitive §i a cinci axiome.
Cu acestea Peano reugeste sd reconstruiascd
aritmetica numerelor naturale §i apoi Intreaga
aritmeticd. 4) Crearea unui nou limbaj: latino sine
flexione (interlingua), un limbaj perfect care a
murit odatd cu creatorul lui.

5) Crearea ,,Vocabulario de Latino internationale, comparato cum Anglo, Franco, Germano,
Italo, Russo, Graeco et Sanscrito” ca rispuns la provocarea lui Vasiliev. 6) Constructia unui
calendar perpetuu valabil pand in 2599 pentru Academia delle Scienze.

Formulario Mathematico, lucrare care a cunoscut cinci editii succesive, a fost proiectatd
pentru a contine toate principiile matematice (evident cunoscute pand la acel moment), cu
toate propozitiile, teoremele, demonstratiile si metodele lor. Lucrarea contine 4200 de
teoreme, precum i detalii biografice a peste 300 de matematicieni. Intreaga lucrare este
scrisd 1n latino sine flexione. Pentru a intelege importanta acestei lucriri, care a introdus un
nou simbolism logic, este esential sd mentiondm faptul ci aceasta a fost prima dintr-o lunga
serie de Incercidri similare care includ: ,,Principia Mathematica” a lui Russell (1913), ,,The
Foundations of Mathematics” a lui Hilbert (1934) si ,.Elements of Mathematics” a lui
Bourbaki (1939-1967). Fara indoiald cd aceastid lucrare a influentat definitiv gandirea
matematicii din secolul al XX-lea i este chiar mai importantd decit axiomatizarea sa a
numerelor Intregi.

Sfargitul secolului al XIX-lea §i inceputul secolului al XX-lea a gisit lumea
matematicii in efortul aritmetizdrii matematicii. De la Gauss in geometrie, la Cauchy si
Weirstrass in analizd, efortul matematicienilor a fost de a reduce matematica la inceput la
algebri si apoi la aritmeticd. De fapt aceasta era vechea idee lui Pitagora care asocia anumite
»puteri” numerelor intregi. Aritmetica se considera nu numai ca suficients, dar §i necesard
pentru a fundamenta matematica. Leopold Kronecker (1823-1891), de exemplu, era convins
cd ,,God made the natural numbers, all else is the work of man”.

Ideea fundamentald a lui Peano este de a juxtapune logica §i matematica In asa fel
incat acuratetea matematicii sd fie extinsd la logicd. Astfel, Peano reugeste sd axiomatizeze
logica bazandu-se pe patru simboluri §i 12 propozitii primitive. Peano ca i Frege realizeazi
trecerea de la logicd, ca metodd, la logica matematicd ca sistem matematic universal §i ca
sistem axiomatic. De fapt, Peano a fost primul care a rezolvat In mod complet, cu ajutorul

Giuseppe Peano (1858-1932)
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unui numér mic de simboluri, problema pusd de Leibniz, §i anume, sd se descrie complet in
simboluri, cu semnificatii precis enuntate si supuse unui calcul analog calculului algebric,
conceptele si propozitiile logice [ Dumitriu, vol. 4, 1998, pg. 86]. Altfel spus, Peano a realizat
visul lui Leibniz de a construi o Enciclopedie, un rezumat sistematic al tuturor stiintelor
umane, cu ajutorul unei notatii ideografice, pe care o numea Caracteristica universali
[Couturat, 1899]. Peano a introdus metoda axiomatici modernd in matematici.
Axiomatizarea aritmeticii ficutdi de el reprezintd un moment crucial in fundamentele
matematicii, iar expunerea geometriei in formalismul logic este prima in istoria
fundamentelor acestei stiinte. Mai tarziu Hilbert va finaliza axiomatizarea geometriei plane si
in spatiu.

David Hilbert

Fondatorul formalismului, pozitie care afirmid ca
matematica constd numai in generarea unor
combinatii de simboluri conform unor reguli
arbitrare §i aplicarea logicii. La fel ca Frege si
Russell, Hilbert pune la baza fundamentelor
matematice logica simbolicd, pe care el o numeste
logica teoreticd sau logica matematicd. ldeea lui
este cd ,.gdndirea logicd isi giseste imaginea intr-un
calcul algebric”. Hilbert face o distinctie clard intre
Llimbajul in care vorbim intr-o teorie matematicid”
si ,.[imbajul in care vorbim despre aceastd teorie”.
In conceptia lui Hilbert sarcina logicii este de a
combina simboluri pure fird nici un interes asupra
semnificatiei acestora. Altfel spus, logica nu este
altceva decat un joc de simboluri, care se supune David Hilbert (1862-1943)

unor anumite reguli. La Hilbert logica devine o

logicid a semnului.

Semnul are o foarte mare importantd la Hilbert, purtdnd doud caracteristici: ,,pe de-o parte
semnul depoziteazd o reguld formald si, pe de altd parte, semnul neavand nici un continut, el
are o mobilitate completd in domeniul sensibilului, o bogdtie intreagd intuitivd, putdnd sda i
se substituie” [Anton Dumitriu, 1998, vol. IV, pg. 153]. Pentru Hilbert semnul este totul:
,,Am Anfang, so heisst es hier, ist das Zeichen” — ,,.La inceput, asa se poate spune aici,
este semnul”. Orice teorie matematici poate fi formalizatd complet. ,,Matematicile sunt libere
de orice presupozitie, si pentru a le gdsi fundamentele Hilbert nu are nevoie nici de ,, bunul
Dumnezeu” — cum a avut Kronecker - nici de ipoteza unei dispozitii speciale a inteligentei
noastre, cum este principiul inductiei complete la Poincaré, nici de o intuitie originard ca
Brouwer si nici de axiomele infinitului, a reductibilititii etc. ca Russell si Whitehead” [ Anton
Dumitriu, 1998, vol. IV, pg.153].

Hilbert a ardtat importanta metodei axiomatice in care se pleacd de la axiome® sau
postulate4 s1 utilizand deductia lui Aristotel se obtin teoreme valide. Aceastd idee de a face
matematicd era foarte veche, fiind cunoscutéd de greci, in particular de Euclid §i geometria sa
in care se vede un sistem matematic foarte clar §i de mare frumusete. Intentia lui Hilbert a

® Termenul axiomd ofiwpa - orol de la afow inseamnd adevir fundamental care nu trebuie
demonstrat, deoarece este evident prin el insusi. Stiinta demonstrativd presupune cu necesitate axiome,
care sunt , premisele prime ale demonstratiei”.

* Termenul postulat provine din limba latini: postulare = a cere, postulatum = cerere; aceasta fiind
traducerea cuvantului grecesc aifimata. Distinctia dintre axiome §i postulate o face Euclid in
..Elemente”. Proclus, in ,,Comentariile” sale face o distinctie intre axiomi si postulat. Axiomele si
postulatele au in comun faptul ci nu au nevoie de demonstratie, ci se considera evidente ca inceputul
celor ce urmeazi. Proclus considerd cid postulatele sunt specifice materiei geometrice, pe cand
axiomele materiei numerice, teoriei generale a cantitdtii $i a marimii.
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fost de a fi foarte exact In definitii, in concepte matematice, in gramaticd §i limbaj. Ceea ce a
ciutat el a fost de a construi un limbaj propriu matematicii in care toate asertiunile si fie
foarte clare, neambigue. De fapt, aceastd conceptie de a face matematicd are o istorie lunga
incepand cu lucririle lui Leibniz, Boole, Frege si Peano. Ceea ce a dorit Hilbert a fost de a
depdsi toate realizdrile de pani la el §i a formaliza toatd matematica. Surpriza a fost cd tot
acest efort intelectual s-a finalizat cu un egec, dar un egec foarte productiv. In fapt, Hilbert
prin intrebdrile pe care §i le-a pus a creat o noud disciplind numitd metamatematica, un
domeniu de introspectie al matematicii in care se studiazd ceea ce matematica poate sd faca
sau ceea ce ea nu poate face.

Hilbert a pus in practicd ideile sale axiomatizdnd geometria Euclidiand fird a face
apel la referinte spatiale sau intuitie. In 1905, s1 apoi in 1918, el a incercat sd stabileascd un
fundament pentru matematici prin demonstrarea consistentei, adicd ,,un rationament logic
finit nu poate conduce la o contradictie”. Dar, in 1931 Kurt Godel (1906-1978) a aritat ci
acest ideal nu este realizabil, adicd in cadrul unei teorii axiomatizate se pot formula
propozitii care sunt nedecidabile. Altfel spus, nu se poate cunoagte cu sigurantd cd axiomele
matematicii nu conduc la contradictii.

Luitzen Egbertus Brouwer

Fondatorul intuitionismului, pozitie care priveste
natura matematicii ca o constructic mentald
guvernatd de legi auto-evidente. Pentru Brouwer
»Orice propozitie care are un continut trebuie sa
indice una sau mai multe stiri de lucruri bine
determinate si accesibile experientei noastre’.
Altfel spus, o propozitie are un continut cand este
legata prin intuitia noastrd imediatd de anumite stari
de lucruri. Intuitionismul a aparut in principal ca o
necesitate de a da un raspuns problemei paradoxelor
dezvoltandu-se ca o Incercare de a da o explicatie
asupra naturii $i fundamentelor matematicii [Anton
Dumitriu, 1998, vol. 1V, pp.160]. Intuitionismul
afirmid cd matematica este o functic naturald a
intelectului nostru, a gandirii, o creatie a spiritului
omenesc.

Limbajul in care se exprimd, fie cel obignuit, fie formalizat, are functia de comunicare a
rezultatelor i nu oferd altceva decéit o imagine a matematicii. Matematica este cu mult mai
mult decat aceastd imagine §i limbajul in care exprimdm rezultatele matematicii [Heyting,
1934, pg. 106]. Altfel spus, matematica este independentd de limbaj §i de orice altd
disciplina.

Brouwer este considerat fondatorul topologiei. In teza sa de doctorat din 1907 asupra
Fundamentelor Matematicii, Brouwer a atacat fundamentele logice ale matematicii §i in 1908
in lucrarea ,,On the Untrustworthiness of the Logical Principles” el rejecteazi utilizarea
demonstratiilor matematice ale principiului tertului exclus — orice afirmatie matematici este
fie adevarati, fie falsa, nefiind posibild nici o alta posibilitate. In 1918 Brouwer a publicat o
teorie a multimilor, in anul urmétor o teorie a mésurii §i apoi in 1923 o teorie a functiilor,
toate acestea dezvoltate fdrd a utiliza principiul tertului exclus.

Luitzen Egbertus Brouwer (1881-1966)

Kurt Godel

Actionand in sensul transformadrii logicii intr-un aparat simbolic fird continut, logicienii au
fost pusi in fata unor probleme foarte serioase. Una dintre acestea a fost problema deciziei
(Entscheidungsproblem). Adica, dacd logica lucreazd cu simboluri care se supun unor reguli
foarte exacte care asigurd deductiei o rigoare matematicd, cum este posibil ca operdnd
numai cu simboluri sid avem certitudinea cd un proces deductiv ne conduce la adevir ?
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Aceasta ne conduce la problema fundamentald a logicii: ,,sd se gdseascd un procedeu care si
permitd intotdeauna sd recunoastem dacd o propozitie este adeviratd sau falsd intr-o teorie
data”. Altfel spus, problema deciziei este problema constructiei unei stiinte deductive, si
acesta a fost programul lansat de Hilbert la inceputul secolului trecut §i mai inainte de Frege
in abordarea sa logicista.

Kurt Godel a considerat problema deciziei intr-o
formd mult mai generald — aceea a nedecidabilitdtii.
Intr-un studiu publicat in 1931 in ,,Monatshefte fiir
Mathematik und Physik”, si devenit celebru atat in
lumea matematicii cat §i a filosofiei, Gddel a ruinat
speranta matematicienilor de a exprima Intreaga
matematicd intr-un mod formal este iluzorie si cd
existd in sistemele logice formale principale, (ca
acela al lui Russell §i acela al lui Zermelo-Fraenkel
dezvoltat de von Neumann), sau In sistemele
inrudite probleme relativ simple care nu pot fi
rezolvate. Altfel spus, Godel aratdi cd in sisteme
logico-formale, utilizdnd semnele sistemului,
axiomele si regulile de inferentd ale acestuia, este
posibil si construim o expresie corect formulatd in
sistem, care si fie nedecidabili. Kurt Godel (1906-1978)

Intelesul termenului de ,nedecidabil” este ci expresia respectivd nu este nici
demonstrabild $i nici nedemonstrabili in sistemul logic in care a fost formulatd, conform
regulilor acelui sistem [Anton Dumitriu, 1998, pg. 226]. Teorema lui Godel zice ci: ,,in orice
clasd de formule necontradictorii existid propozitii nedecidabile (unentscheidbare)”. Altfel
spus, un sistem care indeplineste anumite conditii generale §i in primul rand de a nu fi
contradictoriu §i de a contine aritmetica (adicd de a fi destul de general pentru ca aritmetica
sd fie formalizabild 1n el) este limitat, adicd Tn asemenea sisteme logico-formale se pot
construi in mod corect anumite propozitii nedecidabile. In acest sens o teorie axiomatizatii
este consistentii daci este imposibil sid demonstrdm simultan o afirmatie si negatia ei.
Teorema lui Godel zice cd orice teorie axiomatizati este incompleti. O teorie axiomatizatd
este completi dacd orice afirmatie corect formulatd sintactic in acea teorie se poate
demonstra ci este fie adeviratd fie falsd. Aceste concepte sunt foarte importante fiindca
definesc continutul teoriilor gtiintifice axiomatizate.

Demonstratia teoremei de incompletitudine a lui Godel este foarte ingenioasd cu
multe detalii tehnice complicate. Dar, ceea ce este remarcabil in aceastd demonstratie este
faptul cd se Intdlnesc o multitudine de concepte proprii limbajului Lisp. Demonstratia lui
Godel implicd definirea In mod recursiv a unui mare numdr de functii, functii care trateaza
liste, exact cum se lucreazd in Lisp. Asa incét, chiar dacd in 1931 nu exista nici un calculator
§1 nici limbaje de programare, vedem cum ideile unui limbaj de programare stau la baza
lucririi lui Godel.

Acest rezultat a fost (si continud sd fie) foarte tare, tulburdnd lumea oamenilor de
stiintd 1n sensul cd acesta a lovit chiar in ceea ce acestia credeau si considerau a fi baza lor,
fundamentul lor — matematica — ruinand speranta posibilitdtii predictiei Tn Naturd. Aceasta
teoremd a lui Godel Impreunad cu alte descoperiri privind anumite limite fundamentale in ceea
ce privegte abilitatea noastrd de a utiliza deductia in cadrul ciclului metodologic care
defineste metoda stiintificd a instituit pierderea inocentei oamenilor de stiintd. Intr-adevir,
limitele in ceea ce priveste rezolvarea analiticd a problemei celor trei corpuri, apoi faptul ci
dictionarul care asociazd informatiile fizice cu cele matematice si care astfel permite
obtinerea de predictii fizice, In cele mai multe cazuri nu se poate construi, decat numai in
cazul utilizdrii unui Inteles mult mai limitat al notiunii de predictie, faptul ca partea inductiva
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a ciclului metodologic este mult mai fragild decat se spera, idealizarea ci sistemele fizice se
pot trata ca fapturi izolate din univers, asa de frecvent utilizatd in teorii, nu se poate utiliza
pentru a stabili proprietdti de stabilitate structurald ale acestor teorii a condus la cea de-a
doua metamorfoz3 a stiintei. Aceasta consemneazd tocmai acest lucru: pierderea inocentei
deductivitdtii, pierderea inocentei determinismului, instabilitatea modelelor matematice a
sistemelor inchise, caracterul incomplet al sistemelor formale. [ Andrei, 2004b].

Rezultatul lui Godel a insemnat un egec relativ la incercarea lui Hilbert de a
fundamenta ansamblul matematicilor clasice cu ajutorul teoriei demonstratiei, dezvoltatd in
intregime Intr-un cadru finitist. Concluziile negative care apar din teoria lui Godel precizeaza
limitele sistemelor formale, §i anume [Ladri¢re 1957]:

- un sistem formal nu poate fi niciodatd considerat ca o reprezentare adecvatd a unei teorii
matematice, in sensul cd nu permite sd decidem in mod efectiv validitatea unor enunturi;

- existd o dualitate Intre formal i intuitiv, cdmpul intuitiv nu poate fi niciodatd complet
formalizabil,

- limitarea formalismelor aratd limitarea constructivititii. Ladriere [1957, p.44] explicad
relatia care existd intre formal §i constructiv ardtind cd formalismul este domeniul
constructiei. ,,Gandirea matematici nu poate progresa in descoperirea obiectului sdu decdt
sprijinindu-se pe constructii; numai in formalism [i apare ceea ce ea poate sesiza. Dar acest
obiect depiseste intotdeauna cu mult formele in care el se prezintd. Entitatea matematicd nu
se epuizeazd in manifestdrile ei”.

Anton Dumitriu
Aceastd filozofie a limitdrii sistemelor logico-formale a fost criticatd de Profesorul nostru
Anton Dumitriu intr-o serie de lucridri, dintre care amintim: Solutia paradoxelor logico-
matematice, [1966] si Mecanismul logic al matematicilor, [1968].
Profesorul sustine cia: ,,Aceastd filozofie a limitarii
sistemelor logico-formale se bazeazd pe presupuneri
eronate. Ipoteza fundamentald a acestei filosofii
presupune cd matematica este un sistem formal si numai
atdt, ceea ce este nedemonstrat. Dimpotrivd, toate
esecurile formalismelor (paradoxe, limitari,
imposibilitatea de a demonstra necontradictia formald a
aritmeticii etc.) aratd cd aceastd presupunere nu este
Justificatd. Insdsi notiunea de decidabilitate sau de
demonstrabilitate intr-un sistem formal este luatd ca o
idee in sine, fird a se vedea cd aceasti idee nu este un
predicat, o proprietate a propozitiilor unui sistem.
Demonstratia unei propozitii intr-o teorie este o operatie
si nu o proprietate, care nu se referd numai la propozitia
avutd in vedere, ci la toate propozitiile care servesc la
deducerea acelei propozitii in cadrul sistemului.
Demonstratia are un caracter operational-constructiv si
nu se poate spune despre o propozitie, luatd in mod
Anton Dumitriu (1905-1992) izolat, cd ea are proprietatea de a fi demonstrabilid sau
nu in cadrul unui sistem.
Problema pusid de Gddel si consecintele ei se datoresc tocmai acestui fapt, al unei
interpretdri eronate a teoriilor matematice, natura lor reald constructivistd scdpand
sistemului formal in care ele sunt traduse.
Actul matematic de gandire are doud aspecte sau, cum spune Leibniz, se compune din doud
arte: ars inveniendi si ars demonstrandi. Prin arta de a inventa noi obiecte matematice
procesul gandirii matematice este in continuu progres;, prin arta de a demonstra,
rationamentul echivaleazd rezultatele obtinute cu cele de la care se pleacid si le face
necesare.” (op cit. p. 231).
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Teorema lui Godel, si In special acest rezultat privind limitarea sistemelor formale, a
constituit punctul de plecare pentru numeroase studii care s-au concretizat in rezultate
remarcabile, dintre care cele mai importante ni se par a fi:

- Contributiile lui Church in ceea ce priveste problemele de decizie pentru un sistem formal.

- Teoria lui Turing, bazatd pe notiunea de procedeu efectiv i dezvoltarea masinii Turing. Un
procedeu este efectiv dacd permite sd se decidd dacd o proprietate apartine sau nu unui
obiect, adicd dacd se poate construi o magind care poate rezolva automat problema.

Godel, care a fost un Kantian declarat, a facut un mare serviciu comunititii stiintifice
dirijand cu precizie dezvoltirile formale ale fundamentelor matematicii Tnapoi la chestiunea
fundamentald a epistemologiei clasice. Problema realdi nu este aceea a constructiei
edificiilor logice elaborate, ci intelegerea naturii §i a sursei axiomelor pe baza intelegerii
notiunilor primitive. Altfel spus, Godel a schimbat definitiv perspectivele formalizirii, adica
perspectivele asupra asa-ziselor sisteme logico-matematice formalizate. Aceste sisteme nu au
nici o valoare in afard de una istoricd. Ideea lui Hilbert i a gcolii neopozitiviste cd problema
cea mai importantd a fundamentelor matematice este de a construi un limbaj artificial cu
reguli sintactice precise i cd printre aceste limbaje ar exista un /imbaj universal, perfect, care
s-ar putea identifica cu matematicile, este consideratd astdzi un esec.

Odatd cu infringerea, mai mult sau mai putin definitivd, a gcolilor Logiciste si
Formaliste, §i abordarea lui Turing privind reducerea problemelor la chestiuni de programare,
controversa privind fundamentele matematicii a luat sfargit. Lucrérile Iui Turing au introdus
noi concepte ale complexitatii limbajului care au format baza pentru dezvoltirile lui Noam
Chomsky si fundamentele teoriei complexititii. Godel a ardtat cd comportarea sistemelor pur
formale nu poate fi in mod complet descrisd prin logica formald, si aceasta este de fapt
fundamentul complexititii, a nepredictibilititii, elaborat i consolidat de Turing, ilustrdnd
incd odatd bogitia i profunzimile lumii spirituale.

Alan Turing

Fondatorul stiintei  calculatoarelor §i  initiatorul
cercetdrilor in domeniul inteligentei artificiale. Motivat
de rezultatele lui Godel, de a cduta o metodi
algoritmicd pentru a determina dacd sau nu o propozitie
datd (oarecare) este nedecidabilad, cu scopul final de a o
elimina din matematicd, Turing, In 1936, a demonstrat
cd nu poate exista o astfel de metodd universald §i deci
matematica Intotdeauna va contine  propozitii
nedecidabile. Pentru a ilustra aceasta Turing a imaginat
0 magind care posedd proprietitile minimale ale unui
sistem de calcul modern — un program finit, o bazi de
date suficient de mare §i o procedurd de a efectua
operatii matematice pas cu pas — masina Turing.
Utilizand metodele lui Hilbert, Turing a ruinat
sperantele lui Hilbert §i Frege cd toate propozitiile fy
matematice se pot exprima ca un set de axiome §1  Alan Mathison Turing (1912-1954)
teoreme derivate din acestea.

In 1948 Turing a publicat articolul ,,Rounding-off Errors in Matrix Processes” in The
Quarterly Journal of Mechanics and Applied Mathematics, vol. I, pp.287-308, in care
prezintd preocupdrile lui privind rezolvarea sistemelor de ecuatii algebrice liniare [Turing,
1948]. O problemi foarte veche §i aparent banald. Lucrarea este foarte bine cunoscutd in
lumea analistilor calculului numeric, dar aproape necunoscutd logicienilor si celor interesati
de stiinta calculatoarelor. In prima sectiune a acestei lucrari Turing trateazi problema
mdsurii cantititii de muncd depusd pentru realizarea unui calcul numeric”: It is
convenient to have a measure of the amount of work involved in a computing process, even
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though it be a very crude one ... We might, for instance, count the number of additions,
subtractions, multiplications, divisions, recordings of numbers,...”. Sd observim cd Turing
considerd un model de calcul in care numerele reale sunt privite ca entititi, iar operatiile
algebrice, comparatiile, atribuirea de valori etc. sunt considerate ca unititi ale cantititii de
muncd.

Aceasta a fost prima Incercare de a defini o misurd a cantititii de muncd depusi
pentru a rezolva efectiv o problemi. Din punct de vedere matematic era suficient sd se
precizeze un rezultat privind existenta solutiei. Si de fapt aceasta este esenta matematicii.
Rezultatele cele mai tari din matematicd sunt teoremele de existentd §i cele care precizeazd
proprietitile solutiilor anumitor obiecte matematice. Turing ridicd problema efortului de
calcul §i prelungeste astfel analiza intrebandu-se dacd rezultatele matematice privind
rezolvarea unei probleme, de altfel foarte frumoase fiindcd theorema in greaca veche
insemna spectacol, au vre-o valoare efectiva.

3. Fundamentele informaticii

In traditia lui Leibniz, Turing a fost preocupat de calcul s1 mai exact de calculabilitate. Ne
reamintim cd Hilbert gi-a imaginat cd trebuie sd existe ,,0 proceduri mecanicd” pentru a
decide dacd o demonstratic este adevdratd sau nu. Hilbert nu a clarificat niciodati ceea ce
insemna pentru el procedurd mecanicd. Turing a fost acela care a precizat sensul afirmatiei
lui Hilbert: ,,procedurd mecanici inseamnd o masind”, o masind de un anumit tip pe care
acum o numim masina Turing.

Teoria calculabilititii vine din doud mari traditii, care cu foarte mici exceptii s-au
dezvoltat in paralel, de cele mai multe ori ignorandu-se reciproc. Pe de-o parte avem analiza
numericd si calculele stiintifice, §i pe de altd parte avem teoria calculului aga cum apare in
logicd si stiinta calculatoarelor. Ambele aceste traditii utilizeazd notiunea de algoritm.
Exemplul paradigmatic de algoritm, cel mai des invocat in textele de analizd numericd (§i de
programare matematicad), este algoritmul Newton. Pe de altd parte, modelul de calcul prezent
in textele de stiinta calculatoarelor asupra algoritmilor este masina Turing. Curios este faptul
cd metoda Newton nu este discutatd in textele de stiinta calculatoarelor, iar magina Turing
este total ignoratd in cele de analizd numerica.

Dar, ceea ce este esential §i ceea ce caracterizeazi diferentele fundamentale intre
aceste doud traditii sunt: spatiile in care lucreazd fiecare dintre aceste traditii; matematica
utilizati si problemele considerate. In analiza numerica si calculele stiintifice algoritmii sunt
definiti peste corpul numerelor reale sau complexe §i matematica utilizatd este aceea a
continuului. Este foarte interesant de mentionat aici definitia articulatd de Trefethen [SIAM
News, Nov. 1992] ca: ,studiul algoritmilor pentru problemele matematice continue’.
Cuvantul cheie in aceastd definitie este algoritm, aga incat nucleul analizei numerice il
constituie: , proiectarea si analiza algoritmilor pentru rezolvarea problemelor continue”. In
definitia lui Trefethen continuu Inseamna cé variabilele problemei apartin corpului numerelor
reale sau complexe, spre deosebire de cele discrete care constituie domeniul de preocupare a
altor discipline. Pe de altd parte, in teoria calculabilititii si stiinta calculatoarelor
fundamentale sunt 0 si 1, iar matematica este discretd. Problemele de analizd numericd vin
din traditia clasicd a rezolvdrii ecuatiilor §i din calculul diferential. Cele ale stiintei
calculatoarelor au mai mult o origine combinatoriald. Este important si notdm ci teoria
computabilititii §i teoria complexititii din stiinta calculatoarelor in general nu este adecvati
pentru analiza problemelor care sunt proprii analizei numerice §i calcului stiintific. Totusi,
remarcdm imediat faptul cd analiza numericé in afard de reprezentarea in virguld mobild §i
analiza erorilor nu a generat o teorie a complexititii comparabild cu cea proprie stiintei
calculatoarelor. Problemele de computabilitate si cele de complexitate constituie
Jundamentele informaticii, ca disciplind privind coborarea in computational a conceptelor
matematicii, in care aceste probleme isi gisesc locul.
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3.1. Problema complexititii computationale

Teoria complexititii computationale se concentreazd asupra intelegerii puterii calculului in
sensul de a preciza semnificatia intrebirii ,,de ce anumite probleme apar a fi mai dificil de
rezolvat decat altele” ? Desi in ultimul timp s-au inregistrat progrese semnificative in acest
domeniu, multe probleme fiind deja plasate in anumite clase de complexitate, totusi foarte
multe aspecte fundamentale ale complexititii computationale riman nerezolvate.

Calculul se poate gindi ca o operatie care determind o iesire corespunzitoare unei
intrdri date. Deci o problemd computationali este specificatd ca o relatie Intre intréri si iegiri.
Un algoritm care rezolvd problema considerd o intrare acceptabild, numitd instantiere, $i
calculeazi o iegire care satisface relatia intrare-iesire. Un caz special, important, de problema
computationald este o problemd de decizie, in care pentru fiecare intrare iesirea este
restrictionatd numai la doud a valori ,,yes” si ,,no”. Un alt tip de problema computationali,
foarte important, este problema de optimizare, in care este vorba de a efectua un calcul cu
scopul de a minimiza sau maximiza un anumit criteriu.

Pentru precizarea calculului s-au propus trei modele computationale, adicd trei
modele matematice ale unui calculator: masina Turing, masina flow-chart logicd (logical
circuit machine) si masina cu acces aleatoriu (random access machine — RAM). Desi intre
aceste masini sunt diferente, acestea nu sunt de substantd, lucrul cu ele tinind mai mult de o
convenientd §i traditie.

Este foarte clar cd motivatia logicienilor de a dezvolta o teorie a computabilititii prin
anii 1930 nu avea nimic de-a face cu calculatoarele. Acele figuri ilustre ca Hilbert, Godel,
Turing si altii erau interesati de ,,ce inseamnd ci o problemd este decidabild”. $i aceasta a
fost motivatd de problema a 10-a din lista lui Hilbert, pusd de el in 1900 [Hilbert, 1900].

Problema a 10-a a lui Hilbert.
Fie X ={f 0Z[x,...x].» ¢ sis={fOx08 z" & 4¢.

Este Sdecidabild ? Adicd, datd o ecuatie diofanticd, se poate decide printr-
un numdr finit de operatii dacd ea are sau nu o solutie Intreagd ? (De fapt,
Hilbert a fost mai categoric cerind si se elaboreze o procedurd de
determinare efectivd a solutiei.)

(Vezi, de exemplu, lucrarea ,,Probleme fundamentale”, [Andrei, 2005] unde se prezinti
cateva detalii asupra celor 23 de probleme ale lui Hilbert cét si asupra celor 18 probleme ale
lui Smale.) Formalizarea notiunii de decidabilitate, datd de logicieni, a avut consecinte
profunde in dezvoltarea teoriei computabilititii si a stiintei calculatoarelor. Vom da o
definitie.

Definitie. O multime S (S0 X) este decidabild dacd functia ei caracteristicd X care ia

valoarea I pe S si 0 pe X —S, este calculabild in timp finit pe o masindi.

Noutatea aici este faptul cd decidabilitatea se defineste in functie de o masind. O astfel de
masind 0-1 se numeste procedurd de decizie pentru S. La intrarea X[] X masina rdspunde
la Intrebarea ,,Este X In S ?” cu o iesire cu valoarea 1 dacd YES gi 0 dacd NO. In acest

context X =3, multimea sirurilor nemdrginite definite pe multimea finita . % este
numdrabild.

Aparent s-au propus multe masini, dar surpriza a fost cd toate dau exact aceeasi clasdi de
functii computabile. Astfel, clasa transformérilor intrare-iegire a maginilor Turing sunt exact
functiile computabile aga cum sunt derivate din sistemele de productie ale lui Post, sau din
maginile flow-chart, sau maginile cu acces aleatoriu sau descrierea axiomaticd a functiilor
recursive etc. Aceasta a generat credinta, cunoscutd ca ipoteza I[ui Church, cd functiile
calculabile formeazi o clasd naturald si cd orice notiune informald de procedurd sau algoritm
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se poate realiza pe oricare dintre aceste magini. Urmditoarea teoremd precizeazd puterea
modelelor computationale de mai sus.

Teorema 1. Urmdtoarele clase de probleme sunt identice:

a) Clasa problemelor computationale rezolvabile pe o masinda Turing.

b) Clasa problemelor computationale rezolvabile pe o masind cu acces aleatoriu.

¢) Clasa problemelor computationale rezolvabile pe o familie de circuite logice care se pot
genera pe masini Turing.

Teorema urmitoare, care intr-un anumit sens este complementara teoremei 1 de mai sus, este
o consecintd directd a faptului ci existd un numar nenumadrabil de problema computationale,
dar numai un numér numérabil de masini Turing.

Teorema 2. Nu toate problemele de decizie sunt rezolvabile pe o masini Turing.

In 1970 Yuri Matijasevich a dat un raspuns negativ pentru problema a 10-a a
lui Hilbert ardtand cd functia caracteristicd asociatd Xg nu este calculabild

Turing si deci prin ipoteza lui Church nu existd nici o procedurd pentru a
decide rezolvabilitatea in numere intregi a ecuatiilor diofantice.

Intelegerea acestei limitari intrinseci a puterii calculelor vine direct dintr-un rezultat de
logicd matematica. In particular, teorema de incompletitudine a lui Godel [1931] contine
primul tip de rezultate de nedecidabilitate §i furnizeazd multe idei esentiale care au fost mai
tarziu utilizate de Church, Post §i Turing in fundamentarea naturii calculului.

O preocupare constantd a logicienilor a fost aceea a clasificdrii problemelor ca
probleme decidabile sau nedecidabile. Un efort considerabil a fost dedicat studiului
ierarhizirii problemelor nedecidabile. Problemele decidabile, in particular cele finite, au fost
de un interes mai mic. Totusgi, prin anii 1960, -70 computeristii au observat cd nu toate
problemele decidabile sunt la fel, si cd sunt unele care pun probleme cand se incearcd
determinarea unei solutii admisibile.

Exemplu. Problema satisfiabilititii (SAT)

X :{f | f:2) - Zz} este multimea functiilor Booleene §i

s={foxo@ z.1¢ ¢.

Se presupune cd X este scufundat in {O,]} utilizand o procedurd de codificare naturala.

Este foarte clar c# testarea sistematici a tuturor celor 2" argumente pentru o functie
Booleand f constituie o procedurd de decizie pentru S. Aceastd procedurd, in cel mai prost
caz, considerd un numdir exponential de operatii. Nu se cunoaste dacd SAT este tratabili,
adicd daci existd o procedurd de decizie in timp polinomial pentru S,

Definitie. Problema de decizie (X,S) este in clasa P daca functia caracteristici X este
calculabild in timp polinomial, adicd calculabild de o masind Turing polinomiald in timp. O
masind Turing polinomialii in timp este una care se opreste in C(Size X)k operatii pentru o
constantii C fixd, K= 0 si toate intrdrile X X. Prin Size X intelegem lungimea secventei

X, adicd lungimea in biti dacd 2 :{0,]} .
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Prin calculabilitatea unei functii f intelegem definirea unui algoritm care obtine o iesire
y = f(X) pentru o intrare X. Prin verificabilitatea unei functii f intelegem determinarea

predicatului R(X, Y) care se presupune ci primeste valoarca TRUE dacd §i numai dacd

f(x)=y.

In anii 1970 Steve Cook s1 Leonid Levin independent au formulat un raspuns
la problema tratabilitatii lui SAT prin articularea chestiunii: P = NP ?

O problemi de decizie (X,S)class NP daci pentru fiecare X[JS existd o verificare in
timp polinomial a acestui fapt. Notdim cd SAT [JNP. Dacd o functie Booleand f IS,

atunci existd un punct £ JZ, care permite o verificare in timp polinomial a faptului c#

calculul lui f fin argumentul & =[&,,...&,] produce valoarea 0 pentru f. Daci fUS,

atunci nu existd nici un astfel de punct care sd permitd aceasta verificare.

Importanta chestiunii P =NP ? a devenit clard cand Karp [1972] a aritat cd
tratabilitatea fiecdrei probleme dintr-o multime de 21 de probleme, aparent nelegate intre ele,
este echivalentd cu tratabilitatea lui SAT. De atunci pentru foarte multe probleme s-a putut
demonstra echivalenta cu SAT.

Asa cum problema decidabilititii a influentat teoria computabilititii §i stiinta
calculatoarelor, tot asa chestiunea P = NP ? a avut consecinte profunde. Aceasta este una
din problemele faimoase nerezolvate atit in stiinta calculatoarelor cat §i in matematicd.
Dihotomia dintre clasele P si NP a constituit fundamentul unor aplicatii foarte importante
ale teoriei complexititii, cum ar fi criptografia §i securitatea transmisiei datelor.

Observiam ci traditia datd de magina Turing si deci acest model de calcul a condus la
o teorie a computabilititii si a complexititii foarte dezvoltatd §i foarte bogatd in rezultate, cu
aplicatii directe in calcul. De fapt magina Turing a creat noi sperante pentru a intelege cat de
dificile sunt problemele clasice (rezolvate prin algoritmul Newton).

Totugi, desi modelul computational dat de magina Turing a introdus principalele
concepte cu care se lucreazd in teoria complexititii algoritmilor, si deci a informaticii, s-a
observat cid acest model are anumite limite. Aceasta a determinat introducerea de citre
Lenore Blum, Michael Shub si Stephen Smale, intr-o serie de lucridri, a unui nou model
computational bazat pe o teorie a complexititii §i a calculabilititii peste inele sau cAmpuri

arbitrare R. Daca R=2, = ({ O,]} , D], atunci modelul recupereazi teoria clasici a stiintei

calculatoarelor (a calculabilitatii §i a complexitatii). Dacd R este chiar cdmpul numerelor
reale, atunci algoritmul Newton, cum am mai spus algoritmul paradigmatic al analizei
numerice, se incadreazi intr-o manieri foarte naturald in noul model de calcul.

3.1.1. Motivatii pentru un nou model computational

Principalele motivatii care au condus la introducerea unui nou model computational se
bazeazd pe Incercarea de reconciliere a celor doui traditii de care vorbeam mai sus. Faptul ca
rezultatele din analiza numericd, foarte bogate de altfel, nu sunt de loc utilizate in teoria
computabilititii §i a stiintei calculatoarelor a constituit o surprizd. Depdsirea limitelor
masinii Turing, introducerea conceptelor proprii analizei numerice in teoria computabilitditii
si a complexitatii calculului au constituit principalele motive de dezvoltare a unui nou model
computational. Acesta se fundamenteazd pe chestiunea decidabilititii pe multimi continue
(nenumdrabile) si pe rezultatele de analizd numericd (efort de calcul, erori etc.).

a) Decidabilitate pe multimi continue
Clasic, decidabilitatea este definitd numai pentru multimi numdrabile. Dar, in 1986 Benoit
Mandelbrot, motivat de studiul dinamicii sistemelor neliniare a introdus o multime
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extraordinar de complexd, multimea Mandelbrot. In acest sens meritd si introducem aceasti

multime [Joyce, 2003].

Multimea Julia pentru functia f'(z) = z° —0.75.

Multimea Mandelbrot pentru functia

fo)=z" - u.

Sa considerdm o functie f:C — R, unde C
este plnul complex, precum gi un punct initial
z,. Definim iteratele functiei f ca sirul

zy,2, = f(24),2, = f(2,),...Evident ca
acest gir poate fi mirginit sau nemirginit.
Multimea punctelor initiale a céror iterate
raman mirginite se numeste mulfimea Julia
asociati functiei f.

Ca exemplu s3 consideram  functia
f(z)=z" —0.75. Figura aliturata aratd
multimea  Julia din  planul  complex
z=x+iy,unde —1.5<x,y <1.5. Zona
neagrd a planului contine acele puncte
Z, pentru care iteratele rAman marginite. in

zona mai deschisi iteratele tind mai mult sau
mai putin rapid la infinit. Observim c&
multimea Julia pentru o functie foarte simpla
ca cea considerati aici este foarte complexa.

Sa considerim acum o familie de functii
parametrizate de un parametru . Desi se pot
considera orice fel de functii, totusi cea mai
studiatd familie este aceea a functiilor
polinomiale pitratice: f(z) =z 2 - M, unde
M este un parametru complex. Cand U
variaz, atunci vom avea mai multe multimi
Julia in planul complex. Unele dintre acestea
vor fi conexe, altele vor fi disjuncte, asa incat
acest caracter al multimilor Julia va partitiona
planul complex al parametrului i/ in doud

parti. Acele valori ale lui { pentru care

multimile Julia sunt conexe se numeste
multimea Mandelbrot in planul parametrului.
in figura aliturats se arati multimea
Mandelbrot pentru functia de mai sus, unde
—1<sx<2 si -1.5<y<IL5 in planul
parametrului, (zona neagrd). Se observa
complexitatea acestei multimi, chiar daci ea
este, In esentd, foarte simplu de definit. Cea
mai mare parte a multimii Mandelbrot este o
cardioida.

Observim ci pe ea sunt plasate un numar infinit de cercuri, fiecare dintre acestea avand la randul lor
alte cercuri, §i aceasta ad infinitum. La o privire mai atentd vedem ci pe aceste cercuri sunt plasate alte
cardioide care la rdndul lor au cercuri, §i aceasta intr-o varietate nesfargitd de dimensiuni din ce in ce

mai mici.

Degi regula de definitie a acestei multimi este foarte simpld, ca multimea tuturor

parametrilor tJC , astfel incat orbita lui 0 a transformirii patratice f(z) =z —u ramane

mdrginitd, totugi intrinsec multimea se prezintd ca o varietate fard sfargit de structuri foarte
claborate. Multimea Mandelbrot este nenumdrabild. Deci, in formalismul clasic dat de
modelul computational Turing, multimea Mandelbrot nu este decidabild. Altfel spus, nu
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existd un algoritm general de a decide dacd un element (sau punct) apartine sau nu multimii.
Roger Penrose [1989] se intreabd: ,,Could this be an example of a non-recursive [i.e.
undecidable] set, truly exhibited before our mortal eyes ?? 7 Ca atare, modelul computational
trebuie rafinat pentru a cuprinde cazul multimilor nenumaérabile.

Un alt aspect care trebuie considerat aici este ceea ce s-ar putea numi ,,modelul
numerelor rationale”. Acesta nu este incd formalizat, dar se poate justifica prin faptul ci
maginile de calcul sunt finite, apoi numerele reale sunt aproximate (finit) prin numere
rationale, si deci problemele sunt definite peste corpul fractiilor rationale. Totusi, utilizand
acest model In teoria complexititii, repede intrdim in dificultiti. De obicei computeristii
misoard complexitatea ca o functie de marimea intrdrii, exprimatd in biti. Dar, ceea ce este
foarte important, mici perturbatii in datele de intrare pot cauza diferente foarte mari in
mirimea intririi. De exemplu, o micd perturbatie a lui 1 la 1+1/2" determind o crestere a
marimii intrdrii de la 1 la n+1. Astfel, un algoritm care este polinomial in timp conform
definitiei care utilizeazd modelul numerelor rationale nu este de loc invariant la micile
perturbatii ale intririi. Dacd problema este bine conditionatd (vom defini mai jos
conditionarea), atunci acest model de computabilitate nu poate fi acceptat.

Un alt exemplu, care este intalnit peste tot in matematici, este dat de

Problema Hilbert Nullstellensatz peste R (HN)

,»Dat un sistem de ecuatii polinomiale peste un inel R:

f(X,-.., %) =0,

fn(X,.., %) =0,
existd un £ OR", astfel incat f,(£) =0,..., () =0 ?”
Acecastd problemd de decizie peste R o numim HNg. Daci Reste Z,, Z sau corpul
numerelor rationale Q, atunci HNj se incadreazi in formalismul lui Turing care utilizeazi
codificarea pe biti a intregilor §i a numerelor rationale. Problema de decizie peste Z, este

problema SAT care este decidabila, dar care nu se cunoaste a fi in P . Peste Z aceasta este
problema a 10-a a lui Hilbert, care este nedecidabilad. Peste corpul Q nu se cunoaste dacd
problema este decidabild sau nedecidabild. Acum, dacd R este corpul numerelor reale sau
complexe, atunci HN nu se incadreazi in mod natural in formalismul Turing.

Aceastd problemd de decizie care utilizeazd operatiile aritmetice §i comparatii cu
numere complexe furnizeazd o cale de a intra in aminuntele definirii unui nou model
computational. Intr-adevir, in loc de a utiliza mirimea problemei in functie de codificarea
problemei in biti, Blum, Shub §i Smale [1989] propun un model computational care
calculeazd peste un inel (sau un corp) utilizdnd operatiile de bazi ale inelului (sau corpului)
respectiv impreund cu comparatiile pe elementele acestei structuri algebrice de inel (sau
corp).

Toate aceste exemple, pe care le-am prezentat mai sus, furnizeazd o motivatie foarte
serioasd pentru a schimba modelul computational clasic al lui Turing.

b) Algoritmi de analizi numerici

O altd motivatie pentru adoptarea unui nou model computational vine direct din traditia dati
de analiza numericd. Rezolvarea oricdrei probleme de algebrd liniard implicd trei
componente importante: dezvoltarea si analiza algoritmilor numerici, analiza perturbatiilor

® Roger Penrose, Mintea noastrd cea de toate zilele. Despre gandire, fizici si calculatoare, Editura
Tehnica, Bucuresti, 1996, pg. 140. Traducere de Cornelia C. Rusu si Mircea V. Rusu a lucririi lui
Roger Penrose: The Emperor’s New Mind: Concerning Computers, Minds, and The Laws of Physics,
Oxford University Press, 1989.



18 ¢ Neculai Andrei - Scrieri Matematice 1 ¢

si implementarea algoritmilor in programe de calcul. In general, pentru a obtine un raspuns
de inaltd acuratete si de Incredere trebuie sd ne asigurdm ci: problema este bine conditionatd,
algoritmul este numeric stabil in precizia finitd a calculatoarelor $i algoritmul este bine
implementat intr-un software de calitate.

O problemd este bine conditionatd daci mici schimbdri in datele de intrare ale
acesteia, altfel spus mici variatii in parametrii problemei, produc numai mici schimbari in
solutia ei. Dacd variatii mici ale datelor de intrare au tendinta de a produce mari variatii n
solutie, atunci problema este prost conditionatd. Un algoritm este numeric stabil dacd nu
introduce o sensibilitate mai mare la perturbatii decat cea proprie problemei. Pentru multi
algoritmi de algebra liniard se poate ardta stabilitatea inapoi, adicd se poate arita cd solutia
calculatd este langd solutia exactd a unei probleme care provine dintr-o ugoard perturbatie a
problemei originale. Solutia problemei ugor perturbate se afld ldngd solutia problemei
originale dacd problema este bine conditionatd. Aceasta este legétura dintre bine conditionare
§1 stabilitatea numericd a unui algoritm. Acum, pentru un algoritm stabil numeric nu ne
putem agtepta sd rezolve o problemd prost conditionatd cu o acuratete mai mare decét cea
garantatd de datele (parametrii) problemei, dar un algoritm instabil numeric poate furniza o
solutie catastrofald chiar pentru probleme bine conditionate. Un software de calitate tine
seama de toate aceste dezvoltiri teoretice implicand in plus artd §i imaginatie.

Aga dupd cum am spus mai sus, Turing a fost preocupat de a defini o méisurd a
cantititii de munc# depusd pentru a rezolva efectiv o problemad utilizand numerele reale ca
entitdti bine definite, iar operatiile algebrice §i comparatiile cu aceste numere ca unititi a
cantitdtii de muncd necesard rezolvirii unei probleme. Algoritmul fundamental de analizi
numerici este algoritmul Newton pentru rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice neliniare
in corpul numerelor reale sau complexe f(z) =0:

Masina Newton

1. | Initializare: Z, € >0 suficient de mic
2. | Calcul: Se calculeazi f(2)
3. | Test de oprire a iteratiilor, Daci | f( Z)|2 > £, atunci se continui
Branch: cu pasul 4, altfel se executd pasul 5.
4. | Shift: z-z-1(20/f'(2
§i se continud cu pasul 2
5. | Iegire: Z =17

Observam cd aceastd masind a lui Newton se prezintd ca un graf orientat cu cinci noduri.
Motivatia acestui algoritm vine direct din rezultatul clasic al lui Evariste Galois (1811-1832)
care zice ci pentru polinoame de grad N=5 radicinile nu se pot calcula prin formule
inchise care utilizeazd intregi si operatiile algebrice: +,—, [}, exponentiere si extragere de
radicali de la ordinul doi la ordinul N. Ca atare suntem nevoiti a utiliza metode iterative
pentru rezolvarea problemelor. Principiul fundamental in constructia algoritmilor de analizd
numericd este de a exprima formulele de actualizare a diverselor variabile sau parametri sub
forma:
Valoarea noui = valoarea veche + o mica corectie,

unde corectia este calculatd cu mare acuratete. Dar, se vede imediat cd trecerea la operatii pe
biti distruge complet structura naturald a acestui algoritm.

3.1.2. Masini peste inele sau corpuri
Toate aceste aspecte prezentate mai sus argumenteazd introducereca unui nou model
computational prin definirea unei magini peste un inel sau un corp.
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Ideea este de a introduce o magind inzestratd cu o serie de concepte proprii analizei numerice
care s ne permitd sd combindm cele doud traditii, adicd instrumentele §i rezultatele din
teoria computabilitétii §i stiinta calculatoarelor cu instrumentele §i rezultatele proprii analizei
numerice cu scopul de a intelege natura §i complexitatea calculelor.

Presupunem cd Reste un inel comutativ sau un corp (ordonat) cu unitate. Atunci o masind
M peste R are urmitoarele proprietiti [Blum, 2001]:

Magina M are un spatiu de intrare si un spatiu de iesire, ambele R (reuniunea disjuncts a

lui R", pentru n=0, adici R” = U R". La nivelul superior magina M este similard unei

n=0
magini Turing. Adicd M are o bandd infinitd la ambele capete impirtitd in celule si un cap
de citire-scriere care poate accesa in acelasi timp un numir de Ky, celule contigue. Structura

internd a lui M este aceea a unui program, adicd un graf orientat cu cinci tipuri de noduri,
fiecare dintre acestea cu propria lui operatie si saltul la nodul urmétor:

- Operatia @ asociatd cu nodul de intrare | ia elementele X=(X,...,X.) din
spatiul de intrare si pune fiecare X, (i =1,...,K) in celule succesive pe bands,

incepand cu cea din stinga. Nodul | are un unic nod urmitor i’ #1.
- Fiecare nod computational p are asociat o transformare polinomiald sau rationald

g,:R" - R" cu n,m<k,. Date clementele X,...,%,in primele Ncelule ale

lui M, atunci operatia asociati g, pune gnj (X,.--,X%,) incelulaa j—a a lui
M, j =1,...,m Nodul computational 1] are un unic nod urmitor "

- Fiecare nod de branch & are asociati operatia identitate. Acest nod are dou#
noduri urmitoare: & si &g, in functie de elementul X, plasat cel mai la stinga
din punctul de vedere al masinii M . Dacd X, =0 (X =0 daci Reste ordonat),
atunci §' =& . Dacd x 20 (X <0), atunci §' =¢|.

- Fiecare nod de shift (deplasare) 0 are asociatd operatia identitate §i acest nod are

un unic nod urmitor 0'. Nodul de shift 0, deplaseazi banda cu o celuld la

dreapta. Asemdndtor, O deplaseazi banda cu o celulid la stanga.

Operatia @, asociatd nodului de iesire N goleste continutul benzii in R™. Nodul

N nu are nici un nod urmitor.

Observam cid intern magina M este de fapt o masind Newton. Functiile calculabile
peste R sunt transformdri intrare-iesire ®,, ale maginii M peste R. Astfel, pentru XOJR",
®,, (X) este definit dacd nodul de iesire N este accesibil prin programul lui M cénd aceasta

are la intrare elementul X. In acest caz ®,, (X) este iesirea Y R".

Desi la orice moment de timp magina poate accesa un numdr finit de celule, nodurile
de shift permite masinii si citeascd si sd opereze pe intriri din R" pentru toti N, astfel incat
pe magina M se pot modela algoritmi care sunt uniform definiti pe spatiul intrdrii, de orice
dimensiune.

Observam imediat ci daca R este Z,, atunci ne plasim in teoria clasicd a
computabilitdtii §i a complexitdtii. De asemenea, vedem cd masina Newton este in mod
natural implementata pe o masina peste R.

Cu acestea sid vedem problema decidabilititii peste corpul real sau complex.
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Definitie. O problemd peste R este o pereche (X, X ), unde X U XJ R”. X consta

din instantierile problemei, iar XYS din instantierile yes.

De exemplu pentru problema HN (Hilbert’s Nullstellensatz) multimile de mai sus sunt:

X={f=(f,...f,): f ORX,....x], mr> G,
X ={ fOX 08 R, £({y.d5) Gi 1.1}

Sistemele finite de polinoame peste R se pot codifica sub forma
de elemente ale lui R”, deci X este un subspatiu al lui R”.

Definitie. O problemi peste R, (X, Xyes), este decidabili daca functia caracteristicd a lui

X in X este calculabilii peste R.

yes

Deci , in acest cadru putem formula probleme peste corpul real sau complex si ne putem
pune problema decidabilititii. Utilizand, de exemplu, metoda lui Grete Hermann [1926]

problema HNgse poate usor converti la una de decizie peste corpul numerelor complexe C
si deci HN este decidabild peste C. Analog, utilizand teoria elimindrii a lui Seidenberg

[1954], se aratd cd problema HNyeste decidabila peste corpul numerelor reale R.
In acest moment putem da un raspuns formal la problema lui Penrose privind

multimea Mandelbrot M. Acum X = R?, iar X s €ste chiar multimea Mandelbrot M.

Teorem: (Blum, Smale [1993]) Multimea Mandelbrot M este nedecidabild peste R.

Utilizand masina M peste Rse pot defini clasele de complexitate P, si NP; peste R, in
traditia clasicd, §i evident se poate introduce masina polinomiald in timp, precum si
principiul de transfer. Blum, Shub si Smale [1989] demonstreazi urmétoarea

Teoremid. P, = NP;, = HN,UPB, pentru R=2Z,, corpul numerelor reale sau complexe,
sau orice camp ordonat sau neordonat.

Deci HNgeste o problemd NP — completd universala. Cunoastem cda HNg L EXP; pentru
R corpul real sau complex. Adicd existd algoritmi exponentiali in timp care decid
solvabilitatea sistemelor polinomiale peste corpul real sau complex [Renegar, 1991, 1992],
dar nu se cunosc algoritmi polinomiali in timp. Ca atare, pe langd chestiunea clasica
P=NP?, apar si urmitoarele doud: P, =NP;? si P. = NP.? Intelegerea complexititii

problemei Hilbert Nullstellensatz joacd un rol central in teoria complexititii peste R.

3.1.3. Conditionare si teoria complexititii
Conditionarea unei instantieri a unei probleme misoard cum micile perturbatii ale intrarii
altereazd iegirea. Acest concept furnizeazd o legdturd importantd intre cele doud traditii:
analiza numerica si calculele stiintifice pe de-o parte §i teoria calculului asa cum apare in
logici si stiinta calculatoarelor pe de altd parte.

Dacd avem o problemd ¢ care la intrarea X furnizeazd iesirea @(X), iar la intrarea
susor” perturbatd X+AX are iesirea @(X+AX), atunci, intr-o normd corespunzitoare,
raportul
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[ x+ %) - ()]
||

b

sau raportul relativ
[#(x+8%9 -9 (x)] X
leGaf x|

reprezinti conditionarea unei instantieri a lui ¢ . Dacid acest cAt este mare, atunci

instantierea este prost conditionatd, ceea ce implicd mai multe resurse de calcul pentru a
obtine o solutie de acuratete §i deci pentru a reduce erorile.

a) Conditionarea sistemelor liniare.
Facem observatia cd pe calculatoarele actuale toate calculele sunt executate intr-o

submultime F [J R gi nu in toatd multimea numerelor reale R. O proprietate caracteristici a
aritmeticii in virguld mobild este existenta unui numir O0<uU <1, ,unitatea erorii de
rotunjire”, si a unei functii 1 : R - F, ,functia de rotunjire”, astfel incat pentru toti XU R,
|r (x)— X| < u|x|. Operatiile aritmetice din R sunt deci inlocuite cu versiunea lor ,,rotunjitd”

din F. De exemplu, inmultirea lui XOF si yOF este r(xy)UJF.

In timpul calculelor aceste erori se acumuleazi si rezultatul final poate fi foarte
departe de ceea ce ar trebui sd fie. Ca atare, o primd griji In ceea ce priveste proiectarea
algoritmilor este de a minimiza aceste erori. In privinta erorilor algoritmii sunt analizati $i
comparati la fel cum sunt comparati din punctul de vedere al timpului de calcul. De altfel,
aceastd practicd era cunoscutd incd de pe timpul lui Gauss [ Theoria Motus] (vezi [Goldstine,
1977] in studiul sdu asupra istoriei analizei numerice).

Pentru a studia cum erorile se acumuleazd in timpul calculelor executate de un
algoritm oarecare este foarte convenabil sd considerdim o situatie ceva mai simpld, anume

aceea in care erorile apar numai in datele de intrare . Adicd o intrare a=(a,,...,a,) JR"
este rotunjitd la r(a) =(r(a,),...,r(a,)) OF" si apoi algoritmul este executat cu precizie
infinitd utilizand intrarea r(a).

Fiindcd rezolvarea sistemelor de ecuatii algebrice liniare este o problema
fundamentali, si vedem cum lucreazi aceste concepte in acest caz. Fie deci sistemul AX =D

unde A este 0 matrice inversabild din R™ ¢i b R". Dorim si vedem cum solufia X a
acestui sistem este afectatii de perturbatii in datele de intrare (A,D). von Neumann si
Goldstine [1947] si Turing [1948] au aritat cd in acest studiu conceptul cheie este

k(A =|AA7],

unde ||A” e ||A(X)|| iar || || este norma Euclidian in R". Turing a numit K (A) numdrul
X

de conditionare al matricei A Principalul rezultat pentru K (A) este ci

|64 e kA %Wﬂ |ab]c
dacd K(A)~——:= <1, atunci <
z R EEA R E

Observim ci factorul

_ KA

N
T
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tinde la K(A) cand ”AA” — 0. In plus vedem ci K(A) este atins in sensul ¢ nici un numar
mai mic nu va satisface inegalitatea de mai sus pentru orice A si b. Deci, K(A) mdasoari
cat de mult eroarea relativi in datele de intrare este amplificatd in solutie i log” (k(A))

misoard pierderea acurate,tei6. Astfel, log” (kK (A)) furnizeazi o margine inferioard a celei
mai defavorabile situatii de pierdere a acuratetei in rezolvarea sistemului.

Aceastd notiune de numar de conditionare, introdusd de Turing, care s-a inspirat din
conceptul de derivatd a lui Newton si Leibniz, leagd cele doud traditii de care vorbeam mai

. ~ . . . o - + . -
sus mai ales cand ne referim la complexitate. Mentionim ci l0g” (K (A)) reprezintd un
parametru intrinsec, care inlocuieste mdrimea oarecum arbitrard a unei instantieri a
problemei ca lungimea in biti a intrérii, In care spatiile in care acesta lucreazd sunt cel real

R" sau complex C". De aceea un aspect important in teoria complexititii il constituie
formularea si intelegerea conditiondrii.

Numarul de conditionare al unei matrice apare practic in toate analizele erorilor de
rotunjire din analiza numericd §i are un rol determinant in conditionarea problemelor de
programare liniard [Higham, 1996]. Cand Anu este inversabild numdirul ei de conditionare
nu este definit. Totugi, putem extinde definitia lui admitind K(A)=o0 cand A este
singulard. Matricele cu K(A) mic se numesc matrice bine conditionate, cele cu K(A) mare
se numesc prost conditionate, iar cele pentru care K (A) = 0 prost puse.

Se poate demonstra cd multimea 2 a matricelor prost puse are misura Lebesgue

2
nuli in spatiul R" . Distanta unei matrice A la aceasti multime este intim legati de K(A).
Urmatorul rezultat, foarte important, este cunoscut ca:

Teorema numdirului de conditionare [Eckart i Young, 1936]:
Pentru orice matrice reald NX N —dimensionald A are loc

e A
d- (AZ)’

2
- - . ~ n= ~ .
unde O masoara distanta in R in raport cu norma Frobenius

1A =3 a.

b) Numiirul de conditionare in programare liniara.

Un al doi-lea exemplu care ilustreazi foarte bine legdtura dintre conditionare §i complexitate
este dat de programarea liniard. Mentiondm imediat cd programarea liniard este o extensie
foarte naturald a sistemelor de ecuatii algebrice liniare. La randul ei programarea liniard se
extinde la programarea semi-definitd §i conicd, care realizeazd o unificare intre teoria §i
metodele de optimizare §i metodele de calcul din teoria sistemelor dinamice. De aceea
clarificarea semnificatiei legiturii dintre conditionarea unei probleme de programare liniard
si complexitatea ei reprezintd un rezultat major.

O problemi de programare liniari este definiti de tripletul (A,b,c), unde AOR™",
bOR™ si CcOR" definite peste corpul numerelor reale, care constd in:
max{ c'x: AX<Dh, XZ(} . Traditional, analiza complexititii celei mai defavorabile situatii
pentru rezolvarea problemelor de programare liniard s-a definit in termenii elementelor n, m

si L, unde L este cunoscut ca ,lungimea in biti” a datelor care definesc problema (lungimea

¢ log” (x) =log(x) daca x =1, atfel log"(x) =0.
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intrdrii), care de obicei este numirul de biti necesari pentru a specifica problema de
programare liniard. Pentru datele de intrate (A b,C) intregi, L se defineste proportional cu:

log( cea mai mare valoare absolutd a determinatului oricdrei submatrice din A)

+log(|c|,) +log(|b],) +log(n +d).
Deci, In contextul maginii Turing, complexitatea problemei de programare liniard se
defineste in functie de acest L. Pentru programarea liniard principalele abordiri care au
condus la algoritmi au urmatoarele caracteristici:

a) Algoritmul simplex al lui Dantzig (1914-2005):

- are o buni performantd computationali practics,

- complexitate exponentiald (in N si M), doveditd de exemplul lui Klee si Minty [1972].
b) Algoritmul elipsoidului al lui Khachiyan (1952-2005):

- numdrul de iteratii: O(n2 L),

- complexitatea computationali: O(I’]4 L),

- performante computationale proaste.
¢) Algoritmul de scalare proiectivi al lui Karmarkar:

- numirul de iteratii: O(NL),

- complexitatea computationala: O(n*°L),

- performante practice mult mai bune decat complexitatea teoreticd demonstratd. (KORBX)
d) Algoritmi de punct interior:

- numarul de iteratii: O(\/ﬁ L),

- complexitatea computationali: O(I’]3 L) . ([Anstreicher [1999]: O(I’ISL /log(n)) D,
- performante practice foarte bune obtinute cu pachete profesionale: CPLEX, LOQO, PCx etc.

Deci, in cea mai defavorabild situatie, intr-o aritmeticd exactd (adica peste corpul numerelor
reale), algoritmul simplex executd un numdr exponential (in N §i M) de iteratii. Pentru
(A/b,C) numere rationale, in modelul pe biti, algoritmul simplex este de asemenea
exponential in functie de lungimea intririi.

Pentru numere rationale, in modelul pe biti, algoritmul elipsoidului este polinomial in functie
de lungimea intrarii. Dar, ca algoritm peste corpul numerelor reale, adicd intr-o aritmetica
exactd, algoritmul elipsoidului nu este finit. Acelasi lucru este valabil pentru orice algoritm
de punct interior.

Aceasta recomandd ca foarte naturald analiza complexititii algoritmilor de
programare liniard, definite peste corpul numerelor reale, in raport cu o mdrime intrinseci a
intrdrii. Pentru aceasta este necesard introducerea unei masuri a conditiondrii unui program
liniar peste corpul numerelor reale. Inspirat de teorema lui Eckart §i Young, pentru problema
(A/b,c) Renegar [1995] defineste numérul de conditionare C(A,b,C) . Mai mult, acesta ia

in considerare acuratetea de calcul a solutiei i precizeazd un algoritm de punct interior a

cirui complexitate este O(N°log(C(A,b,c)/€)) ce poate rezolva problema de programare
liniard cu o acuratete relativi £ sau determind cd problema este infezabild sau nemarginita.
La fel ca 1n cazul sistemelor liniare o problema de programare liniard este prost pusd daca
problema poate fi ficutd atat fezabild cat §i infezabild prin schimbiri arbitrar de mici ale
datelor de intrare (A,b,C).

Pentru problema max{ch: AXSk} Renegar defineste numirul de conditionare
primal Cé(A, b) ca inversa distantei normalizate la problemele prost puse. Distanta

problemei (A,D) la problemele prost puse este distanta la multimea programelor liniare
prost puse in raport cu norma Frobenius. La fel se defineste numdérul de conditionare
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C; (A,c) pentru problema duali. Atunci numirul de conditionare al programului liniar

(Ab,c), C'(ADb,c) se defineste ca maximum dintre Cj(Ab) si Cj(A,C). Cu acestea
putem introduce aceste numere de conditionare ca:
(a) Dacid AX< D este fezabil, atunci:

sup{3: |AA,Ab|, < 8, (A+AR)X < (b+Ab) este fezabil}
(b) Dacid AX <D este infezabil, atunci

|Ab],
sup{3: |AA, Ab|, < &, (A+AR)x < (b+Ab) esteinfezabil}

Co(Ab) =

Se vede ca Cé,(A, b) >1. La fel se definesc numerele de conditionare pentru problema duald

sau pentru celelalte probleme canonice de programare liniard de mai sus.

Este interesant de notat cd numirul de conditionare pentru problemele de analizi
numericd se defineste ca sensibilitatea iegirii la perturbatiile intrdrii §i deseori acesta este in
legiturd directd cu distanta la problemele prost puse. Renegar, inverseazi aceastd schema
prin definirea numirului de conditionare ca distanta la problemele prost puse si apoi
demonstreazd ci acest numir de conditionare furnizeazi margini ale sensibilitétii iegirii la
perturbatii ale intrdrii. Mai tarziu, Cucker ti Pefia [2002] iau in considerare erorile de
rotunjire §i propun un algoritm de punct interior pentru care aratd cd dacd programul liniar
este admisibil, atunci timpul de calcul pentru a obtine o solutie admisibili este de ordinul:

O((m+n)**(log(m+n) +log* C(Ab) +[loge])°).

Vedem imediat cd desi conceptele de numir de conditionare, acuratete de calcul si
erori de rotunjire, care sunt proprii analizei numerice, ne ajutd si facem o legdturd intre
modurile de abordare combinatorial §i continuu pentru analiza §i proiectarea de algoritmi de
programare liniard, totusi chestiunile de complexitate ale acestora rdmdn deschise.

In particular, problema de programare liniard peste corpul numerelor reale este de
clasi Py ? Sau, mai important (§i mai greu) problema de programare liniard este fare
polinomiald. Adicd pentru problema definitd peste corpul numerelor reale existd un algoritm
polinomial in timp peste acest corp care sd fie de asemenea polinomial in timp in raport cu
lungimea intrarii in biti pentru problema cu date de intrare numere rationale ?

3.2. Matematica experimentali
Problema dacd cunoagterea matematicd este a priori sau a posteriori continud sd ocupe o
pozitie centrald in filosofia matematicii. Dezvoltarea calculatoarelor i utilizarea lor din ce in
ce In mai multe domenii ale matematicii pune aceastd intrebare intr-o lumina cu totul noua.
Se pare cd n matematica calculatorul, altfel spus informatica, are doud functii principale:
executd calcule numerice §i descoperd noi domenii de cercetare. De exemplu, studiul
atractorilor, a sistemelor dinamice haotice, a fractalilor sau a anumitor proprietdti ale
numerelor, studiu care se face nemijlocit cu ajutorul calculatorului, pune intr-o pozitie noud
problema experimentului in matematica.

Faptul cd matematica este a priori sau a posteriori depinde daci aceasta se transforma
in mod real intr-o stiintd experimentald sau quasi-experimentald §i dacd ea migreazd de la o
stiintd axiomatic-deductivd la una empiricd. Problema este importantd fiindcd foarte multe
rezultate matematice sunt obtinute pe cale experimentald §i incd nu au o demonstratie
teoreticd in sens aristotelic. De exemplu, Gauss in jurnalul s&u noteazi: ,,am rezultatul, dar
nu cunosc incd cum sd ajung la el*. $i Hadamard, unul dintre cei mai mari matematicieni
care au luat foarte In serios problema cunoasgterii in matematicd, noteazi: ,,obiectul rigorii
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matematice este de a sanctiona si legitimiza realizdrile intuitiei, si niciodatd nu a fost
altceva®. Datoritd experimentelor computationale Tn matematicd se pot obtine informatii care
pot sugera formularea de teoreme i chiar demonstratia lor. Mai mult, experimentele
computationale pot prezenta exemple sau contracxemple pentru o teorie sau ipotezi. Toate
acestea aratd o anumitd similitudine Intre rolul experimentului in matematici si rolul acestuia
in stiintele Naturii. Totusi, existd o mare deosebire intre acestea. Rezultatele experimentelor
in stiintele Naturii indeplinesc un rol esential in faza de justificare a teoriei. Fiecare teorie
stiintificd se confruntd in mod continuu cu rezultatele observirii §i a experimentérii. Nu este
suficient ca o teorie si fie logic consistentd, rezultatele experimentelor sunt acelea care decid
dacd ea este acceptatd sau rejectatd. Aceasta este calea in care teoriile stiintifice sunt
permanent corectate. Spre deosebire de aceasta in matematicd lucrurile stau cu totul §i cu
totul altfel. Dacd se dispune de o demonstratie corectd a unei teoreme, atunci nu existd nici
un experiment (corect initializat) a cdrui rezultat sd fie inconsistent cu tezele sustinute de
teorema respectivi. Mai mult, dacd o teoriec matematici este consistentd, atunci
experimentele matematice In cadrul acestei teorii nu pot produce rezultate inconsistente cu
accasta.

Mentiondm cid existd o mare deosebire Intre matematici si stiintele Naturii in ceea ce
priveste pozitia fatd de experiment. Intr-adevir, cind ceva merge prost in matematics, adic
se identificd un contra-exemplu sau o contradictie, atunci anumite constructii matematice
sunt eliminate din cadrul teoriei sau sistemului considerat. Pe de alti parte, in cadrul
stiintelor Naturii, cAnd ceva nu se potriveste, in sensul cd apar esecuri experimentale, atunci
in cadrul sistemului sau teoriei respective se adaugd anumite constructii care sid explice
esecul.

Rezultatul experimentului in matematicd are deci un rol secundar, el serveste pentru
a ilustra o teorie datd. Clar, foarte multe fapte obtinute cu ajutorul calculatorului (deci prin
experimente matematice) nu au incd o demonstratie deductivd, §i pentru moment trebuie sd
ne multumim cu aceastd justificare experimentali. Un exemplu In acest sens il constituie
formula inchisd de predictic a numirului de iteratii pentru algoritmul simplex in
implementarea MINOS pentru programarea liniard, formula care se bazeazi pe o interpretare
foarte profundd a esentei algoritmului simplex [Andrei, 2004c]. Totusi, aceasta nu inseamnd
cd trebuie sd acceptdm aceste rezultate §i sd nu continudm cédutarea pentru o demonstratie
deductivi a lor.

Trebuie sd precizim aici pozitia experimentului critic de tip Kantian sau Galilean. In
acest caz acesta nu are o pozitie chiar secundard, ci una definitorie, in sensul de a stabili gi
preciza continutul §i mai ales ,,puterea computationald* a unui rezultat teoretic. Deseori este
posibil sd construim algoritmi pentru rezolvarea unor probleme, pentru care putem demonstra
complexitatea polinomiald, ceea ce reprezintd un rezultat foarte important. Totusi,
implementdri foarte ingrijite ale acestor algoritmi se dovedesc catastrofale din punctul de
vedere al convergentei citre solutie, necesitind un numir excesiv de mare de iteratii $i deci
timp de calcul. Un exemplu in acest sens il constituie algoritmul elipsoidului, pentru
programarea liniard, propus de Khachiyan. Implementarile algoritmului elipsoidului nu s-au
dovedit competitive cu programele care implementeazd metoda simplex. Aceasta a dus la
reconsiderarea dezvoltdrilor teoretice a complexititii algoritmilor in sensul de a se obtine
algoritmi polinomiali de grad mic. Dar aceastd idee nu s-a incetdtenit decat numai in urma
unor foarte intense experimente computationale, care au precizat importanta gradului
polinomului de complexitate. Asa au apdrut si s-au dezvoltat metodele barierd de punct
interior pentru programarea matematicd pentru care s-a putut demonstra complexitatea
polinomiald de grad mic.

Intelegerea s1 explicarea a ceea ce observdm pe ecranul calculatorului se face prin
formularea $i demonstrarea de teoreme matematice. Rezultd deci cd rdspunsul la intrebarea
pusd la Inceputul acestei sectiuni este cd cunoasterea matematicd este a priori, in sensul ci
pentru a justifica valoarea de adevir a unei teoreme singurul lucru necesar este de a da o
demonstratie corectid a acesteia in cadrul unei teorii. Faptul ci matematica pare sd fie o
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cunoagtere a priori nu inseamnd cd dezvoltarea cunostintelor matematice se face intr-o
manierd precis axiomatic-deductivd. Din contrd, descoperirile matematice sunt conditionate
de o multitudine de factori, printre care un rol deosebit de important, poate cel mai important
imediat dupd intuitie, il are experimentul matematic, care se defineste in cadrul informaticii.

In acest sens se defineste matematica experimentald ca acea sectiune a informaticii
care se ocupd cu codificarea si transmiterea, in comunitatea matematicd, a rezultatelor prin
utilizarea tehnologiilor avansate de calcul pentru a realiza un experiment matematic, in sens
Aristotelian, Baconian, dar mai ales Kantian sau Galilean, cu scopul de a explora structuri
matematice, de a testa conjecturi, credinte, de a sugera generalizdri, precum si a analiza
rezultatele obtinute in urma acestor experimentdri.

Este clar cd rezultatele descoperite experimental suferd de o anumita lipsa de rigoare,
rigoare care este intotdeauna asociati matematicii, dar acestea (experimentele) in general
furnizeazd o anumitd perceptie §i intelegere a naturii conceptului sau fenomenului matematic
asupra cdruia se fac experimentarile respective, intelegere care mai degrabi sau mai tarziu se
poate formaliza In teoreme gi teorii. Astfel, putem spune céd creational matematica este
cunoastere a posteriori.

3.2.1. Experiment si experienti

Chiar dacid in vorbirea curentd sunt utilizate fird prea mare discerndmant, existé totugi o mare
deosebire intre experiment §i experientd. Experiment vine din latinescul ,,experimentum® - o
incercare, un test (,experiri - a Incerca, a testa) §i reprezinti o actiune sau un proces
considerate pentru a descoperi ceva care nu este incd cunoscut sau de a demonstra (ilustra)
ceva cunoscut. Cu alte cuvinte, experimentul reprezintd un procedeu de cercetare, care in
esentd constd In provocarea sau punerea in operd a unui fenomen, in anumite conditii bine
definite, care permite studierea acelui fenomen. Pe de altd parte, experienta, care vine §i ea
din latinescul ,,experientia“, are o conotatie mult mai complexd, putandu-i-se asocia doud
mari intelesuri. in primul rind aceasta poate avea sensul §1 incdrcédtura unui experiment ca
incercare, ca test, dar poate avea i un sens mai larg ca fotalitatea cunostintelor dobdndite de-
a lungul timpului despre un anumit fenomen sau concept. Cu alte cuvinte, experienta are un
caracter integrator, dar in acelagi timp actioneazd ca un filtru, mereu modificand cercul
ignorantei noastre.

Dupd cum am viazut se cunosc patru tipuri de experimente: experimentul Aristotelic,
Baconian, Kantian §i Galilean. In general, cercetarea naturii se referd la investigarea acelor
situatii care nu sunt nici simple i nici evidente. Mai mult, o cercetare serioasd a naturii
implicd o argumentare pe baza evidentei empirice date de experimente.

In acest context, experimentul Baconian este acela in care se declanseazd o anumiti
situatie pentru a ,,vedea ce se intdmpld“. Ideea este cd putem intelege cum se desfigoard
fenomenele, in acea portiune a creatiei pe care dorim sd o cunoastem, prin simpla acumulare
a evidentei diferitelor comportiri ale ei. Informatia astfel obtinutd este addugatd la corpul
factual de informatii care constituie astfel experienta asupra fenomenului respectiv.
Experimentul Aristotelic constd in demonstratia adevérului unei idei sau teorii formulate
pentru un anumit scop. in cadrul experimentului Aristotelic se creeaza anumite situatii sau se
selecteazd acele observatii care furnizeazi rezultate care confirmi ideea sau teoria respectiva.

Aceste experimente nu sunt critice. Ele se bazeazi pe conceptia inductivistid conform
cireia pentru a fundamenta idei sau teorii trebuie si gdsim acele circumstante care le verifica.

Spre deosebire de aceste doud tipuri de experimente existd §i aga numitele
experimente critice. Experimentul Galilean investighecazd o idee sau o teorie in situatii
critice, delicate, in care aceasta poate fi rejectatd. Altfel spus, se cautd sau se organizeazi
acele situatii care pun ideea sau teoria in dificultiti majore, care aratd sldbiciunile ideei sau
teoriei experimentate. Experimentul Kantian este un experiment gandit, probabil cel mai bine
caracterizat ca un exercitiu de modelare intr-o form# mentald sau simulatd pe calculator, cu
scopul de a explora implicatiile ideii sau teoriei considerate. Ambele aceste tipuri de
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experiment, Galilean §i Kantian, implicd deducerea consecintelor ideei sau teoriei, precum si
examinarea criticd, empiric sau rational, a rezultatelor experimentului.

Experimentul ca metodd de cercetare a naturii, ca metodi de investigare a
profunzimilor lumii materiale, a fost consolidat de arabi, de unde a trecut in Europa unde un
Petru Peregrinus sau Roger Bacon (1214-1294) au incercat o teoretizare a lui. Termenul de
Lwscientia experimentalis® a fost introdus de Bacon pentru a arita importanta experimentului
in demersul si efortul de descoperire a legilor. De fapt, toatd stiinta, incepand cu grecii §i
pand in zilele noastre, trecand prin Descartes, Galilei, Newton, Faraday, Maxwell, Stokes,
Einstein, Plank, Heisenberg, Cournot, Walras, Say, Keynes etc. este un efort de descoperire
s1 formalizare a legilor.

O analizd criticd, foarte serioasd, a stiintei moderne, incepand de la Galilei si
Newton, a fost ficuti de filosoful roman Lucian Blaga (1895-1961). In lucrarea
»Experimentul si spiritul matematic®, acesta aratd cd in gtiinta modernd accentul cade pe
descoperirea legilor prin intermediul unor cupluri metodologice ca: observatia empiricd este
folositd in cuplu cu matematica; experimentarea se face in spirit matematic etc. Altfel spus,
se ajunge la adevir, adicd se obtine cunoastere, numai printr-o imbinare de metode sub forma
de cupluri metodologice, dintre care cel mai important este cuplul experiment-matematicd.
Aceasta aratd pozitia duald a experimentului, ca exponent al empirismului, deductivului, fata
de matematicd, ca exponent al rationalismului, inductivului, in zona de constituire a legilor.

3.2.2. Algebra ca experiment gandit

Intotdeauna matematica pune spiritul in arc, intr-o stare de necontenita cautare, fiind singura
dintre discipline care face acest lucru intr-un sistem logic in care, rationand corect, pe orice
drum s-ar merge, se ajunge la adevir. Fundamental pentru matematica este cd aceasta creeazi
instrumente universale care prin generalitatea §i rigoarea lor pot fi utilizate in orice domeniu
al activitdtii umane. Toate ramurile matematicii au sau vor avea candva o aplicabilitate
concretd §i aceasta este datd de pozitia speciald si rolul pe care-l1 are algebra in cadrul
celorlalte discipline matematice. De aceea am si spus cid informatica este algebri
computationalia. Descartes a fost primul care a afirmat cd ,stiinfele matematice sunt
matematice deoarece toate se fundamenteazd pe algebrd*. Filosoful care a luat cel mai in
serios problema a ceea ,,ce putem cunoaste’ a fost, fard nici o indoiald, Kant. El a incercat sa
rdspundd la aceastd intrebare dificild prin impdértirea cunostintelor noastre in doud categorii.
Existd metoda experimentald care ne dd cunostinte detaliate asupra fenomenelor analizate §i
metoda matematicd. Matematica nu ne dd cunogstinte detaliate despre un obiect sau fenomen
particular, ci conditiile generale care guverncazd clasa cidruia obiectul sau fenomenul Ti
apartine.

Succesul stiintelor ingineresti, al economiei, biologiei, ecologiei etc. in sens
Galilean, stiinte profund empirice cu multd ,,inginerie” §i fenomenologie, este in intregime
datorat introducerii algebrei in rezolvarea problemelor fundamentale asociate acestor
domenii. Este adevidrat cd in domeniile mentionate mai sus pentru descrierea matematici a
fenomenelor proprii lor utilizim capitole de calcul diferential i integral, de ecuatii
diferentiale, de geometrie diferentiald, topologie, analizd complexd etc. Toate acestea duc in
final la constructia modelelor matematice asociate fenomenelor studiate, modele care se afla
in perspectiva infinitei aseminiri cu realitatea. Dar algebra este cea care face posibild
realizarea experimentelor numerice controlate, care duc la experientd si de aici la teorie.

Principala proprietate a algebrei este aceea de inchidere, in sensul ci aplicind o
operatie pe o multime de obiecte dintr-o anumiti clasa, obiectul rezultat apartine acelei clase.
Descartes a fost primul care a ardtat cd geometria se poate studia intr-un sistem algebric,
fiind inchisi la cele patru operatii aritmetice.

Sistemul de obiecte care este inchis in raport cu anumite operatii este un sistem de
obiecte inventate, fictive, care sunt reale numai dacd aceastd lume fictivi are o reflexie in
realitate. In algebri, tehnica de baza, asa cum a fost descoperitd de Descartes, constd in a gisi
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operatii §i multimi de obiecte care sunt inchise la aceste operatii. Pentru a asigura inchiderea
trebuie ca aceste obiecte algebrice si fie definite Tn mod artificial. De exemplu, numerele se
definesc ca naturale, rationale, reale, complexe etc. Spatiile sunt calificate ca spatii
vectoriale, Banach, Hilbert, Hausdorff, varietati diferentiale etc. In algebrid putem face
descoperiri (formale) asupra proprietitilor obiectelor algebrice deoarece acestea sunt
artificiale. Ca atare, algebra este o fictiune, adicid un experiment gandit, pur gdndit. De
exemplu, cand Boole a propus algebra claselor, el a definit-o inchisd in privinta a doud
operatii: reuniunea i intersectia. Reuniunea a doud clase poate forma o clasd care apartine
algebrei claselor. Dar, ce inseamnd intersectia a doud clase care nu au elemente comune ?
Boole a propus ci orice clasd are clasa nulad ca subclasd. Dacd acceptdm acest artificiu, atunci
algebra Boole functioneazd. Férd el nu existd Inchidere §i deci nici algebra Boole. Este clasa
nuld o fictiune ?, este ea reald ? Clar, clasa nuld este o fictiune. Pare, deci, cd un sistem
algebric, la fel ca un roman, ca o poveste, este o fictiune, dar o fictiune numai in privinta
obiectelor sistemului care o defineste, nu in toate privintele. Chiar dacd sunt studiate cu
scopul de a intelege realitatea cea mai concretd, obiectele algebrice nu sunt deci reale, nici in
mod necesar realiste, ci fictive, apartindnd unor lumi total diferite de a noastrd. Ca atare,
aceste obiecte sunt cel mai bine descrise ca experimente gandite.

Algebra are legiturd cu realitatea inconjurdtoare datoritd similitudinii care existd
intre operatiile investigate in algebrd, operatii In raport cu care se defineste Inchiderea, si
operatiile utilizate in experimentele computationale din lumea fizici reald. Altfel spus, modul
prin care un sistem algebric este contingent cu realitatea nu este datorat ,,realititii* obiectelor
fictive inventate pentru a permite inchiderea algebricd, ci similitudinii care existd intre
operatiile algebrei si operatiile utilizate In experimentele reale.

Succesul modeladrii matematice se datoreazd deci trecerii a doud tipuri de teste.
Primul constd intr-o cercetare scepticd foarte minutioasd a experimentelor modelistului, ca i
cunoscitor al fenomenologiei respective. A doilea test se referd la cercetarea amanuntitd din
punct de vedere algebric, ca experiment gandit, care astfel pune anumite restrictii teoretice
asupra modelului ca reprezentare matematici a creatiei. Altfel spus, o teorie a unei portiuni
oarecare a creatiei nu trebuie si treacd numai testele experimentale in sensul adaequatio rei
et intellectus din domeniul respectiv, ci in acelasi timp trebuie sé fie interpretabild algebric.

Pentru experimentator, orice portiune a creatiei este deodatd mister si revelatie,
deodati taind si descoperire. Existd un ezoterism esential care se referd la acel aspect al
naturii care nu este accesibil in general, care prin definitie este inaccesibil, un rest, care
pune modelul, ca reprezentare matematicd a acelei portiuni a creatiei, in perspectiva
infinitei asemdndri cu realitatea. Despre acest rest vorbea Kant. Partea cunoscutd, care se
dezviluie prin efortul de citire a creatiei, trebuie sd fie interpretabili algebric. Numai atunci
modelul ia ceva din esenta fenomenului.

In concluzia acestei sectiuni, cred ci progresul se realizeazd prin interpretarea
realisti a matematicii §i stiintelor naturii, precum i prin interpretarea instrumentald a
algebrei ca experiment géndit. Adicd, nu trebuie sid clasificdim obiectele cunoagterii ca
empirice §i matematice, ca inductive §i deductive, nici s le interpretdm holistic, aga cum
propune Willard Quine (1908-2000), ci mai degrabd in sens Kantian, sd impartim aceste
obiecte in ,,stiintele matematice empirice ale naturii i obiecte ,,algebrice gandite®, obiecte
care participd nemijlocit la definirea experimentelor computationale controlate care
formeazd fundamentul informaticii.

4. Concluzii

Informatica este un mod concret de realizare a experimentelor computationale, de fapt a
matematicii experimentale. Esenta ei consta in cobordrea in computational a conceptelor
matematice, algoritmizarea acestor concepte, studiul complexitatii algoritmilor asociati
acestor concepte. Privita In profunzimi, informatica este algebra computationala, care in
materia ei consta in transformarea unui concept intr-un algoritm si apoi transformarea
acestuia intr-un program de calcul.
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Problemele fundamentale ale informaticii, ca activitate de mare intelectualism in
care creatia (intelectualii) ocupii o pozitie centrald, se referd la: algoritmizarea conceptelor
matematice, studiul convergentei algoritmilor, studiul complexitdtii algoritmilor si a naturii
calculului, precum si la realizarea experimentelor computationale.

Teoria clasici a computabilititii (a lui Turing), care s-a dovedit extrem de
productivd, a furnizat fundamentele §i cadrul dezvoltdrii stiintei calculatoarelor. Totugi
dependenta acesteia de 0 §i 1 este inadecvatd pentru a sustine fundamentele calculului
stiintific modern, in care algoritmul prototip este algoritmul Newton. Efortul intelectual in a
defini calculul peste corpul numerelor reale constd in extinderea masinii Turing pentru a
ingloba magina Newton. Astfel, o serie de concepte majore proprii analizei numerice - numar
de conditionare, aproximare, erori de rotunjire, probabilitate — utilizate in teoria complexititii
ne permit si combindm instrumentele §i traditiile din stiinta calculatoarelor cu cele din
analiza numericd pentru a Intelege mai bine natura §i complexitatea calculului. Aceasta este
de fapt problema fundamentald a informaticii; natura si complexitatea calculului.

Informatica se instituie ca un instrument major al cunoasterii prelungind analiza
conceptelor matematice din punctul de vedere al puterii lor computationale. Aceasta
reprezintd un pas important in procesul de ingustare a ignorantei noastre. Totusi, trebuie sd
remarcdm imediat faptul cd in ciuda rezultatelor exceptionale oferite de aceasta, intotdeauna
va rdméine un rest pe care nu-l vom cunoaste niciodati. Adicd conceptele matematice,
algoritmii asociati acestora §i programele care intrupeazd algoritmii nu vor fi cunoscute
niciodatd. Aceasta este conditia noastrd. Ceea ce putem face este si ameliordim perceptia
noastrd asupra acestor elemente. Observdm c#d in efortul de intelegere a complexitatii
computationale, ca problemd fundamentald a informaticii, am distrus masina Turing si In
locul ei am pus o alti masind care include magina Newton. Aici se intdlneste Turing cu
Newton. $i acesta este mersul natural, ontologic, al cunoasterii. Progresul nu se realizeazi
prin constructia de teorii elaborate, ci prin dirdmarea teoriilor, in bunul mers al Naturii: ea
distruge pentru a construi, §i aceasta fird sfarsit.

Existd vre-o justificare cd nu vom avea niciodatd acces total la cunoastere, inclusiv la
cunoagterea conceptelor matematice ? Da. Dumnezeu cand I-a creat pe Om din lut, $i nu am
nici o ezitare in a accepta aceastd asertiune, fiindcd nu gédsesc nimic plauzibil care sd o
inlocuiascd, a spus: ,,Sd facem om dupd chipul si dupd asemdanarea noastrd” [Biblia, 1.26].
Observam cd s-a adresat la plural. Dar, in intelepciunea Lui l-a ficut numai dupd chipul Lui.
Asa incat Omul ab initio se plaseazi in perspectiva infinitei asemidndri cu divinitatea.
Ontologic, Omul intotdeauna este pe drumul cunoasterii. Aceasta face ca el s aibd un acces
limitat la cunoastere, de orice naturd ar fi ea.
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