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Capitolul 5

METODA PASULUI DESCENDENT

In acest capitol vom prezenta metoda clasici de optimizare fard restrictii
cunoscutd ca metoda pasului descendent a lui Cauchy. Aceasta este metoda
fundamentald de minimizare fara restrictii. Virtual, orice metoda de minimizare a
functiilor suficient de netede isi are originea in metoda pasului descendent. Metoda
are caracteristici care sunt de dorit in cadrul algoritmilor de optimizare, si In acelasi
timp este taratd de caracteristici care trebuie evitate in situatiile practice. De aceea
prezentarea si studiul acestei metode constituie o cale ideala de ilustrare a
metodelor moderne de minimizare fara restrictii.

Metoda pasului descendent, sau incd a gradientului descendent a fost
proiectatd de Cauchy, fiind una dintre multele contributii ale acestuia in domeniul
matematicii. Esenta metodei constd in utilizarea unui model liniar al functiei de
minimizat, model dat de dezvoltarea Taylor de prim ordin. Pentru cele mai multe
situatii practice, metoda nu este o schema computationald de utilizat. Convergenta
el este liniara i cateodatd mizerabil de lenta.

Metoda pasului descendent prezentatd in acest capitol este o metoda
iterativa de primul ordin. Intr-adevir, estimatia solutiei de la o iteratie se calculeazi
pe baza estimatiei solutiei de la iteratia anterioari. Intotdeauna valoarea unei
scheme computationale iterative de rezolvare a unei probleme de minimizare, §i in
general a unei probleme oarecare, este masuratd in termenii efortului de calcul
pentru obtinerea sirului de estimatii ale solutiei, rata de convergenta a acestui sir, si
complexitatea calculului necesar obtinerii solutiei.

Scopul capitolului este de a prezenta cu detalii si riguros matematic
metoda pasului descendent a Ilui Cauchy Impreund cu rezultatele teoretice
fundamentale privind convergenta si complexitatea computationald a acestei
metode.

Capitolul se structureaza astfel. In prima parte prezentim algoritmul
pasului descendent, dupa care prezentam metoda pasului descendent pentru functii
patratice. Importanta functiilor patratice rezida in faptul ca pentru acestea lungimea
pasului de deplasare se poate calcula analitic §i, ca atare, se pot prezenta rezultate
de complexitate. In continuare se prezintd cu detalii si riguros matematic teoria
convergentei metodei pasului descendent, in care se aratd cid metoda este liniar
convergenti. In finalul acestui capitol prezentim o serie de variante ale acestei
metode, care chiar daca pastreazd caracterul convergentei liniare, totusi
imbunatatesc procesul de cautare a optimului.



2 ¢ CRITICA RATIUNII ALGORITMILOR DE OPTIMIZARE FARA RESTRICTII ¢

Sa consideram problema
min f(x), (5.0.1)
unde f:R" — R este o functie de doud ori continuu diferentiabila pe R"cu
domeniul dom f . Valoarea optima a acestei probleme o notdim cu f ", adica
inf, (x)=f". Deoarece f este diferentiabila, atunci o conditie necesara pentru
ca punctul x si fie solutia optima a lui (5.0.1) este:
Vi(x')=0. (5.0.2)

Conditia (5.0.2) se numeste conditia necesara de optimalitate de primul ordin.
Punctele care satisfac (5.0.2) se numesc puncte stationare sau critice. Ca atare,
rezolvarea problemei (5.0.1) a fost redusa la determinarea unei solutii pentru
(5.0.2), care, dupa cum se vede, este un sistem algebric de 7 ecuatii in 7 variabile.
De obicei pentru rezolvarea problemei de optimizare (5.0.1) vom folosi o metoda
iterativa, care genereaza un sir de puncte x,,x,, -,X,, -+ €dom f cu proprictatea

ci f(x*)—> " cand k — oo. Un astfel de sir cu aceastd proprietate se numeste

sir minimizant pentru (5.0.1). Astfel conceput, un algoritm care genereaza un sir
minimizant se opreste de indatd ce un anumit criteriu de oprire a iteratiilor este
indeplinit. In analiza care urmeazi vom folosi criteriul referitor la apropierea
valorii functiei de minimizat fatd de valoarea sa optima:

FCARNARY? (5.0.3)
unde & > Oeste o toleranta specificatd. Mentionam faptul ca in implementarile
curente se utilizeaza si alte criterii de oprire a iteratiilor, de exemplu, distanta dintre
estimatiile variabilelor ||xk+1 —)ck”2 sau norma gradientului functiei de minimizat

"Vf(xk )”2 sau ||Vf(xk)||oO , de-a lungul iteratiilor.
Orice metoda de optimizare neliniard cere specificarea unui punct initial
X, cu care sd se inceapa calculele. Pentru consistenta calculelor, punctul de plecare
trebuie sa se afle in dom [ si in plus multimea de nivel constant:
S={x edomf: f(x)< f(x,)}

trebuie sa fie inchisa. Impunerea conditiei de inchidere a multimii S asigura

dom f . Daca dom f'=R", atunci conditia este satisfacutd pentru orice X, .

Metoda pasului descendent este una din metodele fundamentale de
minimizare a functiilor diferentiabile. Ne reamintim c& un vectord este o directie
descendenta pentru o functie f dacd existi un O >0 astfel incét

f(x+ad)< f(x) pentru orice ae(0,0). In particular, daca
lim, ,(f(x+ad)— f(x))/a <0, atunci d este o directie descendentd. Metoda

pasului descendent se deplasecazd de-a lungul directiei d cu ||d||:1, care
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minimizeazd limita de mai sus. Dacd functia f este diferentiabila, atunci
-Vf(x)/ ||Vf (x)” este intr-adevar directia pasului descendent, sau 1incd a

gradientului descendent.

5.1. ALGORITMUL PASULUI DESCENDENT

Metoda pasului descendent a fost proiectata de
Cauchy inca din 1847 fiind repede admisa ca
una dintre cele mai frecvent utilizate metode
de optimizare datoritd mai ales usurintei de
utilizare pentru probleme de mici dimensiuni.
Totusi odatd cu dezvoltarea tehnicii de calcul
metoda a fost eclipsatd de alte metode iterative
mult mai complicate din punct de vedere
algoritmic, dar mai eficiente computational.

Importanta metodei rezida in faptul ca aceasta
furnizeaza conceptele si ideile fundamentale
ale metodelor de optimizare fara restrictii.
Proprietatea pe care se bazeazd metoda este
urmatoarea. Presupunem ca functia f(x) este

continuu diferentiabild intr-o vecindtate a
punctului curent x, si gradientul este nenul,

Augustin Cauchy (1789-1857)

adicd g, =Vf(x,)#0.
Din dezvoltarea in serie Taylor:
f@) =) +(r=x)" g +o(|x—x])

observam ca dacd scriem x—x, = ad, , atunci directia d, care satisface conditia
d,f g, <0 realizeaza cerinta fundamentald de reducere a valorilor functiei, adica
f(x) < f(x,), se numeste directie descendentd. Fixand « , atunci cu cat valoarea
d kT g, este mai mica (adica cu cat valoarea ‘d ,{T gk‘ este mai mare), cu atat reducerea
valorilor functiei de minimizat va fi mai pronuntatd. Din inegalitatea Cauchy-

Schwartz ‘dkT gk‘ < ||d k”” g.|l, rezulta ca d g, isi atinge valoarea minima dacd §i

numai daca d, =—g,. Deci —g, este directia metodei pasului descendent.
Schema iterativa a metodei pasului descendent este:

Xpe1 = X — 8y (5.1.1)
unde, dupd cum stim, ¢, este lungimea pasului. Deoarece metoda utilizeaza ca

directie de deplasare gradientul cu semn schimbat, atunci aceasta se mai numeste si
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metoda gradientul descendent. Cu acestea algoritmul metodei pasului descendent
este urmatorul.

Algoritmul 5.1.1. (Algoritmul pasului descendent)

Pasul 1. | Inifializare. Se considera un punct initial x, € R", precum si toleranta
de terminare a iteratiilor algoritmului de minimizare 0 <& <1. Se
pune £k =0.

Pasul 2. | Se calculeaza g, =Vf(x,).Daca ||gk || < &, atunci stop.

Pasul 3. | Se calculeaza lungimea pasului ¢, utilizand cautarea liniard exacta

S —oyg)= ’gjglf(xk —ag,),
sau aproximativa.

Pasul 4.

Se pune Xx,,, =X, —,g,, se considera k=k+1 si se continud cu
pasul 2. ¢

Observam ca algoritmul este extrem de simplu, implementarea lui fiind
imediatd. In pasul 3 se poate utiliza fie cautarea liniara exactd de-a lungul razei

{x,—ag,, a =0}, fie cautarea liniara aproximativa (pe care le-am discutat in

capitolul 4). De cele mai multe ori in acest pas se utilizeaza cautarea liniard cu
backtracking. Dupa cum vom vedea algoritmul este liniar convergent. De aceea in
pasul 2 se utilizeazd norma gradientului ca criteriu de oprire a iteratiilor. Daca
problema este de mari dimensiuni, atunci se poate utiliza norma infinit. Urmatorul
exemplu ilustreaza functionarea si caracteristicile algoritmului pasului descendent.

Exemplul 5.1.1. Fie functia

f(x)=—(0.5+0.5x,)" x5 exp(2—(0.5+0.5x,)* — x})

a carei reprezentare grafica este ilustrata in figura 5.1.1a si 5.1.1b.

20 40 B0 B0 100 120 W0 160 B0 200

Fig. 5.1.1a. Reprezentarea functiei f . Fig. 5.1.1b. Conturul functiei f .

Observam ca desi functia f este foarte neliniard, totusi in domeniul [0,2]x[0,2]

curbele de nivel constant ale acesteia sunt elipse alungite in directia axei x,.
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Minimul local al functiei considerate se realizeaza in punctul x =[1,1]", in care
functia are valoarea f~ =—1. Sa considerdm acum punctul initial x, =[0.1,0.8]",
atunci algoritmul pasului descendent cu backtracking furnizeaza o solutie in 48 de

iteratii. Evolutia erorii ‘ f (xk)— /|, precum si a normei || g ||2 sunt ilustrate in

figurile 5.1.1c¢ si respectiv 5.1.1d.

o ! ! ! ! ! T ! ! !

F'asdl desce;'ndent

P S Lo R -

Evolutia [f{xk)-f|

0% I S T T N S N R N
0

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
MNumarul de iteratii
. . .. *
Fig. 5.1.1c. Evolutia erorii ‘f(xk)—f ‘ .

R PR [T Lomeon [ -

Pasul descendent !

Pn=2

Mumarul de iteratii = 48

Evolutia [la(xk||

20 25 30 35 40 45 50
MNurnarul de iteratii

Fig. 5.1.1d. Evolutia normei g/, -

- - * . . .
Observam ca eroarea ‘ f(x)-f ‘converge la zero aproximativ ca o serie

geometricd, adicd convergenta este aproximativ liniard. In acest exemplu, eroarea
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este redusi de la 0.6348 la 10~°in 20 de iteratii. Din figura 5.1.1c vedem ca eroarea
‘ f(x)-f *‘ se reduce foarte pronuntat in primele iteratii, dupa care algoritmul

devine din ce in ce mai lent convergent. Aceasta este o caracteristica definitorie
pentru metoda pasului descendent.

Daca in cadrul algoritmului se utilizeaza cautarea liniarda Wolfe, atunci
numirul de iteratii necesare obtinerii solutiei este egal cu 13. in figurile 5.1.1e si
5.1.1f se arata iteratiile generate de algoritmul 5.1.1 echipat cu backtracking si
respectiv cu cautarea liniara Wolfe.

15

1F
05F

0F

lteratiile metodei pasului descendent cu
= backtracking.
48 iteratii

AF

_1_5 1 1 1 1 1 1
0 02 04 06 0.8 1 1.2 14

Fig. 5.1.1e. Iteratiile metodei pasului descendent cu backtracking.

11F
1.05F
1 -
0.951
0.9
lteratiile metodei pasului descendent cu
085 cautarea liniara Waolfe.
13 iteratii
0_8 1 1 1 1 1 1 1 1

01 0.2 03 04 05 0.6 07 0.8 0.9 1

Fig. 5.1.1f. Iteratiile metodei pasului descendent cu cautarea liniard Wolfe.
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Vedem cé o cdutare liniard mai pretentioasa este benefica. Totusi, directia pasului
descendent este numai local descendentd. Pentru foarte multe probleme metoda
pasului descendent nu este de loc a pasului descendent, fiind foarte lentd. Desi, asa
dupd cum am spus metoda lucreazd bine in prima parte a procesului iterativ,
aceasta merge catre solutie in zigzag. Cu cat graficul functiei de minimizat este mai
aproape de o ,vale ingustd”, cu atat fenomenul de zigzag este mai pronuntat.
Explicatia acestui fenomen este imediatd. Deoarece in cautarea liniard exactd se

. - .o, T . A . .
realizeaza conditia g,,,d, =0, atunci aceasta in metoda pasului descendent devine

T T < = . .. .. . c e
2in8, =d,,,d, =0. Aceasta arata ca gradientii succesivi sunt ortogonali, adica

directiile succesive sunt ortogonale, ceea ce conduce la fenomenul de zigzag.
Deoarece cautarea liniara este inexactd, vedem cd in figurile 5.1.1e si 5.1.1f
directiile nu sunt ortogonale. Din acest punct de vedere vedem cd cautarea liniara
cu backtracking este ceva mai ,,departe” decat cea data de conditiile Wolfe. Cand

punctul stationar este atins, |g, || devine din ce in ce mai mic. Atunci din
dezvoltarea Taylor
T
S, —ag)=f(x)-ag, g+ 0(||agk)

T . 2 . .
se vede imediat ca termenul de ordinul unu ag] g, = a” gk” este foarte mic. Deci

b

reducerea functiei va fi micd. Acesta este principalul defect al metodei pasului
descendent. Clar, metoda nu se recomanda pentru rezolvarea problemelor concrete.
Totusi aceasta este importantd mai ales prin conceptele pe care le promoveaza,
proiectarea de metode eficiente de optimizare fard restrictii. Intr-adevar, orice
modificare prin intermediul unei matrice pozitiv definite a directiei pasului
descendent conduce la directii descendente. Aceasta aratd faptul ca avem o
multitudine de metode de minimizare, toate generate din metoda pasului
descendent. In continuare si vedem cum functioneaza aceastd metodd pentru cazul
functiilor patratice.

5.2. METODA PASULUI DESCENDENT PENTRU
FUNCTII PATRATICE

In cele ce urmeazi vom prezenta o particularizare a acestor rezultate foarte
generale pentru cazul functiilor patratice. Functiile patratice joacd un rol foarte
important in teoria si practica optimizarii. In primul rand acestea deseori furnizeaza
o solutie analitica. In al doilea rand acestea constituie foarte bune aproximatii
locale ale functiilor generale, care se pot utiliza in procesul de optimizare.

Fie functia patratica

f(x):%xTQx—be, (5.2.1)
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unde Q € R™" este o matrice simetrica si pozitiv definita. Fie A4 _; si A __ valorile
proprii minimd i maximd a matricei Q. Dupd cum stim metoda directiilor
descendente defineste un sir minimizant:

X, =X, +tad,, (5.2.2)
unde d, este o directie descendenta care satisface
Vi(x,) d, <0, (5.2.3)

astfel incat f(x, +ad,)< f(x,) pentru valori mici ale lui « . Pentru functia
patratici f de mai sus, valoarea lui @ care minimizeaza f de-a lungul liniei prin
x, in directia d, se calculeaza analitic foarte simplu ca:

d'r,
a= %, (5.2.4)
d Qd,
unde e, = x - X, este eroarea iteratiei x, fatd de solutia optima x",si
r,=Qe, =b-0x, (5.2.5)

este reziduul de la iteratia k.
In metoda pasului descendent

d, =-Vf(x,)=r,. (5.2.6)

Introducand Q— norma ca: ||x||2Q = xTQx, atunci Q —norma erorii este:

||ek+1||2Q = Hx* —(x, + akdk)HZQ =e, - akdk||2Q =

e, ||2Q —20,6,0d, +a}|d, ||;

T T 2

2 r r'r) -

e [T —2—% " Op + —E K370,
el on O o O
T 2
rr

el | 1- 2t —— U ';) - (5.2.7)

e nOnRn O

Pentru a demonstra convergenta metodei pasului descendent avem nevoie de un
rezultat tehnic cunoscut ca inegalitatea lui Kantorovich:

Inegalitatea Kantorovich. Fie A o matrice simetrica si pozitiv definitd si fie
0< A, <A, valorile proprii minimd si respectiv maximd a acestei matrice.
Atunci:

min (yTJ’)z _ 4 Ain Ao .

RO Y A ATy (Gin + A’

Demonstratie. Observam ca inegalitatea lui Kantorovici este invarianta la scalarea
lui y. Deci este suficient si o demonstram pentru vectori unitari. Fie deci
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V,,...,V, 0 baza ortogonald din R" formata din vectorii proprii ai matricei A
corespunzatori valorilor proprii 4,..., 4,. Atunci

y:;yivﬂ

astfel incat
||y||z=zy12:19 yTAy=zyizﬂi, yTA_ly:;in/fli—l.
i=1 P =

Deci demonstratia inegalitatii lui Kantorovich se reduce la rezolvarea urmatoarei
probleme de optimizare cu restrictii:
T T 41
max g(y) =y Ayy A"y
referitor la: (5.2.8)
T

My)=y y-1=0.

Maximul acestei probleme cu necesitate trebuie sa satisfaca conditia:

Ve(y)= uVh(y),
unde u este multiplicatorul Lagrange. Prin calcul direct obtinem:

og

— =2y Ay A y+2y. 1y 4
oy, VAY AT y+2y, A4y Ay,
Oh

é’yi Vi

Deci din conditia necesara de mai sus obtinem:

yAY AT y+ y Ay T Ay = wy,,
sau
i V,
(Ey'A'y—Au+ yTAy)I =0.

Expresia din paranteza este o ecuatie patratica in 4 , si poate fi zero numai pentru
cel mult doqu“l valori proprii distincte. Deci, pot fi cel mult doud componente nenule
Yy;st y;. In acest moment impartind relatia de mai sus prin y,;si egaland
expresiile pentru indicii i si j obtinem:
v ) viaryia o vl piAaih
(U L) )T,
sau

(4 4 )
(yi—yf)kj+7—2jz(y§—y?)

] 1

(;ii - /’L/‘ )2
PP
Deci y; = y? =1/2, cu exceptia cazului cdnd 4 = 4, . Substituind aceste valori

in expresia lui g(y) din (5.2.8) obtinem:
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I (1 1 1f /1 A+

PSR )LZ T 5! Yy
Dar expresia din mijlocul langulul de egahta‘;l de mai sus aratd cd aceasta este
crescatoare in functie de raportul 4 /A, cand 4 > A4, . Deci considerdnd
A = Zoax §1 A, = Ay, obtinem inegalitatea Kantorovich. m

Aplicand acum inegalitatea lui Kantorovich membrului drept din (5.2.7) si
observand ca

44 .4 _ i)’

‘min ¥ “max max

2 b
( min max) ( max mln)
mm

Py o =

unde Kk =4, /A, este numarul de condi‘gionare al matricei Q. Cu alte cuvinte,

obtinem:

leall, < == el

K+1

convergenta metodei pasului descendent pentru functii patratice este liniara.

Exemplul 5.2.1. Sa vedem functionarea algoritmului pasului descendent pentru
functia patratica:

f(x)= —x "Ox
unde Q =diag(l,2,...,n). Observim ca Q este pozitiv definita si are valorile
proprii numerele intregi pozitive de la 1 la 7, deci numarul de conditionare in
norma euclidianad este egal cu n, care este foarte mare. Pentru aceastd functie
Vf(x) = Ox sideci lungimea pasului de deplasare se calculeaza ca:

T
a, :%, unde g, =0x,.
2,08,
Dupd cum am vazut, pentru aceastd alegere optima a lui ¢, algoritmul pasului
descendent are rata de convergenta liniara:

Ao — A
< Lmax  “min.

o A +A

unde |zll, = z'Qz,dar A si me sunt Valorile proprii minimd §i respectiv

*

xkl X

*
e —x ,

0

maxima a matricei (J. Solutia acestei probleme de minimizare este vectorul zero,
pentru care valoarea functiei este nula. Considerand 7 =500, =10 si punctul
initial x, =[0.5,0.5,---,0.5], atunci algoritmul pasului descendent furnizeazi
urmatoarea evolutie a erorii ‘ f(x)-f (x*)‘ de-a lungul celor 3342 de iteratii

necesare obtinerii unei solutii cu acuratetea impusa, figura 5.2.1.
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Evolutia erorii: [f{xk)-f|

Pasul descendent

Mumarul de iteratii = 3342 |

Matrl&ea Q:d|a§(1.2 ..... n}

0 500 1000

1500

2000 2500 3000 3500

Mumarul de iteratii

Fig. 5.2.1. Evolutia erorii

fx)—-f (x*)‘ pentru algoritmul

pasului descendent cu lungimea optima a pasului.

Vedem ca acesta are un comportament liniar, mai ales in partea finala a iteratiilor.
Intr-adevar, in acest caz, pentru valori mari ale lui # raportul

ﬂiﬂax
ﬁ‘max + //{inin
tinde la 1, ceea ce justifica convergenta foarte lentd a algoritmului.
Considerdnd acum matricea Q = diag(1,10), atunci algoritmul pasului
descendent are comportarea ca in figurile 5.2.1a si 5.2.1b. In figura 5.2.1a se vede

evolutia pur liniard a algoritmului. Cautarea liniara fiind exactd, traiectoria catre
solutie este 1n zigzag in unghiuri drepte, ca in figura 5.2.1b.

F'asu\ des:endam
n=2

Evolutia erorii |f{xk)-"

Numarul de iteratii

Fig. 5.2.1a. Evolutia erorii ‘f(xk )—f(x*)‘ .

Avin

Pasp\ deacendpm
n=2

Numam\ de \teram 12
A0

Fig. 5.2.1b. Iteratiile algoritmului.

Vedem cd rata de convergentd a algoritmului pasului descendent depinde de
raportul dintre cea mai lungé axa si cea mai scurtd axa a elipsoidului corespunzator
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matricei (. Cu cit acest raport este mai mare cu atit convergenta este mai lenta.

Detalii asupra convergentei metodei pasului descendent pentru functii patratice
sunt date de urmatoarea teorema.

Teorema 5.2.1. Fie problema

min f(x) = %xTQx, (5.2.9)

unde Q este o matrice simetrica, pozitiv definita cu A, si A, valorile proprii

max
minima si respectiv maximd. Fie x solutia problemei (5.2.9). Atunci sirul generat

de algoritmul pasului descendent converge la x', rata de convergentd este cel
putin liniara si urmatoarele relatii au loc:

SO =) (k=1 G = A)’ (52.10)
)= fG) T K+ g + ) B
kaﬂ _X*HQ < K—1 _ /1max _ﬂ‘min (5 2 11)
ka—x*HQ Tkl Arnax T Aimin , -
ka+1 -x K—=1 [ Aoa | Amax = Amin
(e i e Cove S

unde Kk =1_, I 4

‘min *

Demonstratie. Consideram algoritmul pasului descendent x,,, =X, —«, g, , unde

_ .8
2, 0g,

0= f ) _ 3508 5 (5 —ag,) O ~a,8,)
- 1

S (x) 5 x; Ox,

a, , i g, =0Ox, . Atunci

1 2
| 2,80x, ~5 g/ 0g, (/2

poy (808)(el0 )

Utilizand inegalitatea Kantorovich obtinem imediat

T\ 2
f(ka) =1- (gk 8k ) =1- 4ﬂ“max2’min _ (ﬂ’max — ﬂ’min J

f(xk) (ngng)(ngQ_lgk) (ﬂ’max +2’min)2 ﬂ‘max +ﬂ“min ’
care este chiar (5.2.10).

. * . .o . o, . e .
Fie acum ¢, = x, —x . Deoarece Q este simetrica si pozitiv definita, atunci

A.ere <e Qe <A

‘min

T
ax ek ek :
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Deoarece x =0, rezulti ci
*||2 T T
ka —-X HQ =0, =x, 0%, =21(x,).

Acum utilizand sirul de inegalitati de mai sus rezultd ca pentru orice k£ >0

«||2 12
ﬂ’min xk -X H < 2f(xk) < imax xk —-X
Din relatiile de mai sus obtinem
%112 Hx x* 2 P
Z’min xk+1 —X H K+l @] ﬂ‘ma _ﬂ’min
2 S 2 S . >
¥ ¥ A+
/Imax X, —X “xk —X 0 ‘max ‘min

care furnizeaza (5.2.11) i (5.2.12). m

5.3. TEORIA CONVERGENTEI METODEI PASULUI
DESCENDENT

In cele ce urmeaza prezentdm convergenta globala si rata de convergentd locala a
metodei pasului descendent. In finalul acestei sectiuni ne ocupam de cazul
functiilor tare convexe.

Teorema 5.3.1. Fie functia f:R" — R continuu diferentiabild. Atunci orice
punct de acumulare al sirului {xk} generat de algoritmului pasului descendent

5.1.1 cu cautare liniara exacta este un punct stationar al functiei f .

Demonstratie. Fie X un punct de acumulare al sirului {xk} si K o multime infinita
de indici astfel incat lim,_, x, =X . Consideram d, = —Vf(x,). Deoarece f este
continuu  diferentiabila, sirul {d keK } este uniform marginit si
||dk || :”Vf (x, )|| Deoarece ipotezele teoremei 4.2.2 sunt indeplinite, rezultd ca

[Vf @) =0, adica V/()=0. u

Teorema 5.3.2. Fie functia f:R" — R de doua ori continuu diferentiabila pe
R" si Hv2f(x)H <M, unde M este o constanta pozitiva. Fie punctul inifial X, si

toleranta & >0 date. Atunci sirul generat de algoritmului pasului descendent
5.1.1 satisface conditia de terminare dupa un numar finit de iteratii, sau

lim, ,  f(x,)=-o0,sau lim_, Vf(x,)=0.
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Demonstratie. Consideram cazul infinit. Din algoritmul 5.1.1 si teorema 4.2.1
rezulta ca

1 2
FG)= )= V)l
Atunci
ﬂ%%fuu=ZUnnaﬂamz§gZWﬂxW.

La limita obtinem fie lim, . f(x,)=-o, fie lim, , Vf(x,)=0.m

Urmatoarea teorema stabileste rata de convergenta a metodei pasului descendent cu
cautare liniara exacta.

Teorema 5.3.3. Fie functia f:R" — R care satisface ipotezele teoremei 4.2.4.
Daca sirul generat de algoritmul pasului descendent 5.1.1 converge la X', atunci
rata de convergenta este liniara.

Demonstratia este o consecintd directd a teoremei 4.2.4.

Rata de convergenta a metodei pasului descendent pentru cazul functiilor generale
este stabilitd de urmatoarea teorema.

Teorema 5.3.4. Fie functia [ :R" — R de doua ori continuu diferentiabila intr-o
vecindtate a lui X cu Vf(x)=0 si Hessianul V> f(x") o matrice pozitiv
definita. Fie A, si A,
V2 f(x") care satisfac O<m<A . <A <M. Fie {x.} sirul generat de

valoarea proprie maximd, respectiv minimd a lui

algoritmul pasului descendent 5.1.1 convergent la x'. Fie

fC) =)

=5 (5.3.1)
VCAEYICO NS
Atunci, pentru orice k, f, <1 si
-m
limsu < <1. 5.3.2
k—>+oopﬂk M ( )

Demonstratie. Din teorema 4.2.1 avem imediat

[f(x) = fOO=[f () = (D] = f(x) = f(x)
1 2
> _2M ||Vf(xk)|| .

Acum, utilizand definitia lui S, rezulta ca
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. 1 2
(A= BILf(x)— f(x)] ZW”Vf(xk)” :

Deci, din ipotezele teoremei obtinem

vl
<1- _ (5.3.3)
P M G-/ 6]
Presupunem ca
e N
e, = x
Este clar ca
w7 = =< (v 9a] +om)
si
a1 SR T
Fe)= 1) == [ (d7V2 7 o).
Utilizand inegalitatile de mai sus obtinem
2 2 712
lim ||Vf(xk)|| = ZHV AS )dH >2m. (5.3.4)

e f(x)~f(x) AV

Deci, din (5.3.3) si (5.3.4) rezulta ca

2
v
limsup B, <1—liminf v/ el <=My
kow k= DM f(x,)— f(x)] M

ceea ce completeazd demonstratia. m

b

Margini asupra functiilor tare convexe. In cele ce urmeazd vom presupune ca
functia din (5.0.1) este tare convexa pe S, ceea ce inseamna ci exista constanta
m > 0 astfel incat pentru toti x €.5':

Vf(x)>ml. (5.3.5)

Impunerea acestei conditii are anumite consecinte pe care le vom preciza imediat.
Observam ca pentru x,y €S are loc relatia:

1) =f(x)+Vﬂx)T(y—x)+§(y—x>fv2f(z>(y—x),

unde z este un punct din segmentul [x,y]. Ipoteza de convexitate tare (5.3.5)
determind ca ultimul termen din membrul drept al relatiei de mai sus sa fie marginit

de (m/ 2)||y - X ;, astfel incét are loc inegalitatea:

)2 f(x)+ V) (y—x)+ %ny —x

2
. (5.3.6)
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valabild pentru toti x si y din S. Notdm ca daca m = 0, atunci redescoperim

inegalitatea fundamentald care caracterizeaza convexitatea. Pe de altd parte, daca
m > 0, atunci obtinem o margine inferioard mult mai buna asupra lui f(y) decat

cea datd numai de simpla convexitate.
Inegalitatea (5.3.6), consecintd directd a convexitatii tari, se poate utiliza

pentru a obtine margini att pentru valorile functiei de optimizat, f(x)— f~, cat si

pentru valorile variabilelor problemei, ||x — x H2 .

Pentru inceput sa ardtam cum inegalitatea (5.3.6) se poate utiliza pentru a
margini f(x)— £~ in termenii normei ||Vf (x)”2 Intr-adevar, pentru x fixat,

membrul drept din (5.3.6) este o functie patraticad convexa. Anuland gradientul in
raport cu ), atunci minimul acestei functii este ¥ = x — (1 / m)Vf(x) . Deci

FO)2 @+ V) (=) 2 |y,
> [+ V() (=) + 7=,

1 2
= f(x)—%”Vf(x)”z-

Deoarece aceasta inegalitate are loc pentru orice y € S, rezulta ca:
* 1 2
/2 f(x)- %”Vf(x)”z : (53.7)

Aceastd inegalitate aratd ca daca gradientul intr-un punct este mic, atunci acel
punct este langa solutia optima a problemei. Deci in virtutea lui (5.3.2) observam
ca (5.3.7) se poate interpreta ca o conditie de suboptimalitate, care generalizeaza
conditia foarte tare de optimalitate (5.0.2), adica:

IV ()|, <@2me)? = f(x)-f <e. (5.3.8)

Acum sa vedem cum inegalitatea (5.3.6) se poate utiliza pentru a obtine o

. . * . v . P . .
margine asupra lui Hx -X ‘2 , adica asupra distantei intre x §i punctul de optim

x", in functie de norma ||Vf (x)”2 . Pentru aceasta din (5.3.6) cu y = x  obtinem:
* * T * m * 2
f1= O 2 S+ (=) + =

2 =V =+ T =

in care am aplicat inegalitatea Cauchy-Schwarz. Dar, deoarece f~ < f(x), rezulta
ca:

* 2
x —x|| £0,
2

_”Vf(x)”zux* _tz +%‘
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de unde obtinem imediat:
. 2
[e—x7, < ;”Vf(x)”z : (5.3.9)

Consecinta directd a lui (5.3.9) este ca punctul optimal x" este unic, ceea
ce era si cazul deoarece functia de optimizat este presupusa tare convexa.
Convexitatea tare a lui f* pe multimea S determind cd multimile de nivel

constant continute in S sunt marginite, in particular S este marginitd. Deci
. Lo . . 2 . .o
valoarea proprie maxima a Hessianului V~ f(x), care este o functie continua de x

pe S, este marginita superior pe S, adica existd o constantd M astfel incat pentru
toti x €§:

V2 f(x)< MI . (5.3.10)

Aceastd margine superioara asupra Hessianului implica faptul ca pentru orice x si
v din § are loc inegalitatea:

2
s (5.3.11)

J0) S0+ V) =)+ fy =

care este analogd cu (5.3.6). Procedand in aceeasi maniera ca mai sus, adica
minimizand in raport cu y ambii membri din (5.3.11) obtinem:

£ < f) - Vf @)

2
; 5.3.12
37, ) ( )

replica relatiei (5.3.7).
Cupland relatiile (5.3.7) si (5.3.12) obtinem urmatoarea marginire a valorii
functiei de optimizat intr-un punct x :

1 2 . 1
w”vf(x)"z <fx)-f < %”Vf(xﬂ

2
2’

care precizeaza suboptimalitatea lui x in termenii normei gradientului functiei in
punctul x .

Din inegalitatea de convexitate tare (5.3.5) si inegalitatea (5.3.10) obtinem
capentrutoti x €S':

ml <V*f(x)< Ml . (5.3.13)
Raportul & = M / m este astfel o margine superioard a numarului de conditionare

. . 2 .o . . . .
a Hessianului V< f(x), adicd raportul dintre cea mai mare valoare proprie si
respectiv cea mai mica valoare proprie a acestuia.

Numiirul de conditionare al multimilor de nivel constant. in acest moment vom
introduce un concept care se dovedeste a avea o importanta foarte mare asupra
eficientei metodelor de optimizare fard restrictii. Este vorba de numarul de
conditionare al unei multimi (convexe) care are atit o interpretare geometrica cat si
una algebrica foarte naturala. In acest context putem da o interpretare geometrici a
lui (5.3.13) in termenii multimilor de nivel constant.
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Pentru aceasta fie o multime convexd C < R" . Definim ldfimea in
directia q a acesteia, unde ||q||2 =1, ca:

W(C,q)=sup q"'z— inf q'z.
zeC zeC
Cu aceasta se poate defini ldtimea minimd, respectiv ldtimea maximd a unei
multimi convexe C ca:
w. = inf W(C,q), W_ = sup W(C,q).

min max
4], =! J4l,=!

Cu aceste elemente se poate defini numdarul de conditionare al unei multimi
convexe C ca:

2

cond(C) = % ,

min
adica patratul raportului dintre latimea maximi §i cea minima. Numarul de
conditionare al unei multimi convexe di o masurd a excentricitatii, sau a
deformarii, acestei multimi, adicd a devierii acesteia de la o sfera. Dacd numarul
de conditionare a unei multimi convexe C este mic (apropiat de unu) atunci
aceasta inseamnd cd multimea are aproximativ aceeasi latime in toate directiile,
adica este aproape sferica. Dacd, pe de altd parte, acest numdr este mare, atunci
aceasta inseamna ca multimea este mai latd in anumite directii decat in altele. Vom
considera imediat un exemplu semnificativ [Boyd si Vandenberghe, 2003].

Numirul de conditionare al unui elipsoid. Fie elipsoidul:
E= {x:(x—xo)TA_l(x—xo)S 1},

unde matricea 4 este simetrica si pozitiv definitd. Latimea elipsoidului £ 1in
directia g este data de:

= o' () ()l

Deci latimile minima si maxima sunt:

Wmin = 2/1min (‘4)1/2 ’ $1 VVmax = 2’//i’max (‘4)1/2 .
Ca atare, numarul de conditionare al elipsoidului £ este
A (4
cond(E) = A () =x(A4),
/1 min (A)

adica este egal cu numarul de conditionare al matricei 4 care defineste elipsoidul.
Sa presupunem ca pentru toti x functia f satisface conditia de marginire

a Hessianului m/ < V?f(x)<MI. Cu aceasta si calculim o margine a
numarului de conditionare a multimilor de nivel constant egal cu « :

C,={x:f(x)<a}

unde a > f " . Considerand in inegalitatile (5.3.6) si (5.3.11) x = x obtinem:
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e TRy N RSN

Aceasta implica urmatoarele incluziuni B,, c C, < B

ou

b=yl < (2 0)

B ={yily-o], < (2L
m

Cu alte cuvinte, multimea de nivel constant egal cu « contine sfera B, si este

5"

unde:

continuta in sfera B, . Ca atare, raportul razelor acestor sfere furnizeaza o margine

superioard a numarului de conditionare a lui C,, :
M

cond(C,) < —.
m

De aici rezultd urmatoarea interpretare geometricd a numarului de conditionare
2 * . . n . A e A . .o

x(V” f(x)) aHessianului in punctul de optim. Intr-adevar, in jurul lui x putem

scrie:

* 1 * * *
GENS +5(y—x ) VG =x7)
de unde rezulta ca pentru valori & suficient de apropiate de f 5,

. *\T 2 * * *
C,~{y:(v—x)' V() y—x)<2a— /M),
adica aceasta multime de nivel constant este bine aproximata printr-un elipsoid
centratin x . Deci

lim _cond(C,)=x(V’f(x")),
a—>f*

- . . . . * . -
care aratd cum multimile de nivel constant de valori « > f caracterizeaza

numarul de conditionare al Hessianului in punctul de optim.
In sectiunile urmatoare ale acestui capitol vom prezenta o analizd a
algoritmilor de optimizare fara restrictii care precizeaza margini asupra numarului

de iteratii necesare pentru a realiza inegalitatea f(x,)— f <&, unde € este o

tolerantd 1n raport cu care se face optimizarea. Toate aceste margini utilizeaza
constantele necunoscute m si M, ceea ce implica imediat lipsa de valoare
practica a acestor rezultate. Totusi, conceptual aceste rezultate sunt valoroase
deoarece ele stabilesc convergenta algoritmului, chiar dacd marginile asupra
numarului de iteratii necesar obtinerii unei acuratete date depind de constante
necunoscute. Existd o exceptie de la aceastad situatie definitd de functiile convexe
auto-concordante. Pentru aceste functii se poate da o analizdA completa a
convergentei care nu depinde de nici o constantd necunoscuta, asa dupa cum vom
vedea 1n capitolul 6 cand consideram metoda Newton.
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In acest moment sa facem o mica recapitulare a dezvoltarilor ficute pana
acum. Observam ca utilizdnd constantele m si M cu care putem margini
Hessianul unei functii tare convexe am determinat margini ale suboptimalitatii
punctului x in termenii gradientului acestei functii in acest punct. Critica ce se
poate aduce acestui mod de abordare este cd aceste constante m i M sunt
cunoscute numai in cazuri foarte particulare (adica pentru functii foarte speciale),
asa incdt inegalitatea (5.3.8) nu are nici o valoare practica pentru a fi
implementata ca un criteriu de oprire a iteratiilor. Implicatia (5.3.8) are numai o
valoare calitativa, §i poate fi consideratd numai ca un criteriu conceptual de
oprire a iteratiilor in sensul cd daca gradientul functiei [ in punctul X este

suficient de mic, atunci diferenta dintre f(x) si f este mica. Altfel spus, daca

oprim un algoritm de optimizare de indata ce ||Vf (x, )|| , <1n,unde 7 este ales

suficient de mic, in fapt mai mic decat vme , atunci speram ca f(x,)— f "<e.

Remarcam imediat ca toate aceste consideratii sunt valabile numai pentru functii
tare convexe. Pentru functiile neconvexe nu putem spune nimic.

In cele ce urmeazi si prezentim analiza convergentei algoritmului de
gradient descendent pentru situatia In care lungimea pasului se determina prin
cautare liniara exactd si apoi prin backtracking. Importanta acestei analize consta
in faptul ca aceasta ilustreaza o metodologie de studiu a convergentei, care se
poate aplica §i altor metode de optimizare. In particular o vom aplica metodei
Newton.

Presupunem ca functia f este tare convexd pe S, asa incat, dupa cum am
vazut in sectiunile anterioare, rezulta ca existd constantele pozitive m si M, astfel

incat ml < V> f(x) < MI . Definim functia ¢ : R — R prin:
p(a) = f(x, —aVf(x)).
In analiza care urmeaza vom presupune ci x, —aV/(x,)€ S . Din inegalitatea

(5.3.11), in care punem y = x, —aVf(x,), obtinem:
» Ma? 2
o(@) < f(x)=a |V )l + ==V G- (53.14)

Cautare liniara exacta. Presupunem ca in pasul 3 al algoritmului 5.1.1, al pasului
descendent, pentru determinarea lungimii pasului, utilizim o cautare liniara exacta.
S4 minimizdm in raport cu « ambii membrii ai inegalitatii (5.3.14). Membrul
), unde «

sting furnizeazd valoarea @(c este lungimea pasului care

exact exact

minimizeazd ¢ . Membrul drept este o functie patratica, care este minimizata de

a =1/M siare valoarea minima egald cu f(x,)—(1/ 2M)||Vf(xk)||§ . Deci:
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2

F ) = 0@ ) < £ ()= VTG

Scazand f " din ambii membrii obtinem:
* * 1
fE) =1 < S @)= =5 V@l
Dar din (5.3.7) observam ca ||Vf(xk )||§ >2m(f(x,)—f") ceea ce implici:
[ = f <A=m/MY(f ()= 1)

Aplicand recursiv aceastd inegalitate, obtinem:
)= f < (fx)- 1), (5.3.15)
unde ¢ = 1—%<1, ceea ce aratd ca f(x,) converge la f  cand k —> oo. In

particular, din (5.3.15) rezultd ci conditia f(x,)— f <& se realizeaza dupi cel
mult:
log((f(x)— ")/ &)
log(1/ ¢)

iteratii. Aceastd margine asupra numdrului de iteratii cerut de algoritmul
gradientului descendent furnizeaza o anumita intelegere a comportarii algoritmului.
Observam cd numaratorul din (5.3.16) este chiar logaritmul raportului dintre

(5.3.16)

suboptimalitatea initiala (diferenta dintre f(x,) si f ) si suboptimalitatea finala
(care trebuie sa fie mai mica sau egald cu ¢). Ca atare, numarul de iteratii depinde
de cat de buna este aproximatia initiald x, a punctului de optim. Pe de alta parte,
numitorul din (5.3.16) este o functie de M/ m, care dupa cum am vézut este o
margine a numarului de conditionare a Hessianului V> f(x) pe S, sau altfel spus,
numarul de conditionare a multimilor de nivel constant {Z :f(2) L a} . Pentru o
margine a numarului de conditionare M / m mare, avem:
log(1/¢)=log(l/(1=m/M))=m/ M,

astfel incdt marginea asupra numadrului de iteratii creste aproximativ liniar cu
cresterea lui M/ m. Deci, cind Hessianul lui [ linga X are un numar de

conditionare mare, atunci algoritmul pasului descendent cere un numar mare de
iteratii. Invers, daca multimile de nivel constant ale lui f sunt relativ isotrope,

astfel incat marginea M| m a numarului de conditionare este relativ mica, atunci
din (5.3.15) se vede ca algoritmul este rapid convergent la solutie, deoarece c este
mic, sau cel putin nu este apropiat de 1. Relatia (5.3.15) aratd ca eroarea

f(x,)—f tinde la zero ca o serie geometrica, adica convergenta algoritmului de

gradient descendent este liniard, §i aceasta este tot ce se poate spera de la acesta.
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Ciutare cu backtracking. In continuare sa consideram cazul in care in pasul 3 al
algoritmului pasului descendent 5.1.1 utilizam o cautare liniara cu backtracking.
Vom arata ca conditia de terminare a cautdrii liniare cu backtracking:
2

p(a) < f(x) = pa|Vf(x)],
este satisfiacutd ori de cate ori 0<a <1/M . Pentru aceasta, notim ca din
convexitatea lui —a +Ma’ /2 rezulta ca:

2

Mo o
<——.

2
Cu acest rezultat si utilizand (5.3.14) obtinem ca pentru 0<a <1/ M :

P(@) < S ) =al¥f Gl += 5|V )

< f(x)—(a/2)|Vf )
< f(x) - pa|Vf(x)

deoarece p <1/2. Deci cautarea liniard cu backtracking se termina fie cu @ =1,

0<a<l/M = -a+

2
2

fie cu o valoare o> ff/M . Aceasta furnizeazi o margine inferioard asupra
reducerii functiei de minimizat. In primul caz avem:

S () Sf(xk)_p”vf(xk)

2
97

iar in al doilea caz:

FCo) < L) = (B! M)|VF ()]s

Impreuni aceste inegalititi dau:

f () < f () =min{p, fp ! MY|Vf ()],
Procedand analog ca 1n cazul cautdrii liniare exacte, adicd scazand din ambii
membri f si tindnd seama c ||Vf(xk )”z >2m(f(x,) — f7) obtinem:

f(karl)_f* S(l—min{Zmp,z'B%}j(f(xk)—f*)-
Deci:

@)= f < (fx)-17),

unde

. 2pBpm
c=1—min<2mp,——}. 5.3.17
{amp 280m (5:3.17)

A - - .. . . * .
Ca atare, la fel ca in cazul cautarii liniare exacte, f(x,) convergela f  cel putin

la fel de repede ca o serie geometricd cu o ratd care depinde de marginea
numarului de conditionare M | m a Hessianului. Aceasta inseamna ca algoritmul
converge liniar.



¢ METODA PASULUI DESCENDENT ¢ 23

In finalul acestei sectiuni mentiondm ca alegerea normei utilizate pentru
definirea directiei pasului descendent este importantd in stabilirea convergentei

algoritmului. Dacd consideram norma euclidiana | , atunci, in punctul curent,

directia pasului descendent este chiar directia negativd a gradientului, adica
d, ==Vf(x,). Cu alte cuvinte, in norma euclidiand metoda pasului descendent

coincide cu metoda gradientului descendent. Acum, dacd considerim norma

1/2
patratica ”Z”P =(ZTPZ) , unde P este o matrice simetricd si pozitiv definita,

atunci in raport cu aceastd norma directia pasului descendent este datd de
d, =—P'Vf(x,). Interpretarea acestei situatii este simpla: directia de cautare
este chiar directia negativd a gradientului dupd schimbarea de coordonate
¥ = P"?x . Intr-adevar, utilizind aceasta schimbare de coordonate atunci problema
originald de minimizare a functiei f se poate rezolva prin rezolvarea problemei

echivalente de minimizare a functiei ]7 :R" >R, unde

]_”()?) = f(P?X) = f(x). Daci aplicim metoda pasului descendent functiei f,

. g . - N — : -1/2—
atunci directia de cautare in punctul x (care corespunde punctului x =P "X

pentru problema originald) este d =—Vf(X)=—P "?Vf(x). Dar, aceasti directic
corespunde directiei d = P (—P_I/ZVf (x)) =—P 'Vf(x) pentru variabilele

originale, adicd metoda pasului descendent in norma pétratica data de matricea P

este aceeasi ca metoda gradientului aplicatd problemei dupa o schimbare de

e . - 1/2 <
coordonate definitd de matricea P:Xx =P '“x. Acum, cunoastem cd metoda

gradientului lucreaza bine cand numerele de conditionare ale multimilor de nivel
constant nu sunt mari si lucreaza prost cand aceste numere sunt mari. Deci, cand
dupd o schimbare de coordonate multimile de nivel constant devin bine
conditionate, atunci metoda pasului descendent este eficientd. Aceastd observatie
furnizeaza o idee de alegere a matricei P . Aceasta se alege astfel incat multimile

de nivel constant ale lui f, transformate prin P"? s fie bine conditionate. De

-~ A . * . . a . .
exemplu, daca in punctul de optim x se cunoaste o aproximatie B a Hessianului

Vi f (x"), atunci o foarte buna alegere a lui Peste P = B , deoarece Hessianul lui

f in punctul de optim este é_l/zvzf(x*)é_l/z =], care are un numar de
conditionare mic.

In concluzie, putem spune ci:

¢ Algoritmul pasului descendent are o convergentd liniard, adicd eroarea
f(x,)—f" tinde la zero ca o serie geometrica.

¢ Rata de convergenta depinde foarte mult de numarul de conditionare al
Hessianului functiei de minimizat, care este necunoscut, sau de multimile de
nivel constant ale acesteia. Convergenta poate fi extrem de slaba chiar pentru
probleme relativ bine conditionate. Cand numdrul de conditionare este mare,
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atunci algoritmul este asa de lent convergent incdt nu are nici o valoare
practica.

¢ Parametrii p si [ utilizati in cautarea liniara cu backtracking nu au un efect

foarte mare asupra convergentei algoritmului. Cautarea liniard exactd
imbunatateste convergenta, dar fard un efect semnificativ.

5.4. METODA PASULUI DESCENDENT RELAXAT

Este foarte interesant sd vedem ce se intampla daca modificam aleator lungimea
pasului in intervalul [0,1] , adica consideram iteratii de tipul:

X, =X, +0a,d,, (5.4.1)
unde d, =-Vf(x,), iar 6, este o variabild aleatoare uniform distribuita in
intervalul [0,1]. Obtinem astfel un algoritm de gradient descendent relaxat. In
acest caz, pentru exemplul 5.2.1, evolutia erorii ‘ f(x)-f (x*)‘ este ca in figura

5.4.1. Observam cd 1n acest caz, al functiilor patratice pozitiv definite, algoritmul
pasului descendent relaxat este superior celui clasic. O evolutie ceva mai buna din
punctul de vedere al numarului de iteratii se obtine cand 6, este selectat ca o

variabila aleatoare uniform distribuita in intervalul [0,2] )

1o ! ! ! ! ! !
iF'asuI desicendent \.'eirsus pasulidescender%n relaxat
¢ n=500
R Matricea Q=[1.2.__n]
10 R e -
&
=
= 1 :
i . Pasul descerident
Ll S T L S et oo —
L]
o
E
(=3
=
im]
0 o T T -
iter=408 ; ; ; | iter=3342
10'-5 i i i i | i
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

MNumarul de iteratii

Fig. 5.4.1. Evolutia erorii ‘ f(x)-f (x*)‘ pentru algoritmul pasului descendent

relaxat In comparatie cu algoritmul pasului descendent.
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Considerand diferite valori pentru 7z observim comportarea acestor algoritmi.
Tabelul 5.4.1 aratd numdrul de iteratii corespunzdtor algoritmului pasului
descendent si a variantei sale relaxate, pentru situatia in care &, €[0,1] si

respectiv 8, € [0,2].

Tabelul 5.4.1. Numarul de iteratii corespunzator algoritmului
asului descendent si a versiunii sale relaxate.

Pasul Pasul descendent Pasul descendent

" descendent relaxat 0, <[0,] relaxat 6, «[0,2]
1000 6682 812 860
2000 13358 950 1676
3000 20034 1627 1684
4000 26710 1407 1780
5000 33386 1615 1962
6000 40062 2198 1992
7000 46738 2684 1850
8000 534414 2440 2348
9000 60092 1765 3028
10000 66768 3005 3231

Aceasta ilustreaza o foarte serioasa limitare a selectarii lungimii optime a
pasului de deplasare in algoritmul pasului descendent si in acelasi timp o anumita
derutd deoarece o modificare foarte simplad a lungimii pasului provoaca schimbari
semnificative in comportarea acestuia. In fapt, pentru functii patratice pozitiv

definite, in conditii foarte comode asupra lui 8, € [0,2] , putem stabili urmatorul

rezultat de convergentd a algoritmului pasului descendent relaxat [Raydan si
Svaiter, 2002].

Teorema 5.4.1. Pentru problema
min f(x)= %xTQx ~b'x,
unde Q € R™" este o matrice simetrica si pozitiv definitd, dacd sirul 0, € [0,2]
are un punct de acumulare " € [0,2] , atunci girul x, :
_ &8
£:0g;

generat de algoritmul pasului descendent relaxat, este convergent liniar la x

e =% — 00,8, ; a, g =0x;,

Demonstratie. Observam ca pentru orice k functia

®,(0)=f(x,-0c,g,)
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este un polinom convex de ordinul doi care isi atinge minimul in punctul 6 =1.

Mai mult, vedem ci @, (0) = ®, (2) si pentru orice € € [0,2], ® (8)< D, (0).
Deci pentru toti k, f(x,,,)< f(x,). Deoarece f este marginitd inferior,
rezulta ca

qm (S (x) = S (x0)) = 0.
—>0

Un calcul simplu arata ca:

r\
f@@-ﬁh&)=fuﬁ—(9—l¢jgiédﬂ

2 ) &0
Observim cd pentru € € [0,2], 0—-0°/2>0. Deci f(x,) este un sir
necrescator convergent la f(x").
Exista un & e (0,1) astfel incat &< @ <2—&. Deoarece ®,(8) este convexa
pentru orice 8 €(&,2—&) rezultaca @, (0) <D, (). Dar,

D, (£) <@ (0)-& (P, (0) -, (1)).

Cum
2
1(grg,)
O,0)-0, (=777,
¢ 2 g 0g,
rezulta ca
ro\2
8r 8
0,6 <0, 0)- £ (E8)
2 g,0g,
Deci
T \? T
0,00, 88 )  £ale
2 gk ng 2 ilnax
adica
S(x) = f(x, =S, g,) >%”g1f”2-

Dar, f(x,)—f(x,—&a,g,)—0, ceea ce arati ca g, —> Osi deci x — x’,
solutia problemei. Cum f(x,) este un sir necrescitor, acesta tinde la f(x") ceea
ce implica x — x. |

Teorema 5.4.1 arata cad metoda gradientului descendent cu relaxare merita
a fi consideratd ca o imbunatatire a metodei gradientului descendent clasice.
Totusi, in anumite cazuri particulare selectia lungimii optime este cea mai buna
alternativa. De exemplu, daca directia de cautare este chiar un vector propriu atunci
metoda clasica furnizeaza solutia intr-un singur pas. In acest caz relaxarea nu este
de nici un folos. Dar aceasta situatie este foarte rara, asa incat relaxarea poate fi o
tehnica foarte buna de accelerare a metodei gradientului descendent.
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Urmatorul exemplu aratd comportarea algoritmului pasului descendent
echipat cu cautarea liniara cu backtracking.

Exemplul 5.4.1. Fie functia:

fv)=Dix? +L(ix,) .

- 100

i=1

Considerand x, = [0.5,0.5,...,0.5], p=0.0001 si S=0.8 in procedura de
cautare liniara cu backtracking (Algoritmul 4.3.2) si cu criteriul de oprire a
iteratiilor

va(xk)HS Sg cu gg — 10—6 ,

atunci pentru n =100, evolutia erorii ‘ f(x)-f *‘ datd de algoritmul pasului

descendent in comparatie cu a celei corespunzdtoare versiunii relaxate este data in
figura 5.4.2. Pasul descendent necesita 721 de iteratii, fatd de numai 227 de iteratii
cat necesita varianta relaxatd a algoritmului pasului descendent. Din figura 5.4.2
intuim imediat cd si versiunea relaxatd a algoritmului pasului descendent are o
convergenta liniard.

Tabelul 5.4.2 aratd numarul de iteratii i lungimea medie a pasului
corespunzator algoritmului pasului descendent (PD) si a versiunii relaxate (PDR)

cu 8, €[0,1], pentru diferite valori ale lui 7.

10- T T T T T T T
i Pasul descendent versus:pasul de$cendent relaxat
: n=100 :

10'3 _____________________________________________________________________ _
&
=
=
FRT) R PN ' SO e VSO SN SO SRS TR S .
L]
L
=
L=
=
w i i

10 ------ U LT S A _

. Pasul ?:Iescendeiht relaxati | | | ii;er=?21
107
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Numarul de iteratii

Fig. 5.4.2. Pasul descendent versus pasul descendent relaxat.

Din tabelul 5.4.2 se vede ca in cazul algoritmului pasului descendent relaxat,
lungimea medie a pasului de-a lungul directiei negative a gradientului este cu un
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ordin de mirime mai mare decit lungimea medie generatd in cazul algoritmului
pasului descendent.

Tabelul 5.4.2. Numarul de iteratii i lungimea medie a pasului
de deplasare pentru algoritmul PD si PDR echipate cu backtracking.

PD PDR
n # iter pasul mediu # iter pasul mediu
500 3601 0.00200632 584 0.0215758
1000 7207 0.00100033 613 0.0169619
2000 15258 0.00050113 1171 0.0102804
3000 21542 0.00033496 2045 0.0069395
4000 29540 0.00025162 1910 0.0056208
5000 36948 0.00020132 1513 0.0067056

Observam imediat cd si in cazul functiilor convexe versiunea relaxatd a
algoritmului pasului descendent este superioara celei clasice.

Extensia acestui algoritm de pas descendent relaxat la cazul functiilor
generale este imediati [Andrei, 2004b]. Intr-adevar, urmitorul exemplu arati
comportarea  variantei  relaxate a  algoritmului  pasului  descendent:

X, =X, +6,a,d,,unde d, =-Vf(x,), 0, este o variabild aleatoare uniform

distribuita in intervalul [O,l] , lar ¢, este determinat prin backtracking.

Exemplul 5.4.2. Fie functia:
F(x)=(x, =3+ 2(x, =3-2(x, + x,+-+x,))
=2

Considerand punctul initial x, = [0.001,...,0.001] , si criteriul de oprire a

2

iteratiilor HVf (x, )” <&, unde €, = 107, atunci numirul de iteratii
corespunzator celor doi algoritmi echipati cu backtracking ( o =0.0001 si

£ =0.8), pentru diferite valori ale lui 7, este ca in tabelul 5.4.3.

Tabelul 5.4.3. Numarul de iteratii i lungimea medie a pasului

de deplasare pentru algoritmul PD si PDR echipate cu backtracking.
PD PDR

n # iter pasul mediu # iter pasul mediu
10 186997 0.103413 40462 0.327121
20 253806 0.047808 101595 0.217972
30 410108 0.031707 105885 0.172842
40 780362 0.024489 122293 0.146184
50 829749 0.020759 144316 0.126295

Aceste exemple numerice aratd [limitele algoritmului pasului descendent.
Observam ca o modificare multiplicativa, foarte simpld, a lungimii pasului prin

intermediul unei variabile aleatoare, uniform distribuita in intervalul [0,1] ,
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provoaca schimbari majore in comportarea algoritmului gradientului descendent.
Aceasta ilustreazd o robustete foarte scazutd a algoritmul pasului descendent la
variatia lungimii pasului. Procedura de backtracking, precum si cea bazatd pe
cautarea liniara exactd, limiteaza foarte mult performanta algoritmului gradientului
descendent. In fapt, pentru cazul functiilor tare convexe se poate demonstra
urmatoarea teorema.

Teorema 5.4.2. [Raydan si Svaiter, 2002] Daca sirul 0, are un punct de
acumulare 0" € (0,1), atunci sirul x, generat de algoritmul pasului descendent

*
relaxat converge la x .

Demonstratie. Sa consideram functia p(0) = f(x, —Oa,g,), unde
. = Vf(x,). Putem scrie:

1
Sf(x, —0a,g,) = f(xk)_eaknggk +—92a,fg,fvzf(xk)gk.
2

Deoarece functia f este tare convexd, urmeazi cd @(6) este o functie convexa si

@(0) = f(x,). Din tare convexitatea lui f urmeaza ca:

f@@—ﬁamh)ﬁf(n)—(ﬁ—kgnfyjaJBJ;

Dar, 9— 5 U 02 este o functie concava si nenegativa pe (0,2/ M ak) si are

valoarea maximd 1/2Mea, in 1/Mea,. Deci f(x,,,)< f(x,) pentru toti k.
Deoarece f este marginita inferior, rezulta ca:

hm(fuu f(x))=0

In continuare sd presupunem ca [ este tare convexd si cad multimea de

nivel constant § = {x e dom f: f(x)< f(x, )} este inchisd. Atunci putem

demonstra urmatoarea teorema care aratd convergenta liniard a algoritmului pasului
descendent relaxat echipat cu cautarea liniara cu backtracking.

Teorema 5.4.3. Pentru functii tare convexe algoritmul pasului descendent relaxat
prin sirul 8, , unde 6, este o variabild aleatoare uniform distribuitd in intervalul

[0,1], care utilizeaza cautarea liniara cu backtracking (4.3.6) este liniar
convergent §i

fuu—f“s(_q}fw@—fﬁ, (542)

unde
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¢, =1=min{2mp0, ,2mp6,B/ M} <1. (5.4.3)

Demonstratie. Consideram 0 < @ < 1, atunci

f(x, —eakgk)Sf(m—[e—M T 02}% el -

2

Ma 1
Notim ca 6 ——% " este o functie concavi si ci pentru toti 0< @ <
2 Ma,
o_M% g g
2 2

Deci

2
2

0
S -0 g,) < f(xk)_zak ||gk ”z < f(x) - pOe ||gk

deoarece p <1/2. Ca atare, cautarea liniard cu backtracking se termind cu
a, =1 sau cu o valoare a, > f// M. Cu aceasta, la pasul k se obtine o margine
inferioard a descresterii functiei. In primul caz avem:

S < f(x) - pb, ||gk

2
2

iar 1n al doilea:

p 2
FG) <S50 =p0 4 Nl
Deci

f(xkﬂ)gf(xk)—min{pﬁk ’ngﬂ/M}”gk”z-

De unde obtinem:
SO =" < @)= S =min{p6.pO S/ MY|g.[;.
Dar Hgk Hi > 2m( f(x)—-f *) . Combinand aceste relatii gasim:

S )= f" <(1=min{2mp6, . 2mp, B/ M})(f(x)=f").
Notand: ¢, =1- min{Zmp@k ,2mp«9kﬂ/M} urmeaza cd pentru orice k =0,1,...

fe) =1 <el G- 17),
care demonstreazd formula corespunzitoare suboptimalitatii de la pasul k.
Deoarece ¢, <1, sirul f(x,) converge la f ca o serie geometrici cu un factor
care partial depinde de marginea asupra numdrului de conditionare M /m,
parametrii de backtracking p si S (vezi algoritmii 4.3.1 sau 4.3.2), sirul 6, al

numerelor aleatoare uniform distribuite in intervalul [0,1], precum si de
suboptimalitatea initialad. Deci algoritmul pasului descendent relaxat este liniar
convergent. M
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Studiu Numeric (PDR versus PD)’

Urmatorul set de experimente numerice ilustreaza comportarea algoritmului PDR
in comparatie cu algoritmul clasic al pasului descendent PD. in acest sens am
considerat un set de 32 de probleme de optimizare fara restrictii i pentru fiecare
problemd am considerat 10 instantieri in care numarul de variabile n ia valorile:
100,200,...,1000. Deci 1n total am rezolvat 320 de probleme. Atat algoritmul PD cat
si PDR utilizeaza acelasi test de oprire a iteratiilor dat de:

”Vf(xk)”z <g, sau ‘ngdk‘ ség; |f(xk+l)

unde &, = 10° si ¢ = 107" . In procedura de cautare liniard prin backtracking

5

se utilizeaza aceleasi valori pentru parametrii p si f: p=0.0001 , #=0.8.

Problemele de test sunt din colectia CUTE [Bongartz, Conn, Gould si Toint, 1995],

impreuna cu alte probleme de optimizare fara restrictii construite in acest scop.

PD.

Studiul numeric a fost facut in urmatorul context. Fie fl.PD si f; X valorile

functiei de minimizat i in punctul de optim calculate de algoritmul PD, respectiv
de PDR, pentru i=1,...,320. Zicem ca in cazul particular al problemei i
algoritmul PDR este mai performant decat algoritmul PD daca

‘ﬁPDR _fiPD‘<10—3

si numarul de iteratii, sau numarul de evaludri ale functiei si gradientului sau
timpul de calcul al lui PDR este mai mic decat numarul de iteratii sau numarul de
evaluari ale functiei si gradientului sau timpul de calcul corespunzator lui PD. Din
cele 320 de probleme rezolvate de PDR si PD, numai 280 satisfac criteriul de mai
sus.

Tabelul 5.4.4 contine numarul de probleme din cele 280 pentru care PDR
versus PD a realizat numarul minim de iteratii (#iter), numarul minim de evaluari
ale functiei si gradientului (#fg), respectiv timpul de calcul CPU minim (CPU).

Tabelul 5.4.4. Performanta lui PDR versus PD. 280 de probleme

PDR PD =

Hiter 224 56 0
#fg 229 51 0
CPU 229 51 0

De exemplu, referitor la numarul de iteratii, PDR a fost mai bun 1n 224 de
probleme (adica a realizat numarul minim de iteratii in 224 de probleme) fata de
PD care a realizat numéarul minim de iteratii doar in 56 de probleme. PDR si PD nu
au rezolvat nici o problema in acelasi numar de iteratii. Din acest tabel vedem clar
ca PDR este mult mai performant decat PD. Performantele acestor algoritmi au fost
vizualizate utilizdnd profilul Dolan-Moré¢ [2002]. Pentru fiecare algoritm
reprezentam grafic fractia din numarul de probleme pentru care algoritmul a fost cu
un anumit factor mai bun 1n privinta numarului de iteratii sau a timpului de calcul.

! Programul STEPDES.FOR din CD-ul anexat lucrarii implementeazi algoritmii de pas
descendent si de pas descendent relaxat.



32 ¢ CRITICA RATIUNII ALGORITMILOR DE OPTIMIZARE FARA RESTRICTII ¢

Partea din stanga din figurile 5.4.3a si 5.4.3b aratd procentajul din cele 280 de
probleme pentru care un algoritm este mai bun. Partea din dreapta aratd procentajul
problemelor care au fost rezolvate cu succes de fiecare algoritm. Vedem ca ambii
algoritmi au rezolvat cu succes toate cele 280 de probleme.

09F

08

0rF Pasul descendent relaxat

06

05F
Pasul descendent

04
03
02

01 MNumarul de iteratii, 280 probleme

Fig. 5.4.3a. PDR versus PD. Numarul de iteratii.

09+

08

0.7
Pasul descendent relaxat

06F
051

04r Pasul descendent 1

03r
02

01l Timpul de calcul, 280 probleme i

Fig. 5.4.3b. PDR versus PD. Timpul de calcul.

Curba superioara corespunde algoritmului care a rezolvat cele mai multe probleme
intr-un numar de iteratii (figura 5.4.3a) sau intr-un timp de calcul (figura 5.4.3b)
care este un multiplu 7 al celui mai bun numar de iteratii sau respectiv al celui mai
bun timp de calcul. Deoarece aceastd curba corespunde algoritmului pasului
descendent relaxat, rezulta clar ca acesta este de departe superior algoritmul pasului
descendent clasic.
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In continuare si vedem o altid analiza dati de performanta relativi a
numarului de iteratii (iter), sau a numdarului de evaluari ale functiei de minimizat si
a gradientului acesteia (fg), sau a timpului de calcul (time) pentru algoritmul PDR
sau PD. Performanta relativa corespunzatoare numarului de iteratii este definitd sub
forma:

. i
itetppr_pp =—10g, @
itery,
unde iter,iDR este numdrul de iteratii corespunzator algoritmului PDR pentru a
rezolva a i —a problema. iter,iD are o interpretare similara, pentru algoritmul PD.
Vedem imediat ca semnul lui iter;,, ,, indica algoritmul castigitor. Intr-adevir,

in toate cazurile in care itery,, p, este pozitiv rezultd ca algoritmul PDR este

superior lui PD din punctul de vedere al numarului de iteratii. Pentru numarul de
evaluari ale functiei si gradientului sau in ceea ce priveste timpul de calcul,
performanta relativdi se defineste analog. Observam cd acest indicator de
performanta relativa este exact profilul de performanta definit de Dolan si Moré,

pentru 7 =1. In figurile 5.4.4a si 5.4.4b prezentim valorile lui iter} . pp

respectiv time,,,_p, » pentru acest set de 280 de probleme, unde problemele au

A . - . . i . . .
fost plasate in ordinea descrescatoare lui ‘lterPDR_PD , s1 respectiv ale lui

i
‘tlmePDR—PD ‘ .

. : : : : :

s i Performanta relativa la numarul de: iteratii

PDR versus PD

N o | 280probleme | o ]

Factorui de performa“:nta = 224!’56: =4

Performanta relativa la numarul de iteratii

0 50 100 150 200 250 300
Probleme

Fig. 5.4.4a. Performanta relativa la numarul de iteratii: ifterp,, pp .

Numdrul de probleme pentru care ifer;,, », este pozitiv este 224, iar numarul de

probleme pentru care ifer;,, p, este negativ este 56. Vedem imediat ca factorul de
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performantd relativ la numarul de iteratii, care se defineste ca raportul dintre
numarul de probleme pentru care iter,,_,, este pozitiv si numarul de probleme

pentru care iters,, ,, este negativ este egal cu 4. Numarul de probleme pentru
care timel,, ,, este pozitiv este 229, iar numirul de probleme pentru care

timel,,,_pp, este negativ este 51.

5 : : : : :

: Performanta relativa; la timpul de! calcul :
e R e e e -
: PDR versus PD :

3 i i 280 pro:bleme i |
Factnrtiul de perfnrm:énta = 229.#551 =44

Performanta relativa la timpul de calcul

| | | |
0 50 100 150 200 250 300
Probleme

Fig. 5.4.4b. Performanta relativa la timpul de calcul l‘ime;D R_PD -

Vedem ca factorul de performanta relativ la timpul de calcul este mai mare decat
4.49, adica numarul de probleme rezolvare de algoritmul PDR intr-un timp mai bun
este de 4.49 ori mai mare decét cel rezolvat de algoritmul PD.

5.5. ALGORITMUL PASULUI DESCENDENT
ACCELERAT CU BACKTRACKING

Algoritmul pasului descendent se dovedeste a fi eficient pentru functii bine
conditionate, dar pentru functii prost conditionate acesta este excesiv de lent,
neavand nici o valoare practica. Chiar pentru functii patratice algoritmul pasului
descendent cu cautare liniard exacta se comporta prost in conditiile in care numarul
de conditionare al matricei se deterioreazd (creste). Dupa cum cunoastem, in
punctul curent x, directia negativa a gradientului este cea mai buna directie de

cautare a minimului functiei f, si aceasta este directia pasului descendent. Totusi,
de 1ndata ce ne deplasdm in aceasta directie, ea Inceteaza de a mai fi cea mai buna
si continud sd se deterioreze pand cand devine ortogonala pe — Vf(x,). Adica,
algoritmul incepe sa facd pasi din ce In ce mai mici nelnregistrand nici un progres
catre minim. Acesta este principalul defect al metodei, lungimea pasilor de
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deplasare este prea micd, adicd pe segmentul de linie care uneste x, si x,,, se
gisesc puncte z, in care —Vf(z,) furnizeaza o directic de cautare mai buna
decat — Vf(x,,,).

In aceasta sectiune prezentdm algoritmul pasului descendent accelerat cu

backtracking pentru rezolvarea problemei (5.0.1) [Andrei 2006]. Considerand
punctul initial x, putem imediat calcula f, = f(x,), g, = Vf(x,) si prin

backtracking ¢,. Cu acestea, la urmatoarea iteratie se calculeaza x, = x, — &g,
unde din nou f; si g, pot fi calculate. Acum, la iteratia k =1,2,... cunoastem
X,, f; si g,. Utilizdnd procedura de backtracking se determina lungimea pasului

a, cu care se calculeaza punctul z=x, —,g, . Prin backtracking obtinem un
a, €(0,1] astfel incat:
f@)=f(x —g)< f(xk)_pakglzgk'

Cu acestea sa introducem algoritmul pasului descendent accelerat prin intermediul
urmatoarei relatii de recurenta:

Xe =X — 00,84, (5.5.1)
unde €, >0 este un parametru care urmeazd a fi determinat cu scopul de a
imbunatati comportarea algoritmului pasului descendent. Avem:

1 2
Oy —ag) = () ~agi g+ 5 gV (g +o(fee)
Pe de alta parte, pentru € > 0, avem:
1 2
[ —0a,8,) = f(x) - 00,8/ g, + =gV’ f(x)g, +o||0xg ).
2

Putem scrie:

f o —0a,8,)=f(x, —a,g,)+ ¥, (0), (5.5.2)
unde
1
¥ (0)=(1-0)a.g, g, —5(1—92)afgfvzf(xk)gk
2 2
+92ak0(ak le:| )—ako(ak el ) (5.5.3)
Notam:
a, =o,8,8, >0,
by =gV [(x,)g
2
gzo(ak”gk” ).
Observam ca pentru functii convexe b, = 0.
Deci

¥ (0)=(1-0)a, —%(1—92)bk +0ae—a,e. (5.5.4)
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Acum, vedem ca ¥} (0) = (b, +2a,£)0—a, si ¥,(0,)=0,unde

%

- b, +2a,&

Observam ca W] (0)=—a, < 0. Deci, ¥, (0) este o functie patratica convexa cu

m

valoarea minima in punctul 6, si
¥ (0)=— (a, (O + 2ak8))2 <0.
2(b, +2a,¢)

Considerand @ =6, in (5.5.2),si b, >0, vedem ca pentru orice k
(a, — (b, +20,&))
2(b, +2a,¢)
care este o posibild imbunatitire a valorilor functiei f, (cand

a,—(b+2a,)#0).
Deci, utilizand aceastd simpla modificare multiplicativa a lungimii
pasului ¢, sub forma 6,¢,, unde 6, =0, =a, /(b, +2a,¢), sitinand seama de

S —0,a,8)=f(x, —a,g)— < S - 8)s

conditia de backtracking f(x, —a,g,) < f(x,)—pa,glg, (vezi algoritmul
4.3.2) obtinem:

(a, — (b, +2a,8))’
fo) =10 —02,8,) < (%) - payg g ———— ‘

2(b, +2a,¢)

(a, — (b, + 2ak8))2
2(b, +2a,¢)

=f(xk>{pak + < /@), (.55)

deoarece
2
pa, + (a, — (b, +2a¢)) >0,
2(b, +2a,¢)
unde p €(0,1/2). Observam ca dacaa, < b, atunci
(a, — (b, +2a,¢))’ S (a,—b,)
2(b, +2a,¢) 2b,

si din (5.5.5) obtinem:

S (x0) Sf(xk)_|:pak +

(a, — (b, +2a,¢))’
2(b, +2a,¢) }
2
<f<xk)—[pak+M}Sf<xk>. (556)
2b,
Deci, neglijand contributia termenilor de ordin superior & incd obtinem o
imbunatatire a valorilor functiei de minimizat.
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Pentru a stabili algoritmul trebuie sa determinam o cale comoda de calcul a
lui b, . Pentru aceasta, in punctul z =x, —¢, g, avem:

1 -
f@=f(x-g)= f(xk)_akglfgk +5alzgl€v2f(xk)gk:
unde X, este un punct de pe segmentul de linie care uneste x, si z. Pe de altd

parte, in punctul x, =z + ¢, g, avem:

)= Grag) = fQ)ragl e+ aglV (e

unde g = Vf(z) si X, este un punct de pe segmentul de linie care uneste x, si
z. Avand in vedere caracterul local al cautdrii si ca distanta dintre x, si z este
micd, putem considera X, = X, = x,. Cu acestea, adunand egalititile de mai sus
obtinem:

b,=a,g V' f(x)g, =-a.y g, (5.5.7)
unde y,=g. — g;-

Deoarece de-a lungul iteratiilor algoritmului pasului descendent g, — 0
putem neglija contributia lui & si sd consideram 6, = 6, = a, / b,. Cu acestea se
poate prezenta urmatorul algoritm de pas descendent accelerat.

Algoritmul 5.5.1. (Algoritmul pasului descendent accelerat)

Pasul 1. | Se considera un punct initial x, € domf si se calculeaza:

fo=f(x,)si g, =Vf(x,) .Sepune k =0.

Pasul 2. | Utilizand cautarea liniard cu backtracking se determind lungimea
pasului , .

Pasul 3. | Se calculeaza: z=x, —a, g,, g&. =Vf(z)si y,=¢g.—-g,.

Pasul 4. | Se calculeazd: a, =a,g,g,, b, =—a,y g, si 0, =a,/b,.

Pasul 5. | Se actualizeazd variabilele: x,,, =x, —6,a,g, si se calculeaza
f k+1 Si Er1-

Pasul 6. | Se testeaza un criteriu de oprire a iteratiilor. De exemplu, daca
|| g,m” <&, unde 0<¢& < leste o toleranta de terminare a iteratiilor,

atunci stop; altfel se pune k = k +1 si se continua cu pasul 2. ¢

Algoritmul pasului descendent (PD) se poate obtine imediat din algoritmul pasului
descendent accelerat (PDA) prin evitarea pasilor 3 si 4 si considerarea valorii

6, =1 in pasul 5 unde variabilele sunt actualizate.
Observdm ci dacd a, > b, , atunci 6, > 1. In acest caz 6., > a, si este

posibilca ., <1 sau 6,«, >1, adica este posibil ca lungimea pasului 8,c, sa
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fie mai mare decat 1. Pe de alti parte, dacd @, <b, , atunci 8, <1. In acest caz
6., <a, <1,adica lungimea pasului 6., este redusd. Deci, daca

a, #b,,atunci @, #1 si lungimea pasului ¢, calculatd prin backtracking va fi
modificatd, prin cresterea ei sau reducerea ei cu factorul @, , astfel evitand ca
algoritmul sa faca pasi ortogonali de-a lungul iteratiilor.

Neglijand ¢, din (5.5.4), vedem ca dacda a, <b, /2, atunci
W, (0)=a, -b,/2<0 si 0, <l. Pentru orice & e [0,1], ¥, (0)<0. In
consecintd pentru orice € € (0,1), f(x, —0c,g,) < f(x,). In acest caz, pentru
orice @ €[0,1], Oa, <a,. Totusi in algoritmul 5.5.1 am selectat 8, =6, ca
punctul care realizeaza valoarea minima a lui ‘¥, (). Remarcam imediat ca in
cazul algoritmului de pas descendent relaxat am selectat parametrul 6, in mod
aleatoriu din intervalul (0,1). Esenta accelerarii pasului descendent constd tocmai

in selectarea acelei valori a lui @, care realizeaza minimul valorii functiei ‘¥, (8).

Teorema 5.5.1. Presupunem ca f este o functie tare convexa pe multimea de nivel
constant S = {x f(x0)<L f(xo)}. Atunci, sirul x, generat de algoritmul PDA

«
converge liniar la x .

Demonstratie. Din (5.5.5) avem ca f(x,,,) < f(x,), pentru toti k. Deoarece f
este marginita inferior, rezulta ca

Jim (o) = (x,0) =0

Deoarece f este tare convexd, atunci existd constantele pozitive m si M astfel
incat ml <V?* f(x)< MI pe multimea de nivel constant S. Presupunem ci
x,—ag, €S six,—0 ag, €S,pentru 0<a<1.

Presupunand ca a, < b, , atunci

F 50,80 < £, ~agy) - B0
2b,
Dar, din proprietatea de tare convexitate avem urmditoarea margine superioara

patraticd asupra lui f(x, —ag,):

S —ag)< f(x)- 0‘||gk|| + ||gk||

Observam ca pentru 0<a <1/M, —0(+M0(2/2S—a/2 care urmeazd din

convexitatea lui —a +Ma?* /2. Cu acest rezultat obtinem:

S —ag)< f(x)- a”gk” + ”gk”
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< f(x»—%ngk | < fe)-pag

2 b

deoarece p <1/2.

Cautarea liniara cu backtracking se termind fie cu a =1, fie cu o valoare
a> /M. Aceasta furnizeazd o margine inferioard asupra reducerii valorilor

functiei f. Pentru o =1 avem:
2
S, —ag)< f(xk)_p”gk”z
sipentru a = /M
2
S, —ag,)< f(xk)_j/[_ﬁ”gknz :

Deci, pentru 0 < <1/ M, intotdeauna

S —ag )< f(x)- mm{p, }”gk” (5.5.8)

Pe de alta parte,
(Clk _bk)2 > (a”gk ||z _azM ||gk ||§) _ (1 OKM) || ||2
2b, 20°M | gk||j z

Acum, ca mai sus, pentru @ =1:

(a, =b)’ _(I—M) H H

2b,
Pentru a > /M
(a, — ) (1_,8) H H
2, 8t
Deci,
(a, = b,)’ Ja-Mm)? a-p)
Wme{( 2M) ,( 2]5) }Hgkuz (5.5.9)
Considerand (5.5.8) impreuna cu (5.5.9) obtinem:
S, =0,ag,)< f(x)- mln{p, }”gk”
1-M 1-
{( 2M) ! hY }|| ) (5.5.10)

Deci

F30-105,02 min o 22 i M0 OB
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Dar, f(x,)— f(x,,,) = 0 siin consecinta g, tinde la zero, adica x, converge la
x". Avand in vedere ca f(x,) este un sir necrescitor, urmeazd ca
f(x,)converge la f(x"). Din (5.5.10) vedem ca

F G <7 {m,-n{p,ﬁl_ﬁ}+ mz‘n{“ T H Ja.]}

Combinand aceasta cu
2 *
gl = 2m( 1) 1)
si scazand f " din ambii membrii ai inegalitatii de mai sus concluzionam ca:

S -1 <draxn-r7), (5.5.11)

unde

M M

. * . . . -
Deci, f(x,) converge la f cel putin ca o serie geometrica cu un factor care

2 2
C=1—min{2mp,%}—min{(l_M) m,(l_ﬂ) m}<1. (5.5.12)

depinde de parametrii de backtracking si marginea asupra numdrului de
conditionare M / m. Deci convergenta algoritmului este cel putin liniard. B

La fiecare iteratie k, selectand 6, = @ in (5.5.1), algoritmul PDA reduce
valorile functiei ca in (5.5.11) unde c este dat de (5.5.12). Deoarece algoritmul PD
realizeaza (5.5.11) cu

2
c=1-min{2mp, mpp <1,
M
ca in (5.3.17), rezultd cd, daca @, #1, atunci algoritmul PDA constituie o
imbunatatire, adica o accelerare a algoritmului PD [Andrei, 2006].

Exemplul 5.5.1. Sa ilustram functionarea algoritmului de pas descendent accelerat
cu backtracking prin minimizarea urmatoarei functii (functia trigonometrica extinsa
[Andrei, 2003]).

f(x):i((n—Zn:cosijH(l—cosxi)—sinxl.] .

j=1

Consideram n =100, punctul initial x, =[0.2,...,0.2], si parametrii p =0.0001
si f=0.8 in procedura de backtracking. Criteriul de oprire a iteratiilor utilizat in
acest experiment numeric este:

b

”Vf(xk)”z <g, sau ‘ngdk‘ ség; |f(xk+l)
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-6

unde ¢, =107 si ¢ =107"" . Atunci, evolutia erorii in valorile functiei

‘ f(x)-f *‘, a contributiilor pa, corespunzitoare algoritmului pasului

descendent si (a, —b,)* /2b, corespunzitoare algoritmului pasului descendent

accelerat la reducerea valorilor functiei de minimizat, la fiecare iteratie, (vezi
(5.5.6)) sunt ilustrate in figura 5.5.1.

107 T T T T T T T

Pasul descendent accelerat
| Functia trigonometrica extinsa
o |l n=100, rho=0.0001

.IK [f{ack }-F|

5 rho*ak
[ Contributia pasului descendent

(ak-bk)%/2bk
o Contributia pasului descendent accelerat
- 1 1 1

1[] 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Fig. 5.5.1. Pasul descendent accelerat. ©=0.0001

Pasul descendent accelerat are aceeasi comportare ca pasul descendent. In primele

iteratii eroarea ‘ f(x)-f *‘ este puternic redusa, dupa care algoritmul devine din

ce in ce mai lent. Remarcim faptul ci contributia (a, —b,)* /2b, corespunzitoare
algoritmului pasului descendent accelerat la reducerea valorilor functiei de
minimizat este mai mare decat contributia pa, corespunzitoare algoritmului

pasului descendent. Vedem ca aceasta caracteristica se mentine de-a lungul tuturor
iteratiilor. Aceasta face ca algoritmul pasului descendent accelerat sa fie superior
de pas descendent.

Contributia pa, la reducerea valorilor functiei din cadrul algoritmului
pasului descendent depinde in mod direct de parametrul p din cautarea liniard cu

backtracking. Este foarte interesant sda vedem cum se modificd comportarea
algoritmului pasului descendent accelerat la modificarea parametrului o din

ciutarea liniara cu backtracking. In figurile 5.5.1a si 5.5.1b se arati evolutia erorii
si a contributiilor pa, si (a,—b,)’/2b, pentru p=0.01 si respectiv pentru
p=0.1.
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Pasul descendent accelerat Pasul descendent accelerat
Functia trigonometrica extinsa Functia trigonometrica extinsa
n=100, rho=0.01 n=100, rho=01

f(xk} £

: "
10 Contributia pasulul descendent V‘/‘/\/\/\,\

(ak-] bk}2f2bk
Cnntr\butla paaulu\ descendem accelerat
.

[Pl

tho*ak
Contributia pasului descendent

{ak-bk)?/2bk
15 ) Contributia pasului descendent accelerat 5 L L
0 20 40 60 80 100 120 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fig. 5.5.1a. Pasul descendent accelerat. p=0.01  Fig. 5.5.1b. Pasul descendent accelerat. p = 0.1

Observam ca in acest caz parametrul o din cdutarea liniara cu backtracking are o
importantd semnificativd in comportarea algoritmului de pas descendent si a
variantei sale accelerate. Valori mici ale lui p oferd o anumitd uniformitate in

comportarea algoritmilor. in aceste situatii vedem ca (@, —b,)* /2b, > pa, pentru
majoritatea iteratiilor. Dacd p este ceva mai mare, atunci din (5.5.6) vedem ca
algoritmul pasului descendent accelerat este incd o imbunatatire a algoritmului
clasic de pas descendent. Interesant este faptul ca cele doud contributii pa, si

(a, —b,)’ /2b, se urmaresc de-a lungul iteratiilor. Mai mult, acest experiment

numeric aratd ca selectia o =0.0001 din cautarea liniard cu backtracking este

foarte convenabild, aceasta ilustrand incd odatd ca pretentii nu prea mari in
reducerea valorilor functiei de minimizat prin backtracking sunt de preferat (vezi
figura 5.5.1). Parametrul £ din cdutarea liniard cu backtracking nu influenteaza

accelerarea pasului descendent.

Studiu numeric (PDA versus PDR si PD)

In cele ce urmeazi prezentim rezultatele unui studiu numeric privind comportarea
algoritmului pasului descendent accelerat (PDA) 1n comparatie cu algoritmul
pasului descendent (PD) si algoritmul pasului descendent relaxat (PDR). In acest
sens am considerat un numar de 31 probleme de optimizare fara restrictii §i pentru
fiecare problemd am considerat 10 instantieri In care numarul de variabile este
n =100,...,1000. Ca si in studiul numeric anterior problemele sunt din colectia

CUTE [Bongartz, Conn, Gould si Toint, 1995], impreuna cu alte probleme de
optimizare fara restrictii construite in acest scop. Toti algoritmii considerati sunt
implementati in Fortran utilizadnd acelasi stil de programare, precum si acelasi
criteriu de oprire a iteratiilor:

% Programul PDACC.FOR din CD-ul anexat lucrdrii implementeazi algoritmul de pas
descendent accelerat.
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”vf(xk)”z <&, sau o ‘ngdk‘ <& |f(xk+l)

b

unde &, = 10°° i £, = 107" . In procedura de cautare liniard prin backtracking

se utilizeaza aceleasi valori pentru parametrii o si f: p=0.0001, #=0.8.
Din cele 310 probleme rezolvate de acesti algoritmi am selectat 270 pentru care
diferenta dintre valorile functiilor de minimizat in punctul de minim este mai mica
decat 107

Tabelul 5.5.1 contine numarul de probleme, din cele 270, pentru care PDA,
PDR si PD realizeaza numéarul minim de iteratii (#iter), numarul minim de evaluari
ale functiei si gradientului (#fg), precum si timpul minim de calcul (CPU).

Tabelul 5.5.1. Performanta lui PDA versus PDR si PD. 270 de probleme.

#iter #fg CPU
PDA 193 154 156
PDR 81 85 85
PD 4 31 29

Referindu-ne, de exemplu, la timpul de calcul, observam ca PDA a realizat un timp
de calcul mai bun in 156 de probleme, fatd de PDR care a fost mai bun doar in 85
de probleme, sau fata de PD care a fost mai bun numai in 29 de probleme din cele
270 rezolvate. Aceeasi comportare o gasim si in ceea ce priveste numarul de iteratii
sau numarul de evaluari ale functiei si gradientului.

In figurile 5.5.2a si 5.5.2b prezentim profilul Dolan-Moré pentru acesti
algoritmi, adica reprezentdm grafic fractia din numarul de probleme pentru care un
algoritm a fost cu un anumit factor mai bun in privinta numarului de iteratii sau a
timpului de calcul.

1 L
0ar
0ar
07E
0.6r Pasul descendent accelerat h
0hF B
Pasul descendent relaxat
04r B
03r B
Pasul descendent
02r B
0'1 B . . |
Murnarul de iteratii, 270 probleme
[] 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 g 10 12 14 16

Fig. 5.5.2a. PDA versus PDR si PD.
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09r q
08r q

0rr b

06l Pasul descendent accelerat |

05r q

04l Pasul descendent relaxat i

03r b

Pasul descendent
02r q

Timpul de calcul, 270 probleme

0 2 4 6 8 10 12 1 16
Fig. 5.5.2b. PDA versus PDR si PD.

Observam ca algoritmul pasului descendent accelerat este net superior algoritmului
pasului descendent relaxat si celui de pas descendent clasic. Pe langa acestea, din
partea finala a acestor grafice, vedem ca algoritmul pasului descendent accelerat
este mai robust decat algoritmul pasului descendent clasic sau relaxat. Studiul
numeric releva faptul ca tehnica de accelerare prezentatd mai sus constituie o
imbunatatire a backtracking-ului n contextul pasului descendent [Andrei, 2006].

5.6. UN NOU ALGORITM DE PAS DESCENDENT

In 1988 Barzilai si Borwein au propus un algoritm de gradient descendent care
utilizeaza o strategie diferiti de selectic a lungimii pasului de deplasare. In
principiu, aceasta utilizeaza o aproximatie in doua puncte a ecuatiei secantei din
cadrul metodelor quasi-Newton. Schema iterativd propusd de Barzilai si Borwein
(BB) este urmatoarea:

1
X = X —7—Vf(xk ) (5.6.1)
k
unde scalarul y, este calculat sub forma:
T T
P = STy sau y"% = yry ’
Sy

incare s=x, —x, , si y=Vf(x,)—Vf(x, ). Observam ca aceastd schema
utilizeazd o lungime a pasului care nu foloseste conceptul de cautare liniara, ci
determind lungimea pasului ca inversa unei aproximatii scalare a Hessianului
functiei de minimizat. Aceste formule sunt obtinute din ecuatia quasi-Newton

B,s =y, unde B, este o aproximatie simetrica si pozitiv definiti a lui V> f(x,).
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. BB . . e . - -
Prima valoare y,~ se obtine prin minimizarea lui H]/S— yH care masoara

discrepanta dintre cei doi membrii ai ecuatiei secantei cand B, =y . A doua

valoare se obtine prin minimizarea lui ”s —-(1/y) y” Raydan [1993] a aratat ca

pentru functii patratice strict convexe algoritmul BB este global convergent. Cu
alte cuvinte, lungimea pasului sugeratd de Barzilai si Borwein este chiar inversa
unei aproximatii scalare a matricei Hessian in punctul curent, calculata din ecuatia
secantei. Algoritmul de minimizare propus de Barzilai si Borwein utilizeaza doua
puncte initiale cu care se demareaza calculele.

In cele ce urmeaza vom propune un algoritm de gradient descendent in
care spre deosebire de modul de abordare al lui Barzilai si Borwein, lungimea
pasului se prezinta ca inversa unei aproximatii scalare a matricei Hessian calculata
prin intermediul valorilor functiei si a gradientului acesteia Tn doua puncte
succesive. Astfel obtinem un nou algoritm de gradient descendent [ Andrei, 2004f].

Sa consideram un punct initial x, unde f(x,) si g, =Vf(x,) se pot
imediat calcula. Utilizdnd o procedura de backtracking (initializatd cu o =1) se
poate calcula lungimea ¢, a pasului, cu care o noud estimatiec a minimului,

X, =X, — 0,8, , este calculatd, in care din nou f(x,) si g, = Vf(x,)se pot
calcula. Astfel, primul pas este calculat prin backtracking utilizind directia
negativd a gradientului. Acum, in punctul x,,, =x, —,g,, k=0,1,... avem:

F)= ()=l + 2@l glV (g, wnde = €[, ], Avind in
vedere caracterul local al procedurii de cautare a minimului, precum si faptul ca
distanta dintre x, si x,,, este destul de micd (mai ales in partea finala a procesului
iterativ), rezultd ca putem alege z = x,,, si considera y(x,,,)/ ca o aproximare
alui V’f(x,,,), unde y(x,, )€ R. Cu alte cuvinte, am considerat un punct de
vedere anticipativ in care o aproximatie scalara a Hessianului in punctul x,,, este
calculata utilizand informatiile locale din punctul x, . Ca atare, putem scrie:

2 1 .
YXe) = ——— | [ - [ +agle | (562
kK 8k X

Acum, pentru a calcula urmatoarea estimatie Xx,,, = X,,, —,,,8,,, @ minimului

trebuie sd precizdm o procedura de calcul a lungimii ¢, ,, a pasului. Pentru aceasta

sd consideram functia:
1
D@y (@) = (X))~ X818 +5a27(xk+1)g1{+1gk+1‘
Observim ca @, (0)= f(x;,,) si @, (0)=-g;. & <0. Deci

@,,,(a) este o functie convexa pentru toti & = 0. Pentru ca ®,,,(«) sa aiba un
minim trebuie ca y(x,,,) > 0. Considerand pe moment ca y(x,,,) > 0, atunci din
®},,(a)=0 obtinem:
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1

67k 1= O
" y(xk-ﬂ)

(5.6.3)

ca minimul lui @, (a) . Acum,

_ 1
D (@) = f(x0) _m”gml

care aratd ca daca y(x,,,)> 0 atunci valoarea functiei f este redusd. Aceasta

2
2

sugereazd sa determinam lungimea ¢, ,, prin backtracking, sub forma:

Q. =argmin f(x,,, —ag.,,) (5.6.4)

agakﬂ

Pentru a completa algoritmul, trebuie sa consideram situatia in care y(x,,,) <0.
Daci f(x,,)— f(x,)+a,gl g, <0,atunci reducerea f(x,)— f(x,,;) este mai
mare decit a, g, g,. In acest caz trebuie sa modificim marimea pasului @, sub

forma a, +7, astfel incat f(x,,,)— f(x,)+ (e, +1,)g; g, > 0.
Pentru a obtine o valoare pentru 77, , selectam un 0 > 0, si consideram:

1
e = Tg [f(xk)_f(xku)_akg/zgk]*‘é (5.6.5)
kSk
cu care o noua valoare pentru }/(x kil ) se poate imediat calcula:

2L - a0+ +n)gle ] (.66
g & (o +1,)

care este strict pozitivd. Noul Algoritm (NA) corespunzator este urmatorul:

y(xkﬂ) =

Algoritmul 5.6.1. (Un Nou Algoritm de pas descendent)

Pasul 1. | Selectam x, € dom f . Calculam f(x,), g, = Vf(x,) precum si

a, =argmin f(x,—ag,). Calculam x =x,—-a,g,, [f(x,) si
a<l
g, =Vf(x,). Punem k = 0.

Pasul 2. | Test pentru continuarea calculelor. Dacd un criteriu (sau mai multe)
pentru oprirea calculelor este indeplinit, atunci stop, altfel se continua
cu pasul 3.

Pasul 3. | Calculam aproximarea scalard a Hessianului functiei f in x,,, cain
(5.6.2)

Pasul 4. | Dacd y(x,,,) <0, atunci selectam o > 0 si calculam o noud valoare
pentru y(x,,,) sub forma (5.6.6), unde 77, este dat de (5.6.5).

Pasul 5. | Se calculeaza lungimea initiala a pasului: ¢,,, cain (5.6.3).

Pasul 6. | Utilizand o procedura de backtracking se determind «,,, sub forma:

Q. =argmin f(x,,, —ag,.,).

6Y<O{k+l
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Pasul 7. | Se actualizeaza variabilele: x, , =x,,, —@,,,8,.,,¢ pune k =k +1

si se continud cu pasul 2. ¢

Proprietatile privind convergenta si buna definire a acestui algoritm sunt
date de urmatoarele teoreme.

Teorema 5.6.1. Pentru functii tare convexe algoritmul de gradient descendent de
mai sus cu cautare liniara cu backtracking este liniar convergent si:

=1
CORVE s(Hoci](f(xo)— )
unde }
c =1—min{2mp,2mp ""} <1
si p; = lesteunintreg, (p, =1,2,... dat de procedura de backtracking).

Demonstratie. Putem scrie:
1 2
S o) = (@) [a —Eazymﬂ)] el

Dar dupa cum se vede imediat, & —a’y(x,,,)/2 este o functie concava, si pentru

toti 0<a<1/y(x,.,), a—y(x,,)a’ /2> a/2. Deci

f(xk+l)sf(xk)_g”gk”j Sf(xk)_pa"gk”;
2

Procedura de backtracking se termind fie cu @ =1, fie cu a = 7, unde p, este
un intreg. Deci

[ < fG)—min{ p, pB" e, -
Avand in vedere tare convexitatea, rezultd ca H g, Hi > 2m( f(x)—-f *) , adica
fra) =1 <el )= 17)
unde ¢, zl—min{Zmp,2mp,B”k}. Deoarece ¢, <1 rezultd ca sirul f(x,)
este liniar convergent, ca o serie geometrica, la f Con

Teorema 5.6.2. Pentru tofi k =0,,..., y(x,,,), generat de algoritmul de mai
sus, este marginit fatd de zero.

Demonstratie.  Pentru  toti k=0,1,... algoritmul ne asigurd ca

f(xkﬂ)_f(xk)-’_akglfgk >0. Deci, f(x,)—f(x,)< aknggk' Cu accasta
avem:
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2 2(f)-fx) 2 20(glg)

2 N LV
(%) o o} (glg,) " q, o; (gl g) )

In continuare sa ilustram functionarea algoritmilor de gradient descendent
in formula clasica, cea relaxata, precum si noua variantd propusa mai sus.

Exemplul 5.6.1. Sa considerdm functia cu punctul initial:
n=l 2 2
f) =2 k=) +(1-x)",  x, =[-121-121,..].
i=1

In tabelul 5.6.1 se aratia numarul de iteratii si lungimea medie a pasului pentru cei
trei algoritmi: PD-pasul descendent clasic, PDR-pasul descendent relaxat si pentru
NA-noul algoritm.

Tabelul 5.6.1. Numarul de iteratii gi lungimea medie a pasului.
PD PDR NA
n #iter | pasul mediu | #iter | pasul mediu | #iter | pasul mediu

1000 1061 0.0598325 418 0.258687 185 0.265502
2000 1069 0.0595312 451 0.246441 217 0.242480
3000 1069 0.0595137 438 0.257312 203 0.251972
4000 1070 0.0595230 449 0.252725 218 0.237006
5000 1063 0.0598308 485 0.231459 198 0.257031

Tabelul 5.6.2 aratd numarul de iteratii ale algoritmului NA corespunzator
diferitelor valori ale parametrului &. In coloana de sub y se prezintd numarul de

iteratii in care y(x,,,)<0.

Tabelul 5.6.2. Algoritmul NA. Numairul de iteratii pentru diferite valori ale lui 0.

o =0.01 0=01 o=1 o=10 o =100

n #iter | ¥ | #iter | YV | #iter | V | #iter | ¥ | #iter | V
10000 224 1 219 1 204 1 239 1 208 1
20000 207 1 200 1 230 1 210 1 190 1
30000 194 1 226 1 234 1 224 1 204 1
40000 195 1 207 1 215 1 222 1 226 1
50000 212 1 222 1 222 1 224 1 205 1

Vedem cé toti acesti algoritmi sunt liniar convergenti. Din punctul de
vedere al iteratiilor, algoritmul NA este superior. Totusi, acesta isi pastreaza
caracterul de convergenta liniara. Mai mult, teorema 5.4.3 ne aratd convergenta
liniard a algoritmului de gradient descendent relaxat, dar pentru acesta ¢, >c,

(vezi (5.3.15)) ceea ce nu ne asigura ca versiunea relaxata realizeaza intotdeauna o
reducere mai pronuntatd a valorilor functiei de minimizat fatd de versiunea clasica
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a algoritmului de gradient descendent. Aceeasi concluzie rezultd si din
interpretarea teoremei 5.6.1.

Este foarte interesantd o comparatie dintre aproximatiile scalare ale
matricei Hessian date de Barzilai-Borwein si cele considerate in algoritmul NA.
Intr-adevir, pentru acest exemplu, evolutia diferentei y(x i)=Y ,f ? este aridtatd in

figura 5.6.1.

gamma - gammaBB

1 1 :
0 a0 100 150 200 250
Mumarul de iteratii

Fig. 5.6.1. Evolutia diferentei 7 (x,,,)— 7. .

Vedem ca aproximatiile matricei Hessian devin din ce 1n ce mai apropiate. Aceasta
aratd o anumita unitate in ceea ce priveste ecuatia secantei §i formula de calcul a lui
7(x..,)- In general, aproximatiile matricei Hessian date de algoritmul NA sunt
mai mari decat cele corespunzatoare algoritmului Barzilai-Borwein. Aceasta arata
ca initializarea 1n cautarea liniard cu backtracking din algoritmul NA este mai
mica.

Exemplul 5.6.2. Sa considerdm functia cu punctul initial:

f0)= 25 lexpe) =) x=[1L...1)

Obtinem urmatoarele rezultate.

Tabelul 5.6.3. Numarul de iteratii i lungimea medie a pasului.
PD PDR NA
n #iter | pasul mediu | #iter | pasul mediu | # iter | pasul mediu

1000 | 2696 0.020215 1168 0.117336 588 0.1199889
2000 | 4380 0.010106 1159 0.080865 758 0.0498313
3000 | 5514 0.006744 1340 0.063615 1465 0.0429736
4000 | 5788 0.005044 1177 0.057248 1401 0.0348057
5000 | 6108 0.004036 1523 0.045275 1316 0.0189150
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Tabelul 5.6.4. Algoritmul NA. Numarul de iteratii pentru diferite valori ale lui O .

o =001 0=01 o=1 o =10 o =100

n #iter | V # iter Y | #iter | ¥V | #iter | ¥V | #iter | V
10000 2413 0 2413 0 2413 0 2413 0 2413 0
20000 2586 3 3091 19 1896 4 1702 4 1918 2
30000 2806 3 2405 2 2858 16 2173 2 2076 8
40000 2449 23 3099 4 2865 4 2504 8 2407 3
50000 3847 11 3931 11 3368 19 2915 1 3427 14

Observam cé si pentru acest exemplu convergenta este liniard. Valorile lui 6 nu

au un impact deosebit asupra numarului de iteratii.

In aceastd sectiune am prezentat o serie de variante de algoritmi de pas
descendent care se referd la calculul lungimii pasului de deplasare de-a lungul
directiei negative a gradientului in punctul curent. Deci, toate acestea modifica
lungimea pasului, lasdnd directia de deplasare ca: —Vf'(x,). Drept urmare, se

obtin algoritmi pentru care convergenta este liniard. Totusi, anumite variante de
algoritmi pot determina o pantd mai pronuntatd a reducerii valorilor functiei de
minimizat, in functie de informatiile utilizate in punctul curent.

Aceasta arata limitele metodelor de pas (gradient) descendent, care se
bazeaza numai pe informatiile locale date de gradientul functiei in punctul
curent. Mentinerea directiei de deplasare ca directia negativa a
gradientului cu modificarea numai a procedurilor de determinare a
lungimii pasului nu schimba clasa algoritmului. Importanta acestor
abordari este simplitatea si usurinta implementarii acestor algoritmi in
programe de calcul. Mai mult, metoda gradientului descendent se afla la
originea tuturor celorlalte metode de optimizare.

Algoritmul pasului descendent, sau incid de gradient descendent, nu este un
algoritm de Incredere 1n sensul de a fi preferat pentru rezolvarea aplicatiilor in care
este vorba de minimizarea unei functii netede. In esenta lui acesta tine seama
numai de directia de variatie maxima a functiei, datd de gradientul acesteia in
punctul curent, si nu ia in considerare curbura functiei in directia negativa a
gradientului.

Pentru a obtine algoritmi care sa fie cel putin superliniar convergenti,
algoritmi care au o valoare practicd si care pot fi utilizati pentru rezolvarea
problemelor concrete, trebuie definitd o altid directie de deplasare, care sd tind
seama de proprietitile locale ale functiei in punctul curent. Ca atare, modificarile
de substantd ale metodei pasului (gradientului) descendent se referd la directia de
deplasare si nu la lungimea pasului.
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