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Capitolul 4

FUNDAMENTELE METODEI DE
DIRECTII DESCENDENTE PENTRU
OPTIMIZARE FARA RESTRICTII

In acest capitol vom prezenta aspectele teoretice fundamentale ale
metodelor descendente de optimizare fard restrictii. Rezultatele pe care le vom
demonstra sunt foarte generale si se aplicd oricarui algoritm care utilizeaza
principiul de optimizare dat de conceptul de directie descendenta. In acest context,
orice algoritm de optimizare este compunerea a doua aplicatii: prima determina
directia de deplasare cdtre minim, o directie descendentd. A doua determina
lungimea pasului de deplasare de-a lungul directiei calculate. in acest capitol nu
vom discuta modul cum se calculeaza directia de deplasare. Acesta este subiectul
celorlalte capitole din aceastd monografie. Aici suntem interesati de definirea unei
metode de directii descendente si modul cum se calculeazd lungimea pasului de
deplasare.

Ideea algoritmului este foarte simpla. Se considera un punct initial din care
se demareazi calculele. In acest punct se determini o directie care este directionata
catre minimul functiei de minimizat, numitd directie de descendentd. De-a lungul
acestei directii se executd o deplasare convenabild, numitd cautare liniara, astfel
obtinandu-se un nou punct din care se pot relua calculele. Toate aceste elemente
care definesc o metodd descendentd de optimizare au propriile lor principii si
subtilitati care ilustreazd bogatia si maturitatea domeniului optimizarii fara
restrictii.

Scopul acestui capitol este de a prezenta in mod riguros matematic §i cu
detalii algoritmul general de directii descendente, precum §i rezultatele teoretice
fundamentale privind convergenta acestuia in functie de tehnicile §i metodele de
calcul ale lungimii pasului de deplasare. Mentionam faptul cd algoritmii de
optimizare fara restrictii se individualizeazd dupa modul cum se calculeaza directia
de deplasare. Un element comun al acestora este metoda de calcul a lungimii
pasului pe care o vom detalia in acest capitol.

Structura capitolului este urmatoarea. Pentru inceput vom prezenta
algoritmul general de directii descendente pentru optimizare fara restrictii. In acest
context vom preciza conceptul de cautare liniara, si vom identifica tipurile de
cautare liniard: cautare liniara exacta i cautare liniard inexactd sau aproximativa.
In continuare vom prezenta teoria convergentei algoritmului general pentru ciutare



2 ¢ CRITICA RATIUNII ALGORITMILOR DE OPTIMIZARE FARA RESTRICTII ¢

liniard exacta si apoi pentru cautare liniard inexactd. Studiile referitoare la analiza
convergentei se pot clasifica In urmatoarele patru categorii.

1. Convergenta globald. In acest caz, problema este de a vedea daci iteratiile
converg la solutie In conditia In care algoritmul este initializat in puncte
plasate departe de punctul de optim.

2. Convergenta locala. Aici, obiectivul este de a ardta ca existd o vecindtate a
solutiei si o alegere convenabild a parametrilor metodei pentru care
convergenta la punctul de optim este garantata.

3. Rata asimptotica de convergentd. Aceasta reprezinta viteza algoritmului,
cand acesta converge la solutie.

4. Rata globala de convergenta sau eficienta globald. Obiectivul constad in a
determina reducerea functiei la fiecare iteratie. In acelasi timp se are in
vedere studiul convergentei algoritmului in cele mai defavorabile situatii
(numerice sau de structura).

Rezultatele de convergenta sunt greu de obtinut. Mentionam faptul ca literatura de
specialitate acoperd problematica punctelor 1-3 de mai sus. Studiile de eficienta
globala sunt rare si de obicei sunt obtinute doar pentru probleme speciale ca cele
patratice, convexe sau strict convexe.

4.1. ALGORITMUL GENERAL DE DIRECTII
DESCENDENTE

Sa consideram deci problema
min f(x) (4.1.1)
unde f:R" — R este o functie continuu diferentiabila cu domeniul dom f .
Valoarea optimé a acestei probleme o notim cu f~, adici inf. f(x)= f . Dupi
cum am vazut, date punctul x, si directia descendentd de deplasare d,, atunci
schema iterativa dupa care se calculeaza punctul de optim x pentru (4.1.1) este
X, =x +tad, (4.1.2)
unde «; este lungimea pasului de deplasare de-a lungul directiei d,. Mentionam
ca o directie descendenta in punctul x, satisface conditia V£ (x,)" d, <0, numita

conditia de descendentd, precum si conditia de a fi marginitd fatd de zero,
||dk|| # 0. Prima conditie inseamna cad aceasta trebuie sa faca un unghi ascutit cu

gradientul cu semn schimbat al functiei in punctul curent x, . Daca ¢, # 0, vedem

ca a doua conditie face ca (4.1.2) sd se Incadreze in principiul fundamental de
constructie a algoritmilor de analizd numerica, care recomandd ca o estimatie a
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unei solutii a unei probleme sd se calculeze ca o micd modificare a estimatiei
anterioare.
Pentru demararea calculelor, metoda cere specificarea unui punct initial

X, . Punctul de plecare x, trebuie s se afle in dom f si in plus multimea de nivel

constant
S:{xedomfif(x)gf(xo)}

trebuie sa fie inchisd. Impunerea conditiei de inchidere a multimii S asigura

dom f . Daca dom f = R", atunci conditia este satisfacuta pentru orice X,,.

In acest capitol vom prezenta deci metode si proprietatile acestora pentru
calculul eficient a scalarului ¢, . In celelalte capitole ne vom ocupa de calculul

directiei d, . Fie

o(a)=f(x,+ad,). (4.1.3)
Deci, problema este acum ca plecand din punctul x, sd se determine lungimea
pasului ¢, , in directia d, , astfel incat p(c, ) < @(0).

Dacd ¢, se determina astfel incat functia f este minimizata in directia

d, , adica
f(x, +ad,)=min f(x, +ad,) (4.1.4)
a>0
sau
o(a,)= 133)1(1)1 o), (4.1.5)

atunci avem o cautare liniara exactd sau inca o cautare liniara optimd, iar «, este

lungimea optima a pasului de deplasare.
Pe de alta parte, dacd ¢, se alege astfel incat se obtine o reducere

acceptabild a functiei obiectiv, adicd reducerea f(x,)— f(x, +a,d,)>0 este

acceptabild, atunci avem o cdutare liniard inexactd, acceptabild sau aproximativa.

Mentionam ca deoarece in situatiile practice concrete, atat din considerente
teoretice cat si datoritd costului de calcul prohibitiv — deci din considerente
practice, marimea optimd a lungimii pasului, cu foarte mici exceptii (cazul
functiilor patratice de exemplu), nu poate fi determinata, rezultd ci de obicei se
utilizeaza o cautare liniarad inexactd, care implementeaza algoritmi ce determina o
reducere acceptabila a valorilor functiei de minimizat. Este clar ca din punctul de
vedere al costului computational este mult mai bine sa ne multumim cu o reducere
acceptabild a valorilor functiei de-a lungul directiei de cautare, decét cu reducerea
optima (maximala).

In principiu, structura unui algoritm general de directii descendente este
urmatoarea.



4 ¢ CRITICA RATIUNII ALGORITMILOR DE OPTIMIZARE FARA RESTRICTII ¢

Algoritmul 4.1.1. (Algoritm de optimizare fara restrictii cu cautare liniara
exacta)

Pasul 1. | Inifializare. Se considera un punct initial x, € R", precum si toleranta

de terminare a iteratiilor algoritmului de minimizare ¢ < 1. Se pune

k=0.

Pasul 2. | Se calculeaza directia de descendenta d, .

Pasul 3. | Se calculeaza lungimea pasului ¢, astfel incat

S +aydy) = mfg’f(xk +ad,).

Pasul 4. | Se pune
X, =x+tad,.

Pasul 5. | Daca ||Vf(xk+1)||S8, atunci stop; altfel se pune k=k+1 si se

continud cu pasul 2. ¢

Observam ca algoritmul este foarte general. Acesta nu precizeazd modul cum se
determind directia de descendenta in pasul 2. De fapt, multitudinea de algoritmi de
minimizare fara restrictii se diferentiaza tocmai prin procedura de calcul a directiei
de deplasare din acest pas. In capitolele urmitoare ale acestei monografii ne vom
concentra asupra determindrii directiilor descendente. In pasul 5 este posibil si se
implementeze si alte criterii care certificd obtinerea unei solutii a problemei (4.1.1),
asa dupa cum am aratat in capitolul 2.

4.2. TEORIA CONVERGENTEI PENTRU CAUTARE
LINIARA EXACTA

In aceasta sectiune suntem interesati de functionarea algoritmului in conditiile
cautarii liniare exacte, pe care o definim imediat. In finalul acestui capitol vom
trata convergenta algoritmului de mai sus in conditiile cautarii liniare inexacte.

Fie deci

pa)=f(x,+ad,). (4.2.1)
Observam ca ¢@(0)= f(x,) si algoritmul realizeaza ¢@(a)<@(0). Conditia
(4.1.4) este foarte pretentioasa si constd in a determina minimul global al functiei
@(a) ceea ce, mai ales din punct de vedere practic, este foarte dificil. De aceea, ne
vom limita la a cauta primul punct de stationaritate al functiei, adica sa determinam
@, sub forma:

&, =min {@20:Vf(x, +ad,) d, =0}. (4.2.2)
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Deoarece prin (4.1.4) obtinem minimul exact al functiei f si prin (4.2.2) obtinem
un punct stationar al functiei @(&), atunci conditiile (4.1.4) si (4.2.2) determind
cautarea liniard exacta.

Fie acum <d Y (xk)> unghiul dintre vectorii d, si —Vf(x,), atunci

dkTVf(xk)
e[V Gl

Urmatoarea teoremd precizeaza o margine a reducerii valorilor functiei f la fiecare

cos(d,,-Vf(x,))=- (4.2.3)

iteratie a algoritmului de mai sus in conditiile cautarii liniare exacte.

Teorema 4.2.1. Fie a; >0 solutia problemei (4.14). Fie |[V* f (x, +ad,)| < M

pentru orice o >0, unde M este o constanta pozitiva. Atunci

Fe0)= fn +ad) 2 VG cos* (4, -V7(x)). @24)

Demonstratie. Din ipoteza teoremei, pentru orice & > 0, putem scrie:

2
fx, +ad,) < f(x,)+ad Vi(x,) +%M||dk||2. 4.2.5)
Fie acum
go AV
Mld,]

Atunci, utilizand (4.2.5) si (4.2.3) obtinem:
—2
_ _ (04
fx)— f(x +ad)= f(x) - f(x, +ad,) = -ad{Vf(x,) - M [EAlN

:l(dkva(xk))z _ 1 ”Vf(xk)nz (dkva(xk))z
2 Mla [ 2M [ llv7 ol

1 2 2
:EHVf(xk)” cos’ (d,,—Vf(x,)). m

Teorema arata cd reducerea valorilor functiei de minimizat este cu atdt mai
pronuntatd cu cat unghiul dintre directia de deplasare d, si directia negativa a

gradientului —Vf'(x, ) este mai mic.

In acest moment suntem pregatiti sa prezentim proprietatea de convergenta
a algoritmului general 4.1.1 de optimizare fard restrictii cu cautare liniara exacta.
Urmatoarele doua teoreme reprezintd doua ipostaze ale aceluiasi rezultat.
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Teorema 4.2.2. Fie f(x) o functie continuu diferentiabild pe multimea deschisa
D c R" si presupunem cd directia d, este descendentd, adica dVf(x,)<0 si
sirul {xk} generat de algoritmul 4.1.1 satisface conditia de monotonie
f(x, )< f(x,). Fie X € D un punct de acumulare al sirului {xk} si 0 multime
K, de indici cu K, Z{k:limxk ZJT}. Presupunem de asemenea ca existd o
constanta M > 0 astfel incdt pentru orice k€ K, ||dk||<M . Daci d este un

punct de acumulare oarecare al sirului {d . } , atunci

d"Vf(x)=0. (4.2.6)
In plus, daca f(x) este de doud ori continuu diferentiabild, atunci
d"V?f(x)d >0. (4.2.7)

Demonstratie. Vom demonstra numai (4.2.6), deoarece (4.2.7) se demonstreaza in
mod similar. Sd considerim K, c K, o multime de indici pentru care

d =lim, . d,. Dacd d =0, atunci (4.2.6) este trivial satisfacutd, altfel vom

considera urmatoarele doua cazuri.
(i) Existd o multime de indici K; c K, astfel fincat lim, . &, =0. Deoarece

a, este lungimea exactd a pasului, rezultd ci d, Vf(x, +a,d,)=0. Mai mult,
deoarece ||d k” este uniform marginitd superior si intru-cat ¢, — 0, la limitd avem
ca d"Vf(x)=0.

(ii) Considerdm acum cazul liminf,_, @, =a >0. Fie K, € K, o multime de
indici pentru care @, = /2. Presupunem ca concluzia (4.2.6) a teoremei nu este
adevdratd, atunci d’Vf(¥)<—8 < 0. Deci existd o vecinitate N(X) alui X sio
multime de indici K, c K, astfel incat de indatdi ce xe N(x) si keK,,
d/Vf(x)<-8/2<0.Fie @ un numar pozitiv suficient de mic astfel incat pentru
toi O0<a<a si tofi keK,, x +ad e€N(x). Consideram
a = min{& / 2,&}. Atunci utilizdnd proprietatea de monotonie necrescatoare a

algoritmului, cautarea liniara exacta si dezvoltarea in serie Taylor, avem:

NORVEOE YVICIEVENED NV EMENIEN)

= z LS (x, +a*dk)_f(xk)]
=Y a'Vf(x, +7,d,) d, (4.2.8)

keKs
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<> —(gja* =—00,

kekKs

unde 0<7, < a . Contradictia de mai sus arata ca (4.2.6) are loc si in cazul (7i).

Demonstratia lui (4.2.7) este similard. Este suficient sa utilizdm dezvoltarea in serie
Taylor de ordinul doi in locul lui (4.2.8). Intr-adevar:

S@ ()< 2 (v +ad)~f(x,)]

keKs

=> {a*Vf(xk)Tdk +

keKs

a)’
A +rkdk)dk}

*N\2
<y @) v f(x, +7,d,)d,

keKs

“Z[3(3)er |-

Astfel, am obtinut o contradictie care demonstreaza (4.2.7). m

Teorema 4.2.3. Fie Vf(Xx) uniform continud pe multimea de nivel constant
L= {x eR": f(x)< f(xo)} . Fie de asemenea 0, = <dk,—Vf(xk)>, unde d, este

directia generatd de algoritmul 4.1.1. Daca

0, S%— M, pentru un anumit 1 >0, (4.2.9)

atunci Vf(x,) =0 pentru un anumit k ; sau f(x,)—> —o0; sau Vf(x,) —>0.

Demonstratie. Presupunem ca pentru toti k, Vf(x,)#0 si cd f(x,) este

marginita inferior. Deoarece { f (xk)} este monoton descrescator, atunci limita lui

existd. Deci

f(x)=f(x,)—0. (4.2.10)
Presupunem, prin contradictie, ca Vf(x,) = 0 nu este adevarata. Atunci, existd
un & >0 astfel incat |Vf(xk )| > ¢ . Deci
Vi(x,)'d .
—%ﬂwﬂxk)”cosek >gsinpu = ¢, (4.2.11)
k

Observam ca

S +ad,)= f(xk)+avf(é:k)Tdk
= f(xk)+avf(xk)Tdk +a[vf(§k)_vf(xk)]Tdk
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Vf(xk)r d,
|

unde &, se afld pe segmentul de dreapta determinat de x, si x, +ad, . Deoarece

+ ”vf(é:k -

< f(x)+ a||dk||( ] (4.2.12)

Vf(x) este uniform continud pe multimea de nivel constant L, existdi & astfel

incatcand 0 < ||dk|| < a, atunci

1
IVF(E)-Vf(x)| < S (4.2.13)
Din (4.2.10)-(4.2.13) obtinem:
\% d, 1 1 _
f{xkvta” ”J f(x)+a [%+E€I)Sf(xk)_5agl
k

Deci
S < f(xk +a ” ”] S(x) - 0{6‘1,
care contrazice (4.2.10). Deci Vf(x,) — 0, ceea ce completeazd demonstratia. m

In cele ce urmeaza sa prezentim rata de convergentd a algoritmului de
minimizare cu cdautare liniara exacta. Pentru inceput vom demonstra cateva
rezultate tehnice.

Propozitia 4.2.1. Fie ¢(a) cel putin de doua ori continuu diferentiabild pe
intervalul inchis [0,b] si @'(0)<0. Daca minimul o €(0,b) al lui p(a) pe
[0,b], atunci

a za=-¢'0)/M, (4.2.14)
unde M este un numdr pozitiv astfel incat ¢"(a) < M , pentru orice a €[0,b].

Demonstratie. Consideram functia auxiliard @(ar) = ¢'(0)+ M « care are un zero
unic & =—¢'(0)/ M . Dar pe [0,b], ¢"(a) <M , deci

9 (@)=¢'(0)+[¢"(0)do < ¢/(0)+ [ Mdo = §(a).

Considerind a =« si observand ci ¢'(a’)=0, din inegalitatea de mai sus

obtinem 0 < @g(ar’ ) = ¢@'(0)+ M, ceea ce demonstreaza propozitia. m

Propozitia 4.2.2. Fie f(x)de doua ori continuu diferentiabila pe R". Atunci,

pentru orice x,d € R" si orice scalar o are loc:
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fx+ad)=f()+aVf(x) d+a’ [(1-0[d"V f(x+tad)d)dt . (4.2.15)

Demonstratie. Putem scrie:

fx+ad)- f(x)= j df (x +tad) =— j [aVf (x+tad) d]d(1-1)
=—{(1-0aVf (x+tad)" d, + [ (1-)d[aVf (x+ tad)" d]
=aVf(x)'d+a> j [(1-£)d"V [ (x +tad)d]dt . m

Propozitia 4.2.3. Fie f(x) o functie de doua ori continuu diferentiabilda intr-o
vecindtate a minimului X . Presupunem ca exista constantele & >0 si

M >m >0, astfel incdt pentru orice y € R", de indata ce Hx - x*H <g,

m”y”2 <y'Vf(x)y < M||y||2 (4.2.16)
Atunci | . * | y
Em”x—x H Sf(x)—f(x)SEMHx—x (4.2.17)
§i
[Vf @)z mx—x7 . (4.2.18)

Demonstratie. Din propozitia 4.2.2 rezultd ca

f(xX)-f(x)= Vf(x*)T(x—x*)+J-(1—t)(x—x*)Tvzf(tx+(l—t)x*)(x—x*)dt

1
= [A=00=x)' V2 f e+ 1= )x)(x = x")dt . (4.2.19)
0
Acum din (4.2.16) si teorema de medie obtinem

m”x—x*uz Jl‘(l —f)dt < j(l—t)(x—x*)TVZ Flx+(1-0)x)x—x")de

<M [x-x j(l—t)dt . (4.2.20)
0

Din (4.2.19) si (4.2.20) obtinem imediat (4.2.17). Pentru a demonstra (4.2.18)
observam ca
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VI () =Vf ()= Vf (x) = [V f e+ (1= )x)(x—x")dt
Deci 0
[V =272 =3V () = [ (e = x7) V2 e+ (1= £)x Y- x )

2

B

*
Zme—x

care demonstreaza (4.2.18). m

Urmatoarea teoremd este centrald in stabilirea ratei de convergentd a
algoritmului 4.1.1, algoritmul general de optimizare fara restrictii cu cdutare liniara
exactd. Se demonstreazd cd dacd functia f(x)este de doud ori continuu

diferentiabila si are Hessianul marginit, atunci acesta este cel putin liniar
convergent.

Teorema 4.2.4. Fie {xk}sirul generat de algoritmul general de optimizare fara

restrictii cu cautare liniara exacta 4.1.1, convergent la minimul x al functiei
f(x). Fie f(x) de doud ori continuu diferentiabild intr-o vecindtate a lui X" si
presupunem cd exista constantele € >0 si M >m >0, astfel incdt pentru orice

A o *
veR", de indata ce Hx—x H<€,

my < ' VEf oy < M

Atunci sirul {xk } este cel putin liniar convergent la x .

Demonstratie. Fie lim, _ x, =x . Aceasta inseamnd c pentru k suficient de
mare putem presupune ca ka - x*H < & . Deoarece ka W x*H < &, atunci exista un
0 > 0 astfel incat
e + (@ + 0)d, = x| =[x —x" +6d, | < 2. (4.2.21)

Observam ca g(a)= f(x, +ad,) si ¢'(a)=Vf(x,+ad,) d, . Dar d este o
directie descendenta, atunci ¢'(0)=Vf(x,) d, <0 si |(p'(0)| < ||Vf(xk)||||dk ||
Deci, pentru un anumit p € (0,1) putem scrie

AVl =~ < [Pl
si

" Tx72 2

9"(a)=d/Vf(x,+ad)d, <M|d,| .
Atunci, din propozitia 4.2.1 cunoastem ca minimul ¢, al lui ¢(a) pe [0,, + ]
satisface
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SG = -¢'(0) > p||Vf(xk)|| Ay (4.2.22)
T Ml Ma ] ™

Consideram X, = x, + &, d, . Din (4.2.21) rezultd ca ka - x*H <& . Deci
S +ad)— f(x) < f(x +a,d)— f(x,)
1

=a Vf(x) d, + &sz‘(l -0[d/V’ f(x, +ta,d,)d, |dt (din propozitia 4.2.2)
0

<& PN Golld |+ M@ ] ain ipotera eoremei i 4.2.22)
2 2
< —;ﬁ”Vf(xk)Hz < —;sz [ - x*H2 (din (4.2.22) i (4.2.18))

s—(’L—mJ (fG)-F(D). (din @217)

Deci

f(xk+l)_f(X*):[f(xk+1)_f(xk)]+[f(xk)_f(X*)]
< {1 —(ﬁl—mJ ][f ()~ ], (4223)

wacil

Evident @ € (0,1) . Ca atare (4.2.23) se poate rescrie ca

S)=f() <@ [f ()= fOD] < 0™ [f(x)~ f(x)].
Din (4.2.17) rezulta ca

<2 )~ SN2 ()~ OO S~ 0 e, -
m m m 2

de unde obtinem
I < M x
el el ==
m

v = s . .. *
care arata ca sirul {xk } este cel putin liniar convergentla x . =

Fie acum

2

*
e, —

b

b

Urmatoarea teorema precizeaza o margine a reducerii valorilor functiei de
minimizat realizatd de algoritmul general de optimizare fara restrictii cu cautare
liniara exacta.
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Teorema 4.2.5. Presupunem ca gradientul functiei de minimizat f(X) satisface

conditia
2

(x=2)" V()= Vf ()] 2 n|x~2

pentru orice X,z € R"si fie o, lungimea pasului obtinuta prin cautare liniard

>

exacta. Atunci

1
S(x) - f(x +d)) 2577”%64”2-

Demonstratie. Deoarece , este obtinuta prin cdutare liniard exacta, atunci
Vi(x, +a,d,)' d,=0.

Deci, utilizind teorema de medie si ipoteza teoremei, obtinem
A
T
S @)= [0+ d,) = [ =d[Vf (x, +1d,)de
0

2

b

o A 1
= [ {19 (o + )=V (v, +1d, e = [ [ cer, —0yde = pend,
0 0

care demonstreaza teorema. m

4.3. METODE DE CAUTARE LINIARA INEXACTA

In paragraful anterior am discutat proprietitile de convergentd ale algoritmului
general de directii descendente echipat cu cautarea liniard exacta, adica lungimea
pasului se calculeaza ca solutie a problemei de minimizare mono-dimensionala:

f(x, +a,d)=min f(x, +ad,) 4.3.1)
a>0
sau
a, = mi(i)i{a >0:Vf (x, +ad,) d, =0} (4.3.2)

Dupa cum se vede cautarea liniara exacta, care cere rezolvarea problemei (4.3.1),
este costisitoare, mai ales in situatiile in care punctul curent este departe de punctul
de optim al problemei (4.1.1). Pe de alta parte, pentru multe metode de optimizare,
in special pentru metodele Newton si quasi-Newton, rata lor de convergentd nu
depinde de cautarea liniard exactd. De obicei aceste metode acceptda o lungime
unitard a lungimii pasului si de aceea cautarea liniard in aceste metode nu este
foarte pretentioasd. Deci, in cadrul algoritmului general de directii descendente
4.1.1 atat timp cat se obtine o lungime a pasului care sa realizeze o reducere
acceptabila a valorilor functiei de minimizat, atunci cautarea liniard exactd se poate
foarte bine evita, ceea ce conduce la o reducere semnificativa a efortului de calcul.
In acest paragraf vom prezenta mai multe metode de cautare liniard
inexactd care s-au dovedit eficiente din punct de vedere computational, dupa care
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vom detalia teoria convergentei algoritmului de directii descendente cu acest tip de
cautare liniara.

4.3.1. Cautarea liniara Armijo
Armijo [1966] a prezentat urmatoarea metoda, cunoscuta ca regula lui Armijo. Fie

scalarii S e(0,1), 7, = —(Vf(xk)Tdk)/”dk”z si pe(0,1/2). Consideram
a, = ™1, ,unde m, este primul intreg nenegativ m pentru care

S = f(x + B dy ) 2 =pB "t Vi (x, ) d, (4.3.3)
adica se incearca succesiv m =0,1,...pand cand inegalitatea de mai sus este

satisfacutd pentru un m = m, . Inegalitatea (4.3.3) se numeste conditia lui Armijo.

. n o . 2 A A
Cu alte cuvinte se incearca succesiv «, =1,, 7., 7,,...pand cand (4.3.3) este

indeplinitd. Urmatoarea teorema aratd ca intr-adevar existd un interval de lungimi
« care satisfac conditia (4.3.3) a lui Armijo.

Teorema 4.3.1. Fie x,,d, € R" astfel incit d, #0, Vf(x,) d, <0 si pe(0,1).
Atunci exista € = g(p) astfel incdt

fx)— f(x, +ad,)=-paVf(x,) d,, (4.3.4)
pentru orice & € (0,¢].

Demonstratie. Avem:

0=+ Vf(xk)rdk = lll’% f(xk +adk)_f(xk) .
a—>! a
Deci

lim SOy +ad,)— f(x,)

@0 aVf(x,)'d,
Ca atare, existd un & > 0 astfel incét pentru orice a € (0,&],
0 < S +ad) - f(x,)

aVf(x,) d,

de unde rezulta concluzia teoremei. m

<p,

Figura 4.3.1 arata intervalul de lungimi acceptate de regula lui Armijo, intervalul
OA.

Presupunem acum cd procedura de cautare Armijo este initializata cu
_ T 2 . 9 < PR
valoarea: a, =—-Vf(x,) d,/ ||d k” . Atunci, urmatoarea teorema ne asigurd ca in

conditii destul de comode lungimea pasului datd de regula lui Armijo este
marginitd inferior.
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?D(Ol) =f(x, +ad,)

P(0)= f(x,)

@(0)+ pag'(0)

@(0) +ap'(0)

o\ A -

Fig. 4.3.1. Intervalul [O,A] acceptat de regula lui Armijo.

Teorema 4.3.2. Presupunem cd d, este o directie descendenta i ca
Vf(x) satisface conditia Lipschitz ||Vf(y) — Vf(x)” <L ||y — x” pentru orice
X,V €E {x: fx)<f (xo)} , unde L este o constantd pozitiva. Daca cautarea liniara

satisface conditia (4.3.3) a lui Armijo, atunci

T
akzm”/l l,ﬂ(l_p)_gkdzk .
L]

Demonstratie. Fie K, = {k oy = Tk} si K, = {k ray < Tk} . Atunci, pentru orice
k € K, avem

Jo = fin 2—pr Vf(x, )Tdk

si pentru orice k € K,

fi = fra Z2=paVf (%) d, .
Utilizand regula lui Armijo si deoarece pentru orice k € K,, a, / f <1, , rezultd

ca pentru orice k € K, are loc:
a a
Je=f(x, +?kdk) < _P?kvf(xk)rd/w

Acum, utilizdnd teorema de medie iIn membrul stang al inegalitatii de mai sus,
rezultd ca existd un &, €[0,1] astfel incat
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\4 k ﬂkdk Tdk £V dek
f o+ ) dy > LV )

pentru orice k € K.
Avand in vedere conditia Lipschitz si aplicind inegalitatea Cauchy-Schwartz,

inegalitatea de mai sus furnizeaza:

v/ (x, +%§kdk)—w<xk>

L 2 .|

> [Vf(xk +%§kdk)_vf(xk)j d,

2 pVf (x, )Tdk _vf(xk)Tdk = —(l—p)Vf(xk)T d
pentru toti k € K,. Combinand aceasta cu inegalitatea corespunzitoare pentru

k € K|, obtinem concluzia teoremei. m

4.3.2. Cautarea liniara Goldstein
Goldstein [1965] a prezentat urmédtoarea regula. Fie intervalul

J={a>0:f(x,+ad,)< f(x,)}. (4.3.5)

Pentru a garanta ca functia de minimizat se reduce suficient de mult, atunci ar
trebui sd alegem « care sa se afle departe de capetele intervalului. Atunci,
urmatoarele doua conditii par rezonabile pentru a modela aceasta situatie:

S +ad)< f(x)+ pavf(xk)Tdk (4.3.6)

si
f(x, +ad)> f(x)+1-p)aVf(x,) d,. (4.3.7)
Evident, aceste conditii exclud punctele care se afla langd capatul din dreapta si
cele care se afla 1angd capatul din stdnga al intervalului J, unde 0< p<1/2.

Relatiile (4.3.6) si (4.3.7) constituie cautarea liniara inexacta a lui Goldstein, sau
inca regula lui Goldstein, sau conditiile Goldstein.

Fie deci @(a) = f(x, +ad,). Atunci (4.3.6) si (4.3.7) se pot exprima sub

forma
p(a,) < 9(0)+ pa,¢'(0), (4.3.8)
() 2 9(0)+(1- p)a,¢'(0). (4.3.9)
Observim ca p<1/2 este o conditie necesard. Fiindca, daca de exemplu
¢(a) este o functie patraticd care satisface conditiile ¢'(0)<0si @"(0)>0,

% * 1 *
atunci minimul global a al lui ¢ verifica relatia ¢(a ) = ¢(0) +Ea ¢'(0) . Deci

o satisface (4.3.8) dacd si numai dacd p <1/2. Aceasta conditie p<1/2 are
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repercusiuni asupra metodelor Newton si quasi-Newton, permitdnd o =1 1in aceste
metode si asigurand deci convergenta superliniara a acestora.

4.3.3. Cautarea liniara Wolfe

Este posibil ca relatiile Goldstein (4.3.6)-(4.3.7) sa fie prea tari si sd excluda
punctele de minim « ale functiei @(&) . De aceea in locul conditiei (4.3.7) Wolfe
a introdus conditia

Vi(x,,)'d, >2oVf(x,) d,, (4.3.10)

unde o € (p,1). Refrazat in termenii functiei @ putem scrie

@'(a,)=Vf(x, + akdk)Tdk 2 oVf(x, )Tdk =0¢'(0) > ¢'(0).

Interpretarea geometrica a conditiei (4.3.10)
este ¢a panta @'(¢, ) Intr-un punct acceptabil

trebuie sd fie mai mare decat sau egala cu un
multiplu o € (0,1) al pantei initiale ¢'(0).
Relatiile (4.3.6) si (4.3.10) constituie
cautarea liniard inexacta a lui Wolfe, sau
inca regula lui Wolfe, sau conditiile Wolfe.
Conditiile Wolfe sunt o extensie foarte find a
conditiilor Goldstein in care este vorba nu
numai de reducerea valorilor functiei, data de
(4.3.6), ci si de panta graficului functiei de
minimizat.

Observam ca (4.3.10) se poate obtine din
teorema de medie si (4.3.7). Intr-adevar, fie

o, care verificd (4.3.7), atunci:

a Vf (x +0,0,d.) d, = [(x, +a,d)~ f(x)>(1-p)a,Vf(x,) d,,
unde 6, €(0,1), care este chiar (4.3.10). Sa aratdm ca exista ¢, care satisface
conditiile Wolfe (4.3.6) si (4.3.10).

Teorema 4.3.3. Presupunem cd [ este continuu diferentiabila si d, este o directie
descendenta pentru f in punctul X, . Presupunem cd f este marginitd inferior de-a
lungul razei {xk +ad,: a2 O}. Daca 0< p<o <], atunci exista un interval
[a,b], 0 <a<b, astfel incat conditiile Wolfe:
f(x +ad )< f(x)+pavf(x) d,,
Vf(x, +ad) d > oVf(x,) d,,
sunt satisfacute pentru toti o €[a,b].
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Demonstratie.  Fie ¢@(a)=f(x,+ad,), a=0. Deoarece ¢'(0)<0si
0<p<o<l, rezultdi ci pentru « suficient de mic @(a)< @(0)+ pae'(0).
Totusi, deoarece ¢ este marginita inferior aceasta relatie inceteaza de a mai fi
adevaratd pentru o suficient ~de mare. Deci, daca definim
a=sup{d>0:p(a)<p0)+pag'(0),Va e (0,&)}, atunci & exista si este
finit. Mai mult, & satisface (4.3.6) cu egalitate, adica @(a) = @(0)+ pae'(0).
Din teorema de medie rezulta ca existda f € (0, @) astfel incat

: @(@)—(0) _ ¢(0)+ pag'(0) —¢(0)

pp)=———""= =

deoarece o > psi ¢'(0)<0. Ca atare, din continuitatea lui ¢', existd un interval

(a,b) < (0,cx) centrat in [ astfel incat @'(a)> o¢'(0)pentru orice « € (a,b).

= p9'(0) > 09'(0),

Deci, prin constructie pentru orice « €(a,b) au loc simultan relatiile:
o(a) < p(0)+ pap'(0) si ¢'(a) > 0¢'(0), adica conditiile Wolfe. m

Conditia Wolfe (4.3.6), f(x, +a,d,)< f(x,)+pa,Vf(x,) d,, cere ca
lungimea pasului ¢, s fie astfel incét si se realizeze o reducere suficienta a lui
f . De aceea (4.3.6) se mai numeste conditia de reducere suficienta. Cu alte
cuvinte, aceasta forteaza ca rata de reducere a functiei f in directia d, sa fie cel
putin  pVf(x,) d,. In practici p=10". Orice pas suficient de mic poate
satisface conditia de reducere suficientd. De aceea pentru a evita pasi foarte mici,
total ineficienti in cautarea liniard, se introduce a doua conditie (4.3.10),
Vf(x,.,) d, 2oVf(x,) d,, numiti condifia de curburd. Aceasta asiguri o

marginire a lui V£ (x, +ad,)" d, . Valoarea tipicd a lui & este 0.9. In general cu

cat valoarea lui o este mai micd, cu atat cautarea liniard este mai exactd. Totusi,
cu cit o este mai mic cu atat efortul de calcul este mai mare.
Observdm cd inegalitatea (4.3.10), a doua conditie Wolfe, este o

aproximare a conditiei de ortogonalitate g, ,d, =0, care este satisficuti de

cautarea liniard exactd. Un dezavantaj (minor) al conditiei (4.3.10) este ca aceasta
nu se reduce la cautarea liniara exacta atunci cdnd o — 0. Totusi daca in locul lui
(4.3.10) punem conditia

Vf (x) dy| <=09f (x) d, . (4.3.11)

atunci conditiile Wolfe se reduc la cautarea liniard exacta cand o — 0. Relatiile
(4.3.6) si (4.3.11) constituie un alt set de conditii care permit determinarea lungimii
pasului, cunoscute drept conditiile Wolfe tari. Deseori acestea sunt utilizate mai
ales in demonstrarea proprietatilor de convergentd ale algoritmilor de optimizare
fara restrictii. Este important sd notdm faptul c@ conditiile Wolfe tari sunt
satisfacute pentru « din intervalul [a,b]construit in demonstratia teoremei 4.3.3.
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Aceasta rezultd din faptul ci deoarece @'(f) <0, adicd ¢'(f) > o¢'(0)implici
@' (B)| < ole'(0).

In algoritmii de optimizare fara restrictii, si in general in algoritmii de
optimizare, deseori se utilizeazd conditiile Wolfe. Algoritmi pentru rezolvarea
conditiilor Wolfe au fost elaborati, intre altii, de Dennis si Schnabel [1989],
Fletcher [1987], Lemaréchal [1981], Moré si Thuente [1990] si Hager si Zhang
[2005]. Este important sd notim faptul ca eficienta unui algoritm de optimizare

depinde in mod crucial de acuratetea cu care este calculata lungimea pasului ¢, la

fiecare iteratie. De aceea acesti algoritmi sunt foarte sofisticati, constituind
interpretdri foarte subtile ale conditiilor Wolfe. De exemplu, algoritmul de
rezolvare a conditiilor Wolfe dat de Moré si Thuente [1990] este utilizat in
pachetul L-BFGS (BFGS cu memorie limitatd) elaborat de Nocedal [], precum si in
pachetul de gradient conjugat PRP+ al lui Liu, Nocedal si Waltz [].

Hager si Zhang [2005] prezintd o abordare diferita a acestor conditii de
mare subtilitate si eficientd prin introducerea conditiilor Wolfe aproximative.
Pentru a vedea motivatia introducerii acestora sia observam ca In esenta lor
conditiile Wolfe, mai ales prima conditie Wolfe, implicd o problemd numerica
fundamentali. In figura 4.3.2 prezentim graficul numeric al functiei

f(x)=1-2x+x> in vecinitatea punctului 1, mai precis in intervalul

x €[0.999999999,1.000000001].

Graficul numeric al functiei f(x}=1-2x+x2

langa punctul x=1

05}
04f
03f
02f

01F

Fig. 4.3.2. Graficul numeric al functiei f (x):l—2x+x2 langa punctul x=1.

Graficul, generat cu Matlab, este obtinut prin evaluarea functiei in 100 de puncte
din acest interval si unirea acestor puncte prin segmente de linie. Evident, graficul
real al functiei este o parabold, in timp ce graficul calculat este constant pe portiuni.
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Intotdeauna cdnd minimizam o functie neteda avem imaginea ca graficul acestei
functii este neted. Dar, in realitate, reprezentarea in calculator a functiei de
minimizat este constantd pe portiuni. Din figura 4.3.2 observam ca existd un
interval

1=[0.999999999840,1.000000000220]
in jurul lui x =1 in care functia f ia valoarea zero. Fiecare punct din acest interval
este de fapt un minim al functiei f din calculator. Pe de altd parte, functia f

(adevarata functie f, nu cea din calculator) are un unic punct de minim in x =1.

Observam ca lungimea acestui interval este 0.38x107° care este mult mai mare

decat epsilon masind, care in cazul nostru este 0.54x107"" . Existenta intervalului
I este rezultatul scaderii unor numere de valori foarte apropiate cand se evalueaza
functia f . Intr-adevdr, langd x =1, observdm cd 1—2x este aproape —1 in timp

ce x”este aproape +1. Deci, cand calculatorul adund 1—2x cu x*, in esentd el
scade doud numere foarte apropiate. Aceasta confirma inca odata regula cunoscuta
din analiza numerica ca erorile de rotunjire apar cind se scad numere aproape
egale. Observam ca lungimea intervalului [ este de ordinul lui radical din epsilon
masina. Cu aceste preparative sa ne intoarcem la conditiile Wolfe.

Dupi cum stim conditiile Wolfe sunt date de (4.3.6) si (4.3.10). In termenii
functiei ¢ acestea se exprimd sub forma:

pp'(0) > 2% =00 (4.3.12)
a
?'(a,)209'(0). (4.3.13)

Observam imediat ca intr-o vecinitate a minimului local al functiei f deoarece
o(a) = ¢(0), rezulta ca din punct de vedere numeric conditia (4.3.12) este cel mai
greu de satisfacut. Scaderea @(c,)—¢(0)este total lipsitd de acuratete. De fapt,

daca ¢(0)corespunde la un punct din intervalul 7, atunci prima conditie Wolfe

(4.3.12) nu va fi niciodata satisfacutd deoarece membrul drept din (4.3.12)
intotdeauna este negativ, iar membrul sting poate fi numai nenegativ (presupunand

ca d, este descendentd). De aceea, o solutie pentru a evita aceasta dificultate este

de a construi un set de relatii echivalente conditiilor de cadutare liniard Wolfe in
care sa nu apara scaderi. Pentru aceasta, daca inlocuim functia @(cr) cu un polinom

de interpolare de gradul doi g(a)=aa’ +ba +c, care realizeaza conditiile de
interpolare ¢(0) =@(0), ¢'(0)=¢@'(0)si ¢'(,) = ¢'(r, ), atunci obtinem
’ a _ ! 0 , )
a= @00 i) i e=g(0).
2a,
Acum evaluand membrul drept din (4.3.12) utilizand ¢ in locul Iui ¢, obtinem:
p(a,) —9(0) ~ q(a,)—q(0) _ ¢'(e) +¢'(0)
a, B a, 2 ’

(4.3.14)
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in care, dupa cum se vede, esential estre prezenta semnului plus. Ca atare, prima
conditie Wolfe (4.3.12) devine (2p—-1)¢'(0) > ¢'(,) , care impreuna cu (4.3.13)
furnizeaza conditiile Wolfe aproximative:

2p-D¢'(0) 2 ¢'() 2 09'(0) . (4.3.15)
Daci functia f este patraticd, atunci aproximarea (4.3.14) este exactd. Accentuam

faptul ca prima inegalitate din (4.3.15) este o aproximatie a primei conditii Wolfe.
Dar, ceea ce este foarte important, aceastd aproximatie se poate evalua cu o
acuratete mult mai mare decat conditia Wolfe originald, mai ales cand iteratiile
sunt 14ngd minimul local al functiei f°, deoarece conditiile Wolfe aproximative

sunt exprimate in termenii derivatei si nu a unei diferente de functii [Hager si
Zhang, 2005].

4.3.4. Backtracking

Deseori, in practicd, mai ales cand se cunoaste ca directia de cautare este ,,buna”,
pentru cautarea liniard se utilizeazd numai conditia (4.3.6), adicd numai prima
conditie Goldstein. Ideea de baza a acestei proceduri de cautare este de a pleca cu

valoarea ¢, =1. Daca punctul x, +a,d, nu este acceptabil, atunci reducem
valoarea lui ¢, pand cand prima conditie a Iui Goldstein (4.3.6)

fx,+a,d)< f(x)+pa,Vf(x,) d, este satisficuti. Aceasti metodd se

numeste cautarea liniara inexacta cu backtracking. Un algoritm simplu de
backtracking este urmatorul.

Algoritmul 4.3.1. (Cautare liniara cu backtracking)

Pasul 1. | Se considerd scalarii p €(0,1/2), 0</<u <1 sisepune o, =1.

Pasul 2. | Se testeaza f(x, +a,d,)< f(x,)+ pa,Vf(x,) d,.

Pasul 3. | Daca f(x, +a,d,)< f(x,)+pa,Vf(x,)'d, nu este satisficutd,
atunci se pune o, = fa, , unde B €[l,u] si se continua cu pasul 2;

altfel, stop cu a, obtinut la pasul anterior. ¢

Observam ca backtracking-ul este foarte asemandtor cu regula lui Armijo.
Backtracking-ul este deseori utilizat in cadrul metodelor Newton sau quasi-
Newton, unde se cunoaste ca marea majoritate a pasilor de deplasare sunt de
lungime unitara, ceea ce Inseamna ca o singura testare a lui (4.3.6) este suficienta
pentru a obtine o lungime convenabila a pasului de deplasare.

O variantd ceva mai sofisticatd a cautarii liniare inexacte cu backtracking

constd in a obtine ¢, nu printr-o simpla reducere a acestuia printr-un factor luat
dintr-un interval din (0,1) dat, ca in algoritmul de mai sus, ci utilizand interpolarea

patraticd. Intr-adevir, fie functia @(a)= f(x, +ad,). La inceput cunoastem

»(0) = f(x,) si ¢'(0)=Vf(x,) d,.Luand un pas de lungime unitard cunoastem
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o(1)=f(x,+d,). Daca f(x,+d,) nu satisface (4.3.6), atunci pentru a
aproxima @() se poate utiliza urmatorul model patratic

p@)=(e()-p(0)-¢'(0))a’ +¢'(0)a +p(0) ,

care tine seama de conditiile de interpolare de mai sus. Din conditia de minim
p'(a) =0 obtinem o noud valoare pentru & ca:

B ¢'(0)
2(p(M) - p(0)-¢'(0))

cu care se poate continua cdutarea lui «, . Pentru a preveni ca & si nu fie prea mic

se pot introduce anumite protectii. De exemplu, daca ||akd k” <n, atunci cautarea

liniara se opreste, unde 77 este dat.

O variantd simplificatd a algoritmului de cautare liniard cu backtracking
este urmatoarea.

Algoritmul 4.3.2. (Cautare liniara cu backtracking, varianti)

Pasul 1. | Se considera scalarii p €(0,1/2), p<(0,1) sisepune o, =1.

Pasul 2. | Daca f(x, +a,d,)< f(x,)+pa,Vf(x,) d,, atunci stop; altfel se

continud cu pasul 3.

Pasul 3. | Se pune a, = Pa, si se continud cu pasul 2. ¢

Deoarece d, este o directie descendentd, atunci Vf(x,) d, <0, astfel incat
pentru valori suficient de mici ale lui ¢, are loc

f(x +ad) = f(x)+a Vf(x)" d, < f(x)+pa,Vf(x) dy,
care aratd finitudinea algoritmului. Constanta p se interpreteaza ca fractia de
reducere a valorilor lui f, predictionata prin extrapolare liniara. De obicei p se
alege intre 0.001 si 0.5, ceea ce inseamna ca acceptdm o reducere a lui f* intre 1%

si 50% din predictia bazatd pe extrapolare liniara. Parametrul £ se alege intre 0.1
i 0.9.

Urmatoarea teorema aratd proprietatile cautarii liniare cu backtracking.

Teorema 4.3.4. Fie functia f:R" — R continuu diferentiabila si mulfimea de
nivel constant {x eR": f(x)Sf (xo)} un compact. Presupunem ca pentru orice
k, Vf(x,)'d, <0. Atunci algoritmul de backtracking 4.3.2 determind intr-un
numar finit de iteratii o valoare o, >0 care verifica conditia din pasul 2. Sirul

X, =X, +a,d, satisface f(x,,,)< f(x,), pentru orice k si
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T
llm Vf('xk) dk _0

ool

Demonstratie. Vom demonstra cd algoritmul de backtracking nu poate cicla
nedefinit intre pasii 2 si 3. Intr-adevar, daca se intampla acest lucru, atunci pasul 2
nu va fi niciodatd indeplinit si deci

[+ Bld) = 1(x)
ﬂ]

Dar B€(0,1), deci B/ — 0 cand j —> oo, si deci pentru j —> oo inegalitatea de

> pVf(x,)'d, .

mai sus devine Vf(x,)' d,>pVf(x,) d,, care nu este posibila, deoarece
pe(0,1/2)si Vf(x,) d, #0.
Deci exista un j, astfel incat
S+ B d) = f(x)< pB VS (%) d, #0.
Cum Vf(x,)'d, #0, rezultd ci pentru orice k, f(x.,)<f(x,). Acum din
inegalitatea de mai sus obtinem
S+ )~ f () V() dy
B [d.] .|

Aplicand teorema de medie, obtinem

Vi (x, +ﬂj0dk)Tdk < Vf(xk)Tdk

.| o

de unde rezulta concluzia teoremei. m

B

In finalul acestei sectiuni mentionam faptul ci utilizind aceeasi tehnica ca in cazul
cautarii liniare Wolfe se poate obtine cdautarea liniara cu backtracking
aproximativ. Aceasta este chiar prima inegalitate din (4.3.15).

Conditia din cautarea liniard cu backtracking este suficientd pentru a
realiza o imbunatatire a valorilor functiei de minimizat, totusi aceasta nu este inca
destul de tare pentru a garanta cé orice punct de acumulare al algoritmului general
de directii descendente va fi un punct stationar al functiei f . In fapt, daca n > 2

este foarte posibil ca directia de descendentd d, sa fie selectata astfel incat unghiul

dintre d, si —Vf(x,) sa fie foarte aproape de 90°. Atunci cosinusul acestui unghi
tinde la zero, caz in care algoritmul de directii descendente poate converge la un
punct nestationar. Pentru a evita aceastd situatie vom impune ca cosinusul
unghiului de mai sus sa fie uniform marginit fatd de zero. Asadar, dupa cum vom
vedea 1n paragraful urmator, vom impune ca directiile de cautare sa formeze un con
ascutit centrat in —Vf'(x, ), adicd sa satisfacd asa numita conditie de unghi:
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Vf(xk)rdk < _T”Vf(xk)””dk

b

unde 7 € (0,1).

4.4. TEORIA CONVERGENTEI PENTRU CAUTARE
LINIARA INEXACTA

In aceasta sectiune prezentam teoremele de convergenti ale algoritmului general de
directii descendente echipat cu metode de cautare liniard inexactd. Proprietitile de
convergenta ale algoritmului de directii descendente pot fi studiate prin stabilirea
unei masuri a cit de buna este directia de cautare. Calitatea directiei de cautare este
definitd de unghiul dintre directia de cautare si gradientul cu semn schimbat. Pentru
a demonstra convergenta algoritmului 4.1.1 trebuie sd evitam situatia in care

directia de cautare s, = &, d, este ortogonald pe directia negativa a gradientului.
Altfel spus, unghiul &, dintre s, si —V/(x,) este uniform marginit fata de 90°,

adica pentru orice k

6, S%—,u, (4.4.1)

unde x> 0. Inegalitatea (4.4.1) se numeste conditia de unghi. Fie g, =Vf(x,),
atunci unghiul 8, €[0,7/2], este definit ca:

T
8 Sk
AT

In continuare si prezentim un rezultat foarte util, datorat lui Zoutendijk [1970].
Din demonstratia teoremei care urmeaza ne putem face o idee clara asupra modului
in care proprietatile functiei de minimizat se leaga de conditiile Wolfe.

cosd, = (4.4.2)

Teorema 4.4.1. Presupunem ca f este marginita inferior pe R" si ca este
continuu diferentiabild intr-o vecindtate N a multimii de nivel constant
S :{x: f()<f (xo)}. Presupunem ca gradientul este o functie Lipschitz

continud, adicd exista constanta L >0, astfel incdt
le(x)-g()|<L|x-»

pentru orice x,y € N . Consideram o iteratie de forma (4.1.2), unde d, este o

, (4.4.3)

directie descendenta si «, satisface conditiile Wolfe (4.3.6) si (4.3.10), atunci
> cos? 6, || <. (4.4.4)

k=1

Demonstratie. Din (4.3.10) obtinem
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(& _gk)Tdk 2 (o‘—l)gkrdk :
Pe de alta parte, conditia Lipschitz (4.4.3) arata ca
2
(11— & )Tdk 2oL ”dk” .
Combinand aceste doua relatii, obtinem
-1\ gld
a, > (JT] ity (4.4.5)
|,
Utilizand prima conditie Wolfe (4.3.6) si (4.4.5) obtinem
o-1\(g/d,)
S < f(xk)"‘p(Tjk—kz .
.|
Tinand seama de (4.4.2), relatia de mai sus se poate scrie sub forma

Fe) < fx) +ecos? 6, g

unde ¢ = p(c—1)/L. Adunind aceste expresii pentru k >1si tindnd seama de

faptul cd f este marginitd inferior, obtinem concluzia teoremei. m

Relatia (4.4.4) se numeste conditia Zoutendijk. Deseori aceasta intervine in
mod direct in obtinerea de rezultate privind convergenta globala a algoritmului
general de directii descendente. Intr-adevar, dacid pentru orice k iteratiile

X, =X, +a,d, sunt astfel incat cos@, =6 >0, atunci din (4.4.4) obtinem
lim, ||gk ||:0. Cu alte cuvinte, dacd directia de cdutare nu tinde sd fie

ortogonald gradientului, atunci sirul gradientilor este convergent la zero. Observam
ca conditia Zoutendijk este o conditie asupra directiei de cdutare. Daca, de

exemplu, directia de cautare este chiar —g, , adicd este vorba de algoritmul de
gradient descendent al lui Cauchy [1847], atunci cos@, =1. Aceasta aratd ca

pentru a face algoritmul Iui Cauchy global convergent este necesar doar si
executam o cautare liniard adecvatd. Aceasta aratd incd odata importanta cdutarii
liniare in cadrul algoritmului de directie descendenta.

In acest context se poate imediat demonstra urmatorul corolar al conditiei
Zoutendijk.

Corolar. Fie f:R" — R marginita inferior pe R" si continuu
diferentiabild  intr-o vecindtate N —a multimii de nivel constant
S= {x:f(x) < f(xo)} Daca {xk}este sirul generat de algoritmul 4.1.1 in care

sunt utilizate conditiile Wolfe, atunci

cos 6, |[Vf(x,)]| = 0.
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Daca cos@, = 0 > 0 pentru toti k, atunci din conditia lui Zoutendijk avem
ca ||Vf (x, )|| — 0, adica algoritmul general 4.1.1 echipat cu cautarea liniara Wolfe
converge la un punct stationar al functiei f .

Limita lim, || g, || =0este cel mai bun tip de rezultat de convergenta

globala care se poate obtine in cadrul acestor algoritmi. Clar, nu se poate garanta ca
algoritmul converge la minim, ci numai cad acesta intrd in zona de atractie a
punctelor stationare.

Algoritmul general de directii descendente cu cautare liniara inexacta este
foarte simplu si se prezintd sub forma urmatoare.

Algoritmul 4.4.1. (Algoritm de optimizare fara restrictii cu cautare liniara
inexacta)

Pasul 1. | Initializare. Se considera un punct initial x, € R", precum si toleranta

de terminare a iteratiilor algoritmului de minimizare & < 1. Se pune

k=0.

Pasul 2. | Daca ||gk||Sg, atunci stop; altfel se calculeazd o directie de

descendentd d, astfel incat g/d, <0.

Pasul 3. | Se calculeazd lungimea pasului ¢, utilizdind conditiile Goldstein
(4.3.6) si (4.3.7) sau conditiile Wolfe (4.3.6) si (4.3.10).

Pasul 4. | Sepune x,,, =x, +a,d,; k=k+1, sisecontinua cu pasul 2. ¢

Vedem ca in acest algoritm d, este o directie descendentd generala care trebuie sa

satisfaca conditia ngdk <0. Pe de alta parte o, se determina fie din conditiile

Goldstein, fie din cele ale Iui Wolfe. Ca atare, algoritmul 4.4.1 este unul foarte
general, incluzand o clasa foarte bogatd de metode de optimizare fara restrictii cu
cautare liniard inexacta.

In cele ce urmeazi vom demonstra o teorema privind convergenta globala
a algoritmului general de directii descendente cu cautare liniara inexacta.

Teorema 4.4.2. Presupunem ca in algoritmul 4.4.1 directia d, satisface conditia
de unghi (4.4.1) si «, este definit de conditiile Goldstein (4.3.6) si (4.3.7) sau de
conditiile Wolfe (4.3.6) si (4.3.10). Daca Vf(x) exista si este uniform continuu pe
multimea de nivel constant S = {x:f(x) < f(xo)}, atunci fie Vf(x,)=0 pentru
un anumit k, fie f(x,) — —o0, fie Vf(x,) > 0.

Demonstratie. Pentru inceput sa considerdim ¢, definit de conditiile Goldstein

(4.3.6) 51 (4.3.7). Presupunem ca pentru toti k, g, =Vf(x,)#0 sica f(x,) este
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marginit inferior. Rezulta ca f(x,)— f(x,,,) — 0, deci din (4.3.6) —g/s, —>0.
Acum presupunem cd g, — 0 nu este adevarata. Atunci, existd un subsir astfel

incat ||gk || >¢& si ”Sk || — 0. Deoarece 8, <7 /2— u, obtinem

T .
cosd, 2 cos(z—,u] =sinu,
deci
~8i5i 2|8 lsif[sin 4= £s, Jsin
8k Sk = |8k |l|1Sk H=&|S, H.
Dar, din dezvoltarea Taylor, putem scrie
fG)=fG)+VfED) s,
unde &, se afla pe segmentul de linie care uneste x, cu x,,,. Din continuitatea
uniforma rezulta ca Vf(&,) = g, cand 5, = 0. Deci
S =f(x)+ ngSk + 0(||Sk ”) .
Ca atare,
f(xk)_Tf(x/m) 51,
—8 Sk

ceea ce contrazice a doua conditie Goldstein (4.3.7). Deci g, =0, ceea ce

demonstreazd convergenta globald cidnd ¢, este determinat din conditiile
Goldstein.

In mod similar se demonstreazd convergenta pentru cazul conditiilor
Wolfe. Observam ca din continuitatea uniforma a lui Vf'(x) rezulta ca

ngHdk = ngdk +0(||dk )

astfel incat

Dar aceasta contrazice faptul ca g, d,/g/d, <o<1 din (4.3.10). Deci

g, = 0, ceea ce demonstreaza convergenta globald cand ¢, este determinat din

conditiile Wolfe. m

Urmatoarea teoremd demonstreazd convergenta algoritmului general de
directii descendente cu cautarea liniara inexacta data de regula lui Wolfe. In esenti
vom demonstra cd sirul generat de algoritmul 4.4.1 cu regula Wolfe satisface
conditia Zoutendijk.

Teorema 4.4.3. Fie f:R" — R o functie continuu diferentiabila si marginita

inferior. Presupunem ca Vf(x) este uniform continua pe multimea de nivel
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constant S ={x:f(x)Sf(x0)} §i ca a, este determinat din conditiile Wolfe
(4.3.6) si (4.3.10). Atunci sirul generat de algoritmul 4.4.1 satisface

Vf‘(xk)TSk — 0

im , (4.4.6)
S

ceea ce inseamnd cd
IVf (x)]|cos6, —0. (4.4.7)

Demonstratie. Deoarece Vf(x,) s, <0 si f este marginitd inferior, rezulta ca

sirul {xk} este bine definit si {xk} < S. Mai mult, deoarece { f (xk)} este un sir

descendent, atunci el este convergent.

Vom demonstra (4.4.6) prin contradictie. Presupunem deci ca (4.4.6) nu
are loc. Atunci exista & > 0 si un subsir indexat dupa multimea de indici K, astfel
incat pentru orice k € K

_vf(xk)TSk >

.|

Dar, din prima conditie Wolfe (4.3.6) avem

Sx) = f(x,,)2 p”Sk”{—%JZ p”sk"b“.

Deoarece { f (xk)} este un sir convergent, rezultd ca sirul {SkaEK} este

convergent la zero. Pe de altd parte din a doua conditie Wolfe (4.3.10), pentru orice
k>0 avem

(=0 VS () 5) < (Vf (3, +5) = V/ (%) s,
Deci, pentru orice k € K

S_vf(xk)TSkS 1 |
s 1-o

Dar, intru-cat am demonstrat ca {Sk keK } — 0, rezultd cd membrul drept din

IV (x +5)= V()| (4.4.8)

(4.4.8) tinde la zero prin continuitatea uniforma a lui Vf pe multimea S . Aceasta
constituie o contradictie care demonstreaza teorema. m

Observam ca (4.4.6) implica ||Vf (x, )”COS 6, — 0, adica chiar conditia
Zoutendijk, exprimatd in (4.4.4) in altd forma. Importanta conditiei Zoutendijk
constd in faptul ca dacd cos@ =0 >0, atunci lim, ||Vf (xk)”:O. Daca

ipoteza continuitdtii uniforme este inlocuitd cu conditia Lipschitz asupra
gradientului, atunci obtinem un alt rezultat asupra convergentei algoritmului 4.4.1
cu cautarea inexactd datd de conditiile Wolfe. Inainte de a demonstra o astfel de
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teorema sd prezentim un rezultat tehnic sub forma urmatoarei propozitii, care
furnizeaza o margine a reducerii functiei f .

Propozitia 4.4.1. Fie f:D — R o functie continuu diferentiabild pe multimea
deschisa D — R" cu gradientul Vf(x) care satisface conditia Lipschitz

[Vf ) =Vf)| < L]y—x
unde L >0 este o constantd. Daca f(x, +ad,) este marginita inferior si a >0,

’

atunci pentru orice &, >0 care satisface conditiile Wolfe (4.3.6) si (4.3.10) avem
2
)= f G +ad )2y [V ()| cos™ (4, VF(x),  (44.9)

unde y >0 este o constantd.

Demonstratie. Din conditia Lipschitz a lui Vf si (4.3.10) obtinem
2
aL|d| = d; (Vf (x5 +ad) = Vf () 2 =(1-0)d{ V[ (x,),

adica
1—
% ”dk ” 2 Wda””dk ” ”Vf(xk )” Ccos <dk =V (%, )>
k
l-o
= T”Vf(xk )|cos(d,.—Vf(x,)).
Acum utilizand (4.3.6) obtinem
Sx)-f(x +dy) = _pakdkrvf(xk)
= pa, ”dk ””Vf(xk )” Cos <dk =V (x, )>

> PV (508 (e, =07 () = 297 (x)cos (d, V7 )

= 25 cos’ (057 1),

care, dupa cum se poate vedea este chiar (4.4.9)cu y =p(l1—-0)/L. m

Teorema 4.4.4. Fie f(x) o functie continuu diferentiabila pe R" pentru care
Vf(x) satisface conditia Lipschitz

[V/ () -V L]y-x
unde L >0 este o constantd. De asemenea fie lungimea pasului «, definit de

conditiile Wolfe (4.3.6) si (4.3.10). Daca conditia de unghi (4.4.1) este satisfacutd,
atunci pentru sirul {xk} generat de algoritmul general de directii descendente

4.4.1, fie Vf(x,) =0 pentru un anumit k, fie f(x,) = -, fie Vf(x,) = 0.

’



¢ FUNDAMENTELE METODEI DE DIRECTII DESCENDENTE ¢ 29

Demonstratie. Presupunem ca pentru orice k, Vf(x,)# 0. Din propozitia 4.4.1

rezulta ca

2
S )= S G 2 7|V ()| cos® 6,
unde ¥ = p(1-0)/ L este o constanta pozitiva independentd de k . Atunci, pentru
orice k >0 putem scrie

)= S () =2 (f ()= 50) 2 7 i

Deoarece 6, satisface conditia de unghi (4.4.1), rezulta ca

h—
Ve[ Zicosz 0. (4.4.10)
i=0

D cos’ §, =+x.
k=0
Ca atare, din (4.4.10) rezulta ca fie Vf(x,) >0 sau f(x,)—> —o0, ceea ce

completeaza demonstratia teoremei. m

Observam imediat ca teorema de mai sus este o consecintd directd a
conditiei Zoutendijk si a celei de unghi. Mai mult, toate aceste rezultate au fost
obtinute in conditii destul de comode asupra functiei de minimizat. Ceea ce se
impune sunt doar continuu diferentiabilitatea si conditia Lipschitz asupra
gradientului.

In cele ce urmeazi prezentim un rezultat privind reducerea functiei de
minimizat in conditiile in care aceasta este uniform convexi. Intr-adevir, in
propozitia 4.4.1 am prezentat o margine a reducerii la fiecare iteratie a unei functii
foarte generale, in conditiile in care gradientul acesteia este o functie Lipschitz.
Estimatia (4.4.9) este exprimatd in functie de conditia Zoutendijk. Uniform
convexitatea ne conduce la o noud estimatie dependentd de marginile Hessianului
functiei de minimizat. Am vazut ca o functie f'(x) este uniform convexa (sau tare

convexa), daca existd o constanta 77 > 0 astfel incat

=2 (V=Y () znly-", (44.11)
sau exista constantele pozitive m si M (m < M) astfel incat
m|y[ <y VA (x)y <My (4.4.12)

Teorema 4.4.5. Fie functia f(x) uniform convexa si algoritmul 4.4.1 in care
satisface (4.3.6). Atunci

Jx) =[x+ dy) > HLH%dkHZ : (4.4.13)

NM Im

Demonstratie. Consideram doua cazuri.
(i) Presupunem ci d; Vf(x, +a,d,) <0. in acest caz putem scrie
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Sx)-fx +ady) = T _dkva(xk +1d, )dt
> [ a7 (VG + )~V (x, + 1)t

o 1
z I”dk [ n(er ~nydr = EHO‘kdk [
0

4.

a

> e,

(ii) Presupunem ca d; Vf(x, +a,d,) > 0. Atunci existi 0 <& < a, , astfel incat
d/Vf(x,+a'd,)=0.

Cu aceasta din uniform convexitatea (4.4.12) rezulta ca
fx) - fx, +a’d) < %M o a [ (4.4.14)
si
f(x +ad)— f(x, +a’d)> %m”(ak ~ad[. @aas)

Deoarece f(x, +a,d,) < f(x,), din (4.4.14) si (4.4.15) rezultd ca
M N
< (1+ —Ja .
\ m

Sx)-f(x +d) = _pakdkva(xk)
> pad{ (Vf (x, + a*dk) —Vf<xk>)

> npeyal” |d, ”2 \/— — |,

Ca atare, (4.4.13) are loc in ambele cazuri. m

Deci

Teoria convergentei algoritmului de directii descendente cu cautare liniara
inexactd prezentatd in aceastd sectiune se bazeazd pe conditia de descendentad
V£ (x,) d, <0 si pe presupunerea ca directia d, este marginita in norma fata de
zero. Rezultatele obtinute sunt foarte tari, deoarece se bazeaza pe ipoteze foarte
comode, anume ca functia este cel putin de doud ori continuu diferentiabild si
gradientul acesteia este functie Lipschitz. Deci pentru functii suficient de netede,
asa cum se prezintd majoritatea modelelor sistemelor fizice reale, teoria asigura
convergenta algoritmului 4.4.1.

In cele ce urmeazi vom considera o alti abordare a convergentei
algoritmului general de directii descendente 4.4.1 cu cautare liniard inexacta pentru
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functii tare convexe in situatia in care directia de cautare satisface o conditie de
descendenta suficientd. Intr-adevar sa presupunem ca directia d, satisface conditia

de descendenta suficienta:
2

gid, <—cllg| (4.4.16)

unde ¢ > 0 este o constanta.

Teorema 4.4.6. Daca:
(i)  functia f este marginita inferior pe mulfimea de nivel constant

S = {x eR": f(x)L f(x, )} unde x, € R" este punctul initial cu care
se incepe cautarea minimului,
(ii)  gradientul g(x)=Vf(x) este o functie Lipschitz continud pe o multime

convexa S care contine S, adica exista L>0 astfel incdt

lg(x) - g < L|x-y

si d, este o directie descendentd care verifica g.d, <0, atunci algoritmul de

, pentru orice X,y €S

directii descendente cu metodele de cautare liniara inexacta Armijo, Goldstein,

Wolfe sau Wolfe tare genereaza un gsir infinit {xk} care satisface conditia
Zoutendijk

2
_ T
lim( gkd’f] -0. (4.4.17)

Demonstratie. Pentru algoritmul cu cautare liniard inexactd Armijo (4.3.3) fie
K = {k:ak =7, } si K, = {k:ak < z’k} . Atunci din (4.3.3) rezulta ca
Sx)—f(x +ady) 2 _prkngdk . kek,,
Sx)—f(x +ady) 2 _pakngdk , kek,.
Deoarece pentru orice k € K, , a, / f <7, , rezultd ca
f)=f G +(a,/ pd) <—paygid, | . keK,.

Utilizdnd teorema de medie asupra membrului stang al inegalitatii de mai sus,
existd un 6, €[0,1] astfel incat

~a Vf(x, +a,0,d, 1 p) d. | f<-pagid, /B, kekK,,
adica pentru orice k € K,
Vi(x, +a,0,d, /,B)Tdk > pngdk .
Din (ii) si inegalitatea Cauchy-Schwarz, rezulta ca pentru orice k € K,
akL”dk”Z /p= ||Vf(xk +a,6,d, /ﬂ)_vf(xk)””dk”
> (Vf (x, +,0,d, | B)=Vf (x)) d; 2~(1- p)g/d, .
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Deci, pentru orice k € K,

. _BU-p)gd,
k — 2 °
Ld,]

Ca atare, pentru orice k € K2

po(-p)(—g'd, |
Fx) = f(x +ayd,) > ( J
L (A

Dar 7, =—(Vf(x,)" a’k)/”dk”2 . Deci pentru orice k € K|

S(x) = f(x, +akdk)2p[_|(|gc;c||lk] .

Daca punem 77 = min { o, Bo(1—p)/ L} , atunci din relatiile de mai sus obtinem

S(x) = f(x, +akdk)277(_|(|ifc|ka ,

care din ipoteza de descendenta si (i) implica (4.4.17).
Pentru algoritmul cu cautare liniard datd de regula lui Goldstein (4.3.7)
utilizdnd teorema de medie, precum s§i inegalitatea Cauchy-Schwarz, rezultd ca

existiun @, € [0,1], astfel incat:

( —p)aka(xk)Tdk <fx, +ad)-f(x)=a,Vf(x, + aké’kdk)Tdk
=a, [Vf(x, +,0,d)-Vf(x)] d,+a,Vf(x,) d,
<a,Vf(x) d, +a, |Vf(x, +2,6,d,) -V (x)||d; |
<a,Vf(x) d, +alL|d,]’.

p gdeJ
a, >2— .
k L[Ildk||2

Acum, tindnd seama de (4.3.6), obtinem:

2 TV
FG)-f(x, +akdk)2p—[ gkdk] .
L |a]

Ca atare, din (i) rezultd ca in cazul cautarii liniare cu regula lui Goldstein, relatia
(4.4.17) este adevarata.

Pentru algoritmul de directii descendente cu cautare liniara datd de regula
lui Wolfe, din (i), (4.3.10) si tindnd seama de inegalitatea Cauchy-Schwarz,
obtinem:

Deci

akL”dk”z 2 ”Vf(xk +akdk)_vf(xk)||”dk”
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T
Z[Vf(xk +a,d,) _Vf(xk)] d,2—(1- U)ngdk'
Deci
l-o| -gld
(2| A
]
Acum din (4.3.6) rezulta:

f(xk)—f(xk +akdk)2 P(l—G)(—g,fko ‘

L\ fdd

Ca atare, din (ii) rezultd cd si in cazul cautdrii liniare Wolfe, (4.4.17) este
adevaratd. m

In concluzie, pentru toate metodele de cautare liniara inexactd de mai sus
se poate demonstra ca:

1) lungimea pasului de deplasare «, este marginita inferior si

2) pentru orice k :

—old :
f(xk+akdk)—f(xk)3—n{ ”g;”"] , (4.4.18)
k

unde 1, >0. Aceste doud rezultate foarte importante le vom utiliza in
demonstratia convergentei algoritmului de directii descendente 4.4.1.

Pentru a stabili convergenta algoritmului conceptual de directii
descendente 4.4.1 ne vom plasa in clasa functiilor tare convexe. Mentionam ca
functiile tare convexe constituie o clasa foarte naturald de functii care au proprietati
foarte bune 1n raport cu care se pot demonstra teoreme de convergentd. Daca

f este de doua ori continuu diferentiabild si tare convexa pe R” atunci ipotezele (i)
si (i) din teorema 4.4.6 sunt satisfacute, f(x) are un minim unic X si existd

constantele 0 < m < M astfel incat pentru orice x,y € R":

m|y[ <y VAf(xy <My, (4.4.19)
%m”x—x*uz < fx)—f(x) S%Mux—x* 2, (4.4.20)
mlx=y (V@) -V O = <Mlx-yf, @421
adica
m Hx - x*Hz V) (x=x)<M Hx —x Hz . (4.4.22)

Utilizand inegalitatea Cauchy-Schwartz si teorema de medie in (4.4.22) obtinem:
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m Hx —x H < ||Vf(x)|| <M Hx —x

. (4.4.23)

Teorema 4.4.7. Presupunem ca f:R" — R este o functie tare convexd, de doua
ori continuu diferentiabild, §i ca
T

gld, <—|g.||.]. (4.4.24)

unde 0 < v <1, atunci algoritmul de directii descendente cu oricare din metodele

de cautare liniard inexactd genereazd un §ir infinit {x k} astfel incat:

lim g, | =0, (4.4.25)
—0

i {xk} converge cel putin liniar la x .

Demonstratie. Deoarece f este tare convexa rezultd cd existd constantele
0 < m < M astfel incét pentru orice x € R are loc:

M Hx — x*H > ||Vf(x)|| >m Hx - x*H .
Din (4.4.21) observam cda m < L. Din (4.4.18), utilizind noua conditic de
descendenta (4.4.24) putem scrie:

2 2
—old —old
fx)—f(x, +ed) =1, (W] =1 (”dg”ﬁJ ||gk||2
k K|l 8«

27702-2 ”gk ”2 2 Uofzmz ka _x*H2 2 77072’"2 %(f(xk) - f(X*))

Notam:
2 2
T°m .
7=,/2—77° si ¢ =41-7%
M
Deci:

S = f O +ad) =7 ()= f(x). (4.4.26)

Sa aratam acum ca pentru oricare din metodele de cdutare liniara prezentate mai
sus ¥ <1.

Pentru algoritmul care utilizeazd metoda de cautare liniara inexacta
Armijo, deoarece

1y =min{ p, fp(1—p)/ Li< fp(1-p)/ L
rezulta ca:
2.2 2.2 2

/4
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Pentru algoritmul care utilizeazd metoda de cautare liniard inexacta
Goldstein, 7, = p°/ L, atunci
yr=2 oz’ = 2p°c"m” < pz‘zmg ' p<l.
M LM M
Pentru algoritmul care utilizeazd metodele de cautare liniard inexacta
Wolfe sau Wolfe tare, 77, = p(1-0)/L, sideci

5 nrm’  2p(l-o)c’m? - (1-o)’m
M LM B

v = <(l-o)’<l.

Deci, pentru oricare din metodele de cautare liniard inexactd considerate, avem
y <1. Acum, din (4.4.26) putem scrie:

fE) = ) <=7 (f(x) = f(X)),

FO) =) =72 (f(x) = f(x).
Scazand f(x") din ambii membri ai acestei inegalititi, obtinem:
S =)A= ()= f ()

=7 (f ()= () << (S () = f (X)),
Dar

*
[, = x

S <2 () - SN < E () - f(6))
m m
2/ ()~ S

m

é/Zk — a)Z é/Zk’

unde

» 2 (x) = f(x)
W = .
m
Deci ka - x*H < w(*, ceea ce arata convergenta liniari a sirului {x k} lax . m

Teorema de mai sus arata ca pentru functii tare convexe suficient de netede
daca directia d, verificd conditia de descendenta (4.4.24), atunci algoritmii de
metode descendente pentru minimizarea functiei f, echipati cu oricare dintre
metodele de cautare liniard inexactd de mai sus, sunt convergenti in sensul lui
(4.4.25). Se poate demonstra cd teorema este valida si in cazul in care conditia
(4.4.24) este inlocuitd cu conditia de descendenta suficientd g,{ d, S—c||gk||2 ,

unde ¢ este o constanta pozitiva.

In concluzie, vedem ci pentru metodele de directii descendente pentru
optimizare fara restrictii dispunem de tehnici de cautare liniara care asigura
convergenta algoritmului 4.4.1.
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4.5. CONSIDERATII PRACTICE

Dupa cum am vazut, pentru determinarea lungimii pasului de-a lungul unei directii
descendente se dispune de o multitudine de metode care se pot clasifica sub forma
cautdrii liniare exacte si a cautdrii liniare inexacte sau aproximative. In practica,
cu exceptia functiilor patratice, se utilizeaza cautarea liniard inexactd. Cele mai
importante metode de cautare liniard inexacta sunt:

1) Cautarea liniara Armijo [Armijo, 1966]:

Dandu-se scalarii e (0,1), 7, =—(Vf(x,) d)/|d.[ si pe(0,1/2). Se

considera o, = ™1, , unde m, este primul intreg nenegativ m pentru care
fx)—fx+p"7d,) 2 _pﬂmrkvf(xk)Tdk ) (4.5.1)

adica se incearcd succesiv m =0,1,...pa4na cind inegalitatea de mai sus este

satisfacutd pentru un anumit m =m, .

2) Cautarea liniara Goldstein [Goldstein, 1965]:
Pentru un 0< p<1/2, se determind ¢, ca solutie a urmitorului sistem de

inegalitati:
fx, +ad)< f(x,)+paVf(x) d,, (4.5.2)
[ +ad)2 f(x)+1-p)avf(x,) d,. (4.5.3)

3) Cautarea liniara Wolfe [Wolfe, 1969, 1971]:
Dandu-se scalarii psi o, astfel incat 0 < p <o <1, se determind ¢, ca solutie a
urmatorului sistem de inegalitati:
f(x, +adk)Sf(xk)+pan(xk)Tdk, 4.5.4)
Vi(x, +ad) d, >oVf(x,) d,. (4.5.5)

4) Cautarea liniara Wolfe aproximativa [Hager si Zhang, 2005]:
Dandu-se scalarii 0<p<1/2 si p<o<l, se determind ¢, ca solutie a

urmatorului sistem de inegalitati:

Qp-DVf(x)'d, 2Vf(x, +ad) d, >oVf(x) d,. (45.6)

5) Cautarea liniara Wolfe tare [Wolfe, 1969, 1971]:
Dandu-se scalarii psi o, astfel incat 0 < p <o <1, se determina ¢, ca solutie a

urmatorului sistem de inegalitati:
f(x, +ad)< f(x)+paVf(x)' d,, (4.5.7)
IVf (x, +ad) d| < —oVf (x,) d,. (4.5.8)
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6) Cautarea liniara Wolfe generalizata [Dai si Yuan, 1996]:
Dandu-se scalarii p, o, si o,, astfel incit 0<p<o, <1l si 0,20, se

determind ¢, ca solutie a urmdtorului sistem de inegalitati:

S +ad) < f(x)+ pavf(xk)Tdk > (4.5.9)
o Vf(x)'d <Vf(x, +ad) d <-o,Vf(x) d,. (4.5.10)

7) Cautare liniara cu backtracking:
Se considerd scalarii p€(0,1/2), f<(0,1) si se pune o, =1. Se pune

a, = fo, pana cand
fx,+a,d)< f(x,)+pa,Vf(x,) d, (4.5.11)

este indeplinita.

Cateva observatii sunt necesare. In anumiti algoritmii de optimizare fara
restrictii pentru demonstrarea convergentei se utilizeaza conditiile Wolfe. In alti
algoritmi se utilizeazd conditiile Wolfe tari. Observam cd daca o, =0, =0,

atunci conditiile Wolfe generalizate se reduc la conditiile Wolfe tari. A doua
inegalitate din (4.5.6) este chiar a doua conditie Wolfe (4.5.5). In cazul functiilor
patratice, prima inegalitate din (4.5.6) este echivalenta cu (4.5.4). In general, cand

p(a)= f(x, +ad,) este inlocuitd cu un polinom de interpolare patratica care
interpoleazd @(ar) iIn @ =0si @'(a)in =0 si @ =¢,, atunci prima conditie
Wolfe (4.5.4) se reduce la prima inegalitate din (4.5.6). Vedem imediat ca
conditiile Wolfe aproximative au aceeasi forma ca si conditiile Wolfe generalizate
(4.5.10), dar cu o alegere particulara a lui o,. Conditia de reducere a valorii

functiei de minimizat (4.5.4) se regaseste In conditiile Wolfe generalizate, in timp
ce in conditiile Wolfe aproximative aceasta conditie este aproximatd in prima
inegalitate din (4.5.6).

In acest capitol atat pentru ciutarea liniara exactd cét si pentru cea inexacti
am demonstrat teoreme care ne asigura ca In conditii destul de modeste sistemele
de inegalitati de mai sus au o solutie care precizeaza lungimea pasului de-a lungul

directiei d,. Acestea sunt rezultate incontestabile, care odata demonstrate dau

optimizare fard restrictii. Problema care raméne este aceea a proiectarii de
algoritmi eficienti care sd rezolve sistemele de inegalititi de mai sus. De fapt,
aceasta este una dintre marile provocari 1n practica optimizarii.

Algoritmi pentru determinarea lui «, care verifica sistemele de mai sus

sunt descrisi, de exemplu, In [Lemaréchal, 1981], [Fletcher, 1987], [Shanno si
Phua, 1987], [Dennis si Schnabel, 1983], [Schultz, Schabel si Byrd, 1985], [Moré
si Tuenthe, 1990], [Hager si Zhang, 2005]. Rezolvarea sistemelor de inegalitati
algebrice nu este o sarcina usoara. De aceea, de obicei, algoritmii de cautare liniara
bazati pe conditiile de mai sus contin foarte mult empirism §i se bazeaza pe
tehnicile de interpolare sau cele de reducere a intervalului de incertitudine,
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prezentate in capitolul 3. Dintre toti algoritmii de cautare liniara prezentati mai sus,
in practicd, cei mai utilizati sunt cautarea liniara cu backtracking, cdutarea liniara
Wolfe, cautare liniara Wolfe tare si foarte recent cautareca liniara Wolfe
aproximativd. Nu vom prezenta algoritmii corespunzatori acestor metode de
cautare. Dar, pentru a vedea complexitatea, modul in care experienta empirica este
utilizata 1n constructia unor algoritmi de cautare liniara vom prezenta algoritmul de
cautare bazat pe conditiile Wolfe. Ceea ce este important de notat este faptul ca
acesta contine foarte multe rezultate empirice observate de-a lungul utilizarii
acestuia prin rezolvarea a mii de probleme de optimizare fara restrictii.

Sa consideram deci algoritmul pentru determinarea unei valori « care
verifica conditiile Wolfe (4.5.4) si (4.5.5). Presupunem ca se dispune de punctul

curent x,, de valoarea functiei §i a gradientului in acest punct f, = f(x,), si
g, =Vf(x,), de o directie descendentd d, , precum si de o valoare initiald a lui

a cu care se Incep calculele. Atunci algoritmul bazat pe conditiile Wolfe este
urmatorul [Shanno si Phua, 1976], [Birgin si Martinez, 2001].

Algoritmul 4.5.1. (Cautare liniara Wolfe — Shanno-Phua)

Pasul 1. | Inifializare. Se considerd «a,=0, Ismax=20 si Isiter=0.

(Ismax este numarul maxim de iteratii admis in acest algoritm.)

Pasul 2. | Se calculeaza noul punct x,, =x, +ad,, precumsi f,, = f(x,,)
Sl gnew = Vf(x}’lew) °

Pasul 3. | Se verifica daca conditiile Wolfe sunt satisficute. Daca

(a|d,|>107°) si (isiter <ismax) si (g}, d; #0 sau f,,, > f,)
si [(fnew > f, +10"%agld, sau|g! d, /ngdk‘ > 0.9) sau

(lsiter =0 si ‘gfewdk /ngdk‘ > 0.5)} , atunci se executd pasul 4, altfel

stop.

Pasul 4. | Se verificd daca noul punct x

e AT€ O pantd negativa si o valoare a functiei

mai mare decat cea corespunzitoare lui & = 0 . In acest caz cautarea a trecut
printr-un maxim local §i este directionatd catre un minim aflat la distanta de
minimul cautat. Se reduce « si se calculeaza punctul corespunzator acestei
valori ale Iui &, precum si valorea functiei si a gradientului in acest nou
punct. Se repetd aceastd procedura pand cand s-a gdsit un punct

corespunzitor. Daca (0(||dk||>10_3’0 si f..> /i s gnTewdk<0),

atunci se executa pasul 5, altfel se continua cu pasul 6.

Pasul 5. | Se pune o =a/3. Se calculeaza x,,, =x, +ad,, f,. =f(x,,) s

Gpow =V (X,,,,) - Se pune a, =0 si se continua cu pasul 4.

Pasul 6. | Interpolare cubicd pentru a determina un nou punct de incercare. Se
calculeaza:
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3(f,—f.
a=gld +gldy ) bt (e d e
p

Daca b>0, atunci se pune b= N , altfel se pune b=0. Se
calculeaza
(a-a,)g,.d, +b-a)
. gl{ewdk - ngdk + Zb .

Pasul 7.

Se verificd daca minimul este inclus intr-un interval. Daca
T
g newdk

T <0, atunci se executa pasul 8, altfel se continua cu pasul 9.
84y

Pasul 8.

Aici minimul este inclus intr-un interval. Se verifica daca punctul de incercare
se afld suficient de bine inclus in interval. Dacd nu, atunci se alege ¢, ca

mijlocul intervalului. Daca
[0.99max{a,ap} <a, sau a, <1.01min {a,ap}] , atunci se pune
a,=(a+a,)/2,altfel:

Aici minimul nu se afld intr-un interval, ¢, este prea mic de aceea se

dubleaza cea mai mare lungime anterioard. Daca

(gfewdk <0siq < 1.01max{a,ap}),atunci a, = 2max{a,ap} .
Aici «, este prea mare, de aceea se injumdtiteste cea mai mica valoare
anterioard. Daca [(g,{ewdk >0 si «a > O.99min{a,ap}) sau

(a, < O)J,atunci a, :min{a,ap}/2.

Pasul 9.

Se pune @, =&, a =@, sise continua cautarea. Se calculeaza noul

punCt xnew = xk + 6ldk 2 f;lew = f(xnew) $1 gnew = Vf(xnew) . Se pune
Isiter = Isiter +1 i se continud cu pasul 3. ¢

Algoritmul

nu este simplu. Vedem imediat ca conditiile Wolfe sunt usor de

identificat in cadrul algoritmului, dar pe langa acestea se afld o multitudine de alte
teste care asigurd buna functionare a acestuia. Toate aceste teste suplimentare sunt
introduse in urma experimentelor numerice. Lungimea pasului se determind prin
interpolare cubici si actualizarea intervalului de incertitudine'.

Mult mai complicat este algoritmul dezvoltat de Moré si Thuente [1992,
1994] pentru determinarea lungimii pasului prin conditiile Wolfe tari (4.5.7) si
(4.5.8). Si acesta se bazeaza pe experienta acumulatd in rezolvarea unei mari

! Detalii asupra acestui algoritm se afld in codul Fortran prezentat pe CD-ul anexat lucrarii
(subrutina WOLFE.FOR). Vezi si programul LSTEST.FOR, care aratd cum se initializeaza
cautarea liniara Wolfe implementata in aceasta subrutina.
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varietiti de probleme de optimizare fara restrictii. Problema consideratd de Moré si
Thuente este de a gési un « care sa apartind mulfimii
b

T(p) ={a>0:p(a) < p(0) +ape'(0).|¢'(a)| < p|¢'(0)

unde @(a)= f(x, +ad,). In plus se impune ca « si fie restrictionat intr-un

interval, O< . <a<a conditie care asigura finitudinea algoritmului. Ideea

min max °

algoritmului este urmatoarea. Datd o lungime a pasului ¢, dintr-un interval de

incertitudine [c,,,, Q. ], algoritmul de cdutare genereaza un lant de intervale

{]k}, si un sir de lungimi a, € I, N[, A0 ] - (L, =[0,00].) Intervalele 7,
trebuie astfel construite ca intersectia lor cu 7(p) sa fie nevida. Conditiile impuse
asupra capetelor ¢; si «, ale unui interval / sunt specificate in termenii unei
functii auxiliare @(a) = @(a)—@(0)— pa@'(0). Dacd capetele intervalului
satisfac conditiile

Ha)<d(a,), Ha)<0 si ¢'(e)a,—a)<0, (4.5.12)
atunci existi un & in [ astfel incat ¢(a’ ) <d(a,) si ¢'(a’)=0. in particular
a €T (p)N 1. Data o valoare ¢, din intervalul [, atunci capetele @, si «, ale

intervalului actualizat /, sunt determinate conform urmatorului algoritm:

Ul. | Daca ¢(a,) > d(e)), atunci o = si o, =@,
U2. | Dacd ¢(a,) < d(e,)) si ¢'(a,) (e, —,)>0, atunci @, =@, si &
U3. | Dacd ¢(a,) < d(e)) si ¢'(,) (e, —,) <0, atunci @, =@, si @

=

u

+
u
+
u

Q.

Acest algoritm de actualizare a intervalului se poate utiliza pentru a determina un
a care satisface conditiile Wolfe tari exprimate mai sus prin intermediul multimii

T(p). Initial &, =0 si «, =00. Se considera o valoare «, €[, , % ., ]- Daca

max

cazurile Ul si U3 sunt indeplinite, atunci s-a determinat un interval cu capetele ¢,
si «a, care satisface (4.5.12). Dacd, pe de alta parte, conditia U2 este indeplinita

atunci procedura se poate repeta cu un ¢, din intervalul [, ¢, ]. In acest fel,

max
atat timp cat U2 este indeplinitd continudm sd generam valori de incercare din

intervalul [¢,,a,,, ]. De-a lungul acestui proces impunem ca si valoarea o, sd

max ]

fie utilizata ca o valoare de incercare. Aceasta se poate realiza prin alegerea
' €| Min {0, 0,y )+ Uy | (4.5.13)

max
unde factorul J,, >1. Deoarece initial &, =0 si ¢#(0)=0, atunci daca U2 este
satisfacuta, sirul «,,,,... este crescator cu

#(c,) <0 si #(e,) <0, k=0,1,.... (4.5.14)
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Algoritmul de cautare se termind cu ¢, dacd #(a, )<0 si ¢'(e,,)<O.

Astfel, dupd un numar finit de incercari, algoritmul se termind fie cu ¢« , fie

max
genereaza un interval pentru care capetele satisfac (4.5.12).

Cu acest interval care satisface (4.5.12) repetam procedura de actualizare
de mai sus pentru a rafina intervalul. Daca algoritmul de cautare nu genereaza un

interval / in [, .

x| care sa satisfaca (4.5.12), atunci sirul {ak} de valori de
incercare este descrescator cu

#(e,)>0 sau ¢'(,) 20, k=0,1,.... (4.5.15)
Daca se utilizeaza un ¢, cu ¢(er,) <0 si ¢'(a,) <0, si ne plasam in cazurile U2
sau U3, atunci algoritmul de actualizare a intervalului arata ca intervalul /, se afla

la dreapta lui ¢,. Deoarece @, =, , atunci intervalul /, contine [, .,

min > min > max] .

Daca ne plasam in cazul Ul, atunci @(er,) <0, si deci o, 2¢,,,. Ca atare,

intervalul actualizat contine [« ., ].- Ca mai sus, in aceasta analiza fortdm

min >
algoritmul ca sd utilizeze ¢, ca valoare de incercare cand (4.5.15) are loc si

a,., > 0. Aceasta se face prin alegerea
max{é‘minat’amin}]a (4516)

unde factorul o, <1. (Moré si Thuente considera J,, =1.1si o, =7/12.)
Observam ca alegerile (4.5.13) si (4.5.16) sunt asiguratorii in sensul cd (4.5.13)
este utilizat numai cand (4.5.14) are loc, in timp ce (4.5.16) este utilizat doar cand
(4.5.15) are loc. Dacd algoritmul de cautare generecazi un interval [ din
[amin’a

a € [0{

min 2

ax ] » atunci trebuie sa introducem o reguld care sa garanteze ca alegerea

lui &, forteaza ca lungimea lui / sa tinda la zero. Moré si Thuente sugereaza ca

daca lungimea lui / nu se reduce cu un factor & <1 dupa doua incercari, atunci se
utilizeaza un pas de bisectie pentru a obtine o noud valoare ¢,. (Moré si Thuente

considera 0 =0.66.) Dupda cum se vede algoritmul este destul de complicat
beneficiind de o analiza foarte subtild a functiilor reale de o variabila reala”. Acest
algoritm de cautare este utilizat in algoritmii de optimizare fara restrictii LBFGS
[Liu si Nocedal, 1989], TNPACK [Schlick si Fogelson, 1992a,b] si CGPLUS
[Gilbert si Nocedal, 1992].

Mult mai elaborat este algoritmul de cautare bazat pe conditiile Wolfe
aproximative, dezvoltat de Hager si Zhang [2005]. Spre deosebire de algoritmul lui
Mor¢ si Thuente, algoritmul lui Hager si Zhang in toatd analiza utilizeaza functia

@(a) pentru a determina un interval de cdutare [, @, ] care satisface conditiile:

p(a@)<p0)+¢,, ¢'(a)<0si ¢'(a,)20, (4.5.17)

% Cititorul interesat poate consulta codul Fortran prezentat pe CD-ul anexat lucririi
(subrutina MTLINES.FOR). Vezi si programul LSTEST.FOR, care aratd cum se
initializeazd cautarea liniard Wolfe tare implementata 1n aceasta subrutina.
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unde & =0 este o estimatic a erorii in valoarea functiei f la iteratia k.

Conditiile (4.5.17) se numesc conditiile de panta opusa. Avantajul utilizarii
conditiilor (4.5.17) constd in faptul ca in precizia finitd a calculatorului aceste
conditii sunt de mai mare incredere decat conditiile (4.5.12) utilizate de Moré si
Thuente.

Dat un interval [¢;,,]care satisface (4.5.17), precum si un punct ¢,

Hager si Zhang prezintd urmatoarea procedura de actualizare a acestui interval
pentru a determina o lungime a pasului care sd verifice conditiile Wolfe

aproximative. Intrarea in aceastd procedura este intervalul curent [¢,,cr,] si o

valoare ¢, generatd fie prin procedura secantei, fie prin aceea a bisectiei, proceduri
pe care le vom explica putin mai jos. lesirea din aceastd procedura este intervalul
actualizat [¢,,c, ]. Procedura este urmatoarea;

[a;r’a;] = update(alaauaat)

U0. | Daca ¢, ¢ (,,a,),atunci @ =, si o, =a,.

u

Ul. | Dacd ¢'(,) 20, atunci ] =@, si @, =0, .

U2. | Dacd ¢'(,) <0 si () <p(0)+¢,,atunci @, =@, si @, =q, .

U3. | Dacd ¢'(a,)<0 si o(a,)>@p(0)+¢,, atunci @ =¢,, a, =, si se

executa urmatorii pasi:

a) Se pune 0 =(1-6)a, +0a, . Daca ¢'(5) >0, atunci &, =96 .

b) Dacd @'(6) <0si @(8) < p(0)+¢,, atunci @, = si se continud cu
pasul a).

c) Dacd ¢'(6) <0 si p(5) > @(0)+¢, ,atunci @, =0 si se continud cu

pasul a).

In procedura update, @ este un parametru din (0,1). Dupi executia pasilor Ul-
U3 se obtine un nou interval [¢, ,a, ] C[,,,] pentru care capetele &, si «,
verifica conditiile de panta opusa (4.5.17). Observam ca ciclul scufundat in U3a-
U3c este finit deoarece lungimea intervalului @, —¢," tinde la zero, iar in capetele
intervalului urmatoarele conditii au loc:
+ +
9'(a) <0, o(a))<p(0)+5,,
+ +
¢,(au ) < 0’ ¢(au ) > (D(O) + gk'
Intrarea ¢, in procedura de actualizare de mai sus se genereaza printr-un

algoritm special de tip secantd. Daca «, se obtine prin procedura secantei bazata pe

valorile functiei in ¢, si ¢, , atunci
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0,9 (a,)-a,9' ()
9'(a,)-¢' (o)
Hager si Zhang utilizeaza urmatoarea procedura secanta:

a, =secant(q,,a,) =

[a) &} 1= secant’ (e, a,)

Sl. | a, =secant(a,,,) si[a,b]=update(a,,c,,a,) .

S2. | Dacd a, =b, atunci &, =secant(c,,b).

S3. | Dacd &, =a, atunci @, =secant(e,,a) .

S4. | Daca a, =a sau ¢, =b, atunci [, , ¢, | =update(a,b,a,") . Altfel

la,a,]1=[a,b].

Hager si Zhang [2004] demonstreazd cd rata de convergenta a procedurii
secant® este 1+~/2 ~2.4.

In continuare sa prezentim procedura care genereazd un interval initial
[a,,a,] care satisface conditiile de pantd opusa (4.5.17). Se incepe cu o estimatie

initiald [0, ¢, ] . Procedura este urmatoarea:

la,,a,]=bracket(c,)

B0. | Seinitializeazd j=0 si ,, =¢,.

Bl. | Daca ¢'(a;)20, atunci @, =@, si @, =a,, unde i< j este cel mai

i

mare intreg astfel incat ¢(«, ) < @(0)+ ¢, , stop.

B2. | Daca ¢'(a;) <0si p(a;) > ¢(0) + &, , atunci

o), a,]=update(0,a,,a,) , stop.

B3. | Altfel, se pune ¢,

tj+1

=wa,, j=j+1sise continud cu BI.

Parametrul @ > 0 este factorul prin care @, este crescut la fiecare iteratic a
procedurii. Cresterea lui ¢, este continuatd pana cand fie panta ¢'(e,) devine

negativa, ceea ce inseamna executarea lui Bl, fie valoarea functiei ¢(c,) este

destul de mare pentru a executa B2.

In finalul acestei discutii si prezentim procedura utilizata pentru a genera
valoarea ¢, utilizatd in procedura bracket. Daca k =0 (deci la prima iteratic a

algoritmului) si daca utilizatorul nu a specificat o valoare initiala In cautarea liniara
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(ceea ce nu este cazul pentru cautarea Wolfe, sau cautarea Wolfe tare), atunci se
genereaza una astfel:

a) | Daca x, # 0, atunci &, = r||x0||w /||g0||00 , stop.
b) | Daca f(x,)#0, atunci ¢, =T|f(x0)|/|
¢) | Altfel, se pune &, =1, stop.

g0|w , stop.

In aceasti initializare parametrul 7 € (0,1) este un factor care reduce putin valorile
utilizate pentru calculul lui ¢,. Rationamentul care a stat la baza acestei proceduri
este urmdtorul. Daca f(x)=c, +cszx, unde ¢, >0, atunci clar minimul se
atinge pentru x=0. Lungimea pasului care realizeaza acest minim este
a= ||x0||oo / || <) ||OO . Intru-cat aceasta estimatie este departe de a fi una buna, atunci o
inmultim cu un scalar mic 7 pentru a ne mentine la urmdtoarea iteratie langa x,.
Daca x, =0, atunci estimatia de mai sus nu este bund si ca atare consideram
aproximarea f(x)~c,x'x pentru care lungimea optimi a pasului este
a= 2| f (x0)|/ || g0||2. Din nou inmultim aceasta estimatie cu 7 pentru a fi langa
X, la urmatoarea iteratie. Daca, pe de altd parte, f(x,) =0, atunci din nou aceasta
estimatie a lui & nu convine si in acest caz se considera o, =1.

Pentru k > 0, deci la urmatoarele iteratii ale algoritmului de minimizare a
functiei f, Hager si Zhang sugereaza o tehnica utilizata in cautarea liniara Wolfe,

anume de a utiliza valoarea de la pasul anterior ¢, ;. Daca ¢(r,c, ) < ¢(0),
unde 7, € (0,1) este un factor suficient de mic, si daca polinomul de interpolare
corespunzator valorilor @(0), ¢'(0) si ¢(7,c, |) este tare convex cu minimul in
a,, atunci se considerd o, = a,. Altfel, se pune «a, =7,c,_,. Aceasta idee de a

utiliza valorile anterioare ale lungimii pasului pentru a initializa cdutarea la pasul
curent a fost studiatd de Hirst [1989] in teza lui de doctorat.

Cu aceste preparative, algoritmul de cautare liniard bazat pe conditiile
Wolfe aproximative al lui Hager si Zhang este urmatorul:

Algoritmul 4.5.2. (Cautarea liniara Wolfe aproximativa Hager-Zhang)
LO. | Se determind ¢, prin procedura de initializare descrisa mai sus. Se pune

la,,,,]=bracket(a,),si j=0.

- _ 2
L1. | Se calculeazd [¢, @, ] = secant”(a;, &, ).

L2. | Dacd @, —a, > y(a,, —¢;),unde y €(0,1), atunci ¢, =(e, +,)/ 2 si

le,,a, 1 =update(a,,c,,c,) .

L3. | Sepune j=j+1, [¢;,,]=[e,a,] sise continud cu pasul L1.
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Vedem cé algoritmul este foarte complicat, cu multe interpretari ale diverselor
conditii care apar in formularea relatiilor Wolfe aproximative, cu utilizarea
tehnicilor de interpolare patratica sau cubica si a secantei. Toate acestea se sprijina
pe multd cunoagstere empirica obtinutd din experimente numerice. Procedura de
cautare liniard Hager-Zhang este o extensie foarte subtild a procedurii elaborate de
Mor¢ si Thuente. Pentru ambele proceduri se demonstreaza teoreme care asigura
buna definire a algoritmilor si convergenta acestora la o lungime pozitiva a pasului
de deplasare. Important este faptul cd algoritmul de cautare Hager-Zhang
determind o lungime a pasului cu o acuratete de ordinul lui epsilon masina, fata de
ceilalti algoritmi (Wolfe, Wolfe tare) care determind lungimea cu acuratetea de
ordinul lui radical din epsilon masina [Hager si Zhang, 2006a]’.

Dupa cum am vazut pentru determinarea lungimii pasului de deplasare o,

de-a lungul directiei d, se dispune de o multitudine de algoritmi, de diverse
complexitati, pentru care s-au adus justificari si demonstratii ale bunei lor definiri
si convergente. Problema care rdmane, si care constituie intotdeauna marea
provocare a unei teorii, este aceea a eficientei acestor algoritmi, a capabilitatii lor
de a rezolva in mod eficient probleme de optimizare fard restrictii — domeniu de
care ne ocupam noi aici. De aceea in cele ce urmeaza vom considera trei algoritmi
de cautare liniara: backtracking, cautarea liniara Wolfe (standard) (Shanno-Phua)
si cautarea liniara Wolfe tare (Moré si Thuente) pentru care vom vedea
comportarea acestora in ceea ce priveste rezolvarea unor probleme de optimizare
fara restrictii. In acest sens, pentru a vedea performanta algoritmilor de cautare
liniara de mai sus vom considera cea mai simpld metodd de optimizare fara

restrictii, metoda pasului descendent, pentru care x,,, =X, —«,g, , adicd directia

de deplasare este directia negativa a gradientului in punctul curent, iar lungimea
pasului ¢, este calculatd de cei trei algoritmi de cdutare liniard de mai sus”.

Mentiondm cd metoda pasului descendent va fi analizata in detalii in capitolul 5.

Exemplul 4.5.1. Fie functia:
2

F0=5 -1 4] 3025

cu punctul initial x, =[1,2,...,n], unde n=100. Atunci performanta algoritmilor

de mai sus este prezentatd in tabelul 4.5.1, unde #iter reprezintd numarul de iteratii,
#fg este numarul de evaluari ale functiei si gradientului, CPU(s) este timpul de

A * . - A . . .
calcul in secunde, f este valoarea functiei in punctul de minim, iar ||g|| este

norma gradientului in punctul de minim.

3 Algoritmul 4.5.2 este implementat in programul CG_DESCENT.FOR elaborat de Hager
si Zhang, si se poate consulta pe CD-ul anexat lucrarii (subrutina cg_line).

* Cititiorul interesat poate consulta programul LSTEST.FOR care include subrutinele
BACK, WOLFE si MTLINES care implementeazd algoritmii de cautare liniara
corespunzatori si care se gaseste pe CD-ul atagat lucrarii.
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Tabelul 4.5.1. Performanta algoritmilor de cautare liniara inexacta.
Algoritmul pasului descendent.

Metoda #iter #fg CPU(s) f* ” g”
Backtracking 137 2836 62.47 75 0.953999¢-06
Wolfe 14 48 1.18 75 0.680075e-06
Wolfe tare 20 103 2.39 75 0.248833e-06

Exemplul 4.5.2. Fie functia
n—1
f(x)=0Cx,— 2)612)2 + 2(3)@ - 2)61.2 - X, —2x,, + 1) + (3x, - 2xf -x, , + 1)°
i=2

cu punctul initial x,=[-1,-1,...,—1] si n=100. Tabelul 4.5.2 contine
performantele algoritmilor considerati.

Tabelul 4.5.2. Performanta algoritmilor de cautare liniard inexacta.
Algoritmul pasului descendent.

Metoda #iter #fg CPU(s) f* ” g"
Backtracking 607 13665 330.81 0.397067 0.827037e-06
Wolfe 78 195 4.58 0.222e-13 0.826909e-06
Wolfe tare 93 289 6.85 0.1575e-13 | 0.797402¢-06

Exemplul 4.5.3. Fie functia

n/2

f(x)= Z(l S—=x, ,+ xzi_lle‘)2 +
P
(2.25—2x, , + x2i71x22i)2 +(2.625—x,,_, + x2i71x§i)2

cu punctul initial x,=[1,0.8,...,1,0.8] si n=100.Tabelul 4.5.3 contine
performantele acestor algoritmi.

Tabelul 4.5.3. Performanta algoritmilor de cautare liniara inexacta.
Algoritmul pasului descendent.

Metoda #iter #fg CPU(s) f* ” g”
Backtracking 1142 19617 47728 | 0.1254e-12 | 0.984514e-06
Wolfe 1087 2218 52.27 0.5976e-12 | 0.681328¢-06
Wolfe tare 300 898 21.73 0.1337e-11 | 0.928115¢-06
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In urmitorul experiment numeric si vedem performantele celor trei
algoritmi de cautare liniara in contextul unui algoritm de gradient conjugat.
Algoritmii de gradient conjugat sunt mult mai performanti decat algoritmul pasului
descendent si vor fi tratati in capitolul 8 al acestei monografii. In metoda

gradientului conjugat iteratiile sunt determinate utilizand relatia x,,, =x, +,d, .
Directia de cautare se calculeaza sub forma d,,, =—g, + f,d, , in care parametrul
B, se determind conform unei relatii care defineste algoritmul de gradient

conjugat. Lungimea pasului ¢, se calculeazd conform celor cei trei algoritmi de

cautare liniara de care discutam mai sus’. In acest experiment considerim
. . . A T T T

algoritmul Hestenes si Steifel in care S, =g,,,v,/y,d,,unde y, =g,,,—g,. In

urmatoarele exemple se considera aceleasi functii ca in cele trei exemple prezentate
mai sus, dar cu un numar diferit de variabile. In tabelele de mai jos se aratd
performantele acestor algoritmi de cautare liniard (numar de iteratii, numar de
evaluari ale functiei si gradientului, timpul de calcul cpu) in contextul algoritmilor
de gradient conjugat.

Exemplul 4.5.4. Fie functia din exemplul 4.5.1, in care n=10000 . Tabelul 4.5.4
prezinta performantele algoritmilor de cautare liniard considerati in acest studiu.

Tabelul 4.5.4. Performanta algoritmilor de cautare liniard inexacta.
Algoritmul de gradient conjugat Hestenes-Stiefel.

Metoda #iter #fg CPU(s) f* ” g”
Backtracking 229 7977 132.15 9453.238852 0.606498e-04
Wolfe 115 2912 52.94 9453.238852 0.127230e-05
Wolfe tare 23 107 2.20 9453.238852 0.576972¢-05

Exemplul 4.5.5. Fie functia din exemplul 4.5.2, in care »n =10000 . Tabelul 4.5.5
prezinta performantele algoritmilor de cautare liniard considerati in acest studiu.

Tabelul 4.5.5. Performanta algoritmilor de cautare liniard inexacta.

Algoritmul de gradient conjugat Hestenes-Stiefel.

Metoda #iter #fg CPU(s) f* || g”
Backtracking 264 5070 9.39 1.961211 0.627392¢-05
Wolfe 44 82 0.82 0.302616e-13 | 0.189612e-05
Wolfe tare 68 164 1.48 0.712527 0.322331e-05

> Rezultatele prezentate sunt obtinute cu programul LSCGTEST.FOR, in care sunt
implementati 20 de algoritmi de gradient conjugat, si care contine subrutinele BACK,
WOLFE si MTLINES care implementeaza algoritmii de cautare respectivi. Acest program
se gaseste pe CD-ul anexat lucrarii.
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Exemplul 4.5.6. Fie functia din exemplul 4.5.3, in care n =10000 . Tabelul 4.5.6
prezintd performantele acestor algoritmi.

Tabelul 4.5.6. Performanta algoritmilor de cautare liniara inexacta.
Algoritmul de gradient conjugat Hestenes-Stiefel.

Metoda #iter #fg CPU(s) f* ” g”
Backtracking 84 1075 10.87 0.581314e-10 | 0.691753e-04
Wolfe 12 22 0.39 0.103860e-14 | 0.319524e-07
Wolfe tare 16 34 0.60 0.147450e-12 0.104290e-05

Din aceste experimente numerice vedem ca algoritmii de cautare liniara Wolfe
Shanno-Phua (SP) si Wolfe tare Moré-Thuente (MT) sunt mult mai performanti
decat cautarea liniard cu backtracking. Aceasta nu constituie o surprizd deoarece
cautarea cu backtracking este extrem de simpla. Ea tine seama numai de valorile
functiei. Totusi, din experimentele numerice de mai sus nu putem concluziona care
dintre cei doi algoritmi de cautare liniard: Wolfe (in implementarea Shanno-Phua)
sau Wolfe tare (in implementarea Moré-Thuente) este mai performant. De aceea
vom efectua urmatorul studiu numeric in cadrul algoritmilor de gradient conjugat.

Studiu numeric. (Wolfe: Shanno-Phua versus Wolfe tare: Moré-Thuente)
Pentru a compara acesti algoritmi de cautare liniara in contextul algoritmilor de
gradient conjugat am considerat un set de 38 de probleme de optimizare fara
restrictii si pentru fiecare problema am considerat 10 instantieri in care numarul de
variabile n 1ia valorile: 1000,2000,...,10000. Deci in total am rezolvat 380 de
probleme®. Atat algoritmul de gradient conjugat Hestenes-Stiefel care utilizeaza
cautarea Wolfe cat si cel care utilizeaza cautarea Wolfe tare folosesc acelasi test de
oprire a iteratiilor:

”Vf(xk)nz < €
unde &, = 107 . Problemele de test sunt din colectia CUTE [Bongartz, Conn,

Gould si Toint, 1995], impreuna cu alte probleme de optimizare fara restrictii
construite in acest scop.

Studiul numeric a fost facut in urmatorul context. Fie fl.SP si fl.MT valorile
functiei de minimizat i in punctul de optim calculate de algoritmul de gradient
conjugat Hestenes-Stiefel care utilizeaza cautarea Wolfe (implementarea Shanno-
Phua), respectiv de acelasi algoritm care utilizeaza cautarea Wolfe tare
(implementarea Moré-Thuente), pentru 7 =1,...,380 . Zicem ca in cazul particular

al problemeii algoritmul SP este mai performant decat algoritmul MT daca

‘fiSP_ﬁMT‘<10—3

% Problemele au fost rezolvate cu programul LSCGTEST.FOR care se giseste pe CD-ul
anexat acestei monografii. Numele functiilor de minimizat, considerate in acest studiu, se
afla in fisierul LSCGPROB.TXT.
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si numdrul de iteratii, sau numarul de evaluari ale functiei si gradientului sau
timpul de calcul al lui W este mai mic decat numarul de iteratii sau numarul de
evaludri ale functiei i gradientului sau timpul de calcul corespunzitor lui MT. Din
cele 380 de probleme rezolvate de SP si MT, numai 340 satisfac criteriul de mai
sus.

Tabelul 4.5.7 contine numarul de probleme din cele 340 pentru care SP
versus MT a realizat numarul minim de iteratii (#iter), numarul minim de evaluri
ale functiei si gradientului (#fg), respectiv timpul de calcul CPU minim (CPU).

Tabelul 4.5.7. Performanta algoritmilor de cautare liniard inexacta bazati
pe conditiile Wolfe si Wolfe tare.
Algoritmul de gradient conjugat Hestenes-Stiefel.

Wolfe (SP) | Wolfe tare (MT) =

#iter 187 130 23
#fg 226 106 8

CPU 207 110 23

De exemplu, referitor la numarul de iteratii, SP a fost mai bun in 187 de probleme
(adica a realizat un numar minim de iteratii in 187 de probleme) fata de MT care a
realizat un numar minim de iteratii numai in 130 de probleme. SP si MT au
rezolvat un numar de 23 de probleme in acelasi numar de iteratii. Din acest tabel
vedem clar ca SP este mai performant decat MT. Performantele acestor algoritmi
au fost vizualizate utilizand profilul Dolan-Moré [2002], ca in figurile 4.5.1 si
4.5.2.

_-_F-'—-_'___,—-'-d-—_

0.9r .
A Gradientul conjugat Hestenes-Stiefel cu ]

cautarea liniara Wolfe
0.7+ .
06+ .

Gradientul conjugat Hestenes-Stiefel cu

cautarea liniara More-Thuente
05+ .
0.4+ .

MNumarul de evaluari ale functiei si gradientului. 340 de probleme
[]_3 1 1 | | 1 1 |

0 2 4 6 g 10 12 14 16

Fig. 4.5.1. Numarul de evaludri ale functiei.
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Pentru fiecare algoritm reprezentdm grafic fractia din numarul de probleme pentru
care algoritmul a fost cu un anumit factor mai bun in privinta numarului de evaluari
ale functiei si gradientului sau a timpului de calcul. Partea din stinga din figurile
4.5.1 si 4.5.2 arata procentajul din cele 340 de probleme pentru care un algoritm
este mai bun. Partea din dreapta aratd procentajul problemelor care au fost
rezolvate cu succes de fiecare algoritm. Vedem ca ambii algoritmi au rezolvat cu
succes toate cele 340 de probleme.

0.9+ .
0.8 ] _ _ i
Gradientul conjugat Hestenes-Stiefel cu

cautarea liniara YWolfe
0.7+ .
06F Gradientul conjugat Hestenes-Stiefel cu .
cautare liniara More-Thuente
05+ .
04r i .
Timpul de calcul cpu (secunde). 340 de probleme

0_3 1 1 1 1 1 1 1

0 2 4 G 8 10 12 14 16

Fig. 4.5.2. Timpul de calcul cpu (secunde).

Concluzia acestui studiu numeric este cd in cadrul algoritmului de gradient
conjugat Hestenes-Stiefel cautarea liniard bazatd pe conditiile Wolfe este mai
performanta decat cea bazatd pe cautarea liniard Wolfe tare. Totusi, acesta nu este
un rezultat definitiv. Este foarte posibil ca pentru alti algoritmi de optimizare fara
restrictii sd obtinem alte rezultate, In ceea ce priveste eficienta cautarii liniare. Ceea
ce putem spune este ca algoritmii de cautare liniard Wolfe (standard: Shanno-Phua,
tare: Moré-Thuente sau aproximativa: Hager-Zhang) raman procedurile de baza
utilizate In optimizarea fara restrictii utilizata la nivel industrial.
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