I3 =) (3] 5 [ ) | ) o | ) o ) | T ) | o e ) ) i | ) ) | ) e )

METODE DE OPTIMIZARE
UNI-DIMENSIONALA

In acceptiunea actuald, un algoritm de optimizare de tipul (1.4.1) este
compunerea a doua aplicatii: prima determina directia de deplasare catre minim, in
care se presupune ca directia este descendenta. A doua determind lungimea pasului
de deplasare de-a lungul acestei directii, care in esenta ei este o metodda de
minimizare pentru functii care depind de o singura variabila:

min p(ax), a€R.

De aceea orice metoda de optimizare a functiilor de o singura variabild se poate
utiliza in acest scop. Totusi, vom vedea cd 1n cadrul algoritmilor de optimizare se
instituie o serie de proceduri care tin seama de valorile functiei de minimizat si de
gradientul acesteia, conducand astfel la algoritmi eficienti de optimizare. Metodele
de determinare a lungimii pasului se grupeaza in doud clase: metode de alegere
optima si metode de alegere economica [Dennis si Schnabel, 1983].

Metodele de alegere optima, cunoscute inca ca si metode de cautare exacta,

urmiaresc determinarea lui & din conditia de realizare a minimului functiei f(x)

in directia d,, adica (o) = f(x, +ad,) . Cele mai eficiente metode din aceasta

clasa se bazeaza fie pe explorare (cautare) directd, fie pe interpolare cu sau fara

utilizarea derivatelor functiei de minimizat.

Metodele de explorare directa procedeaza la identificarea unui interval [a,b] < R
. * o ¢ N N . o . .o .

care contine punctul ¢ , urmatd imediat de o reducere iterativa a lungimii acestuia

pand la o valoare mai micd decat o tolerantd impusd de localizare a lui a.
Eficienta acestui mod de abordare depinde de strategia de constructie a lantului de

intervale [a,,b,], k=1,2,---care contine o' . Cele mai cunoscute metode de

explorare directa sunt: metoda sectiunii de aur si metoda Fibonacci, pe care le vom
prezenta In acest capitol. Tot Tn aceastd clasd de metode de explorare directa se
considera a fi si metodele clasice Newton-Raphson si a secantei pe ce care le vom
discuta in capitolul 6 Intr-un context mai general.

Metodele de interpolare determind o aproximatie a lui o utilizand fie valorile
functiei de minimizat f(x, +ad,) in puncte din intervalul initial de cautare

[0,L], fie valorile functiei si ale derivatei acestei Vf(x, +ad,) d, in doud
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puncte din [0,L], unde L este o aproximatie initiald a lui &, de exemplu L =1.
Cu aceste valori se construieste polinomul de interpolare de gradul doi sau trei
q(a) al functiei f(x, +ad,), pentru o >0, si se determind punctul de minim

& al lui g(e). Cele mai cunoscute sunt metoda de interpolare patratici (in doua

sau trei puncte) si metoda de interpolare cubica.

Scopul acestui capitol este de a prezenta metode de determinare a lungimii
pasului, cunoscute incd ca §i metode de cautare liniard, utilizand tehnici de
alegere optima a acestei lungimi.

Metodele de alegere economica a lungimii pasului, pe de altid parte,

- . . * . .. o o ee . . . .
urmdresc determinarea lui & din conditia realizarii unei reduceri semnificative a
valorii functiei f in directia d,. De reguld acestea aleg pasul & pe baza unor

majordri convenabile a diferentei f(x, +ad,)— f(x,)=@(a)—@(0). Aceste
metode vor fi tratate in detaliu in capitolul 4.

3.1. METODA iNAINTE-INAPOL. F UNCTII UNIMODALE

O metodd simpla de determinare a unui interval initial de cadutare este datd de
metoda Tnainte-Tnapoi. Ideea acestei metode este urmatoarea. Se considerd un punct
initial §i o lungime initiald a pasului. Deplasandu-ne inainte se determina trei
puncte din intervalul de cautare in care geometria functiei ¢ aratd valorile ,,mare-
mic-mare”. Daca aceasta nu este posibil, atunci ne deplasam napoi. Altfel spus, dat
punctul initial ¢, si lungimea initiala /,>0, atunci dacd @(a, +h,) < @(a,),
atunci plecdm din punctul «, + 4, si continudm deplasarea inainte cu o valoare a
pasului mai mare atdit timp cadt wvalorile functiei cresc. Daca,
o(a, +hy) > @p(a,),atunci din ¢, ne deplasam inapoi atdt timp cat valorile
functiei cresc. In acest mod vom obtine un interval initial de ciutare care contine
minimul & [Bazaraa, Sheraly si Shetty, 1993].

Algoritmul 3.1.1 (Algoritmul inainte-inapoi)

Pasul 1. | Initializare. Se considerd: ¢, €[0,40), h, >0, si factorul # >1 (de

obicei ¢ =2). Se evalueaza ¢(c,) sise pune k =0.

Pasul 2. | Compararea valorilor functiei. Se pune «,,, = «, +h, si se calculeaza

@ =9(a,,,). Daca @,,, <¢@,, atunci se continua cu pasul 3; altfel

se executa pasul 4.

Pasul 3. | Pasul inainte. Se pune h,, =th,, a=a,, o, =0,,,, ¢, =0,

k =k +1 si se continud cu pasul 2.

Pasul 4. | Pasul inapoi. Daca k =0, atunci se inverseaza directia de cautare. Se
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pune:h, =—h,, a, =a,,, si se continud cu pasul 2, altfel, se pune:

a=min{a,a,,}, b=max{a,a,,} sistop. ¢

Metodele de cautare liniara se bazeaza pe proprietatea de unimodalitate a functiei
in directia de cautare. Aceastd proprietate este foarte naturala pentru functiile
continuu diferentiabile, mai ales datoritd faptului ca intervalul de incertitudine este
acceptabil de mic.

Definitia 3.1.1. Fie functia @:R — Rsi intervalul [a,b]C R. Daca exista
o' €la,b] astfel incit @(cr) este strict descrescitoare pe [a,a ] si strict
crescdtoare pe [a ,b], atunci @(a) se numeste functie unimodald pe [a,b].

Intervalul [a,b] se numeste interval de unimodalitate pentru functia @(c) .
Functiile unimodale se pot defini inca sub forma:

Definitia 3.1.2. Daca exista un unic punct a e [a,b] astfel incdt pentru orice
a,,a, €la,b], o, <a,, urmatoarele conditii au loc:

-dacd o, < o, atunci p(a,) > @(a,);

-dacd o, >, atunci p(a,) < p(a,);

atunci functia @(a) este unimodald pe intervalul [a,b].

Observam imediat cd functiile unimodale nu implicA continuitatea si
diferentiabilitatea. Proprietatea importanta a functiilor unimodale consta in faptul
ca 1n procesul de cautare putem exclude subintervale din intervalul de incertitudine
in care suntem siguri cd minimul functiei nu existd. Urmatoarea teorema aratd ca
daca functia ¢ este unimodald, atunci intervalul de incertitudine se poate reduce

prin compararea valorilor functiei ¢ calculate numai in doud puncte din interval.

Teorema 3.1.1. Fie ¢:R— R unimodala pe [a,b] si fie a,,a, €[a,b] cu
o, <a,. Atunci

(i)  Daca ¢(a,)<@(a,), atunci [a,a,] este un interval de unimodalitate
pentru @ ;

(i) Daca ¢(a,)z@(a,), atunci [a,,b] este un interval de unimodalitate
pentru @.

Demonstratie. (i) Din definitia 3.1.2 observim ci existi a €[a,b] astfel incit
@(ar) este strict descrescitoare pe [a,or | si strict crescatoare pe [ar ,b].

Deoarece ¢(a,) < @(at,), atunci & €[a,a,]. Deoarece ¢() este unimodali pe
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[a,D], rezulta ca este de asemenea unimodala pe [a,a,]. Deci [a,a,] este un
interval de unimodalitate pentru ¢@(«), ceea ce demonstreaza prima parte a
teoremei. Partea (ii) se demonstreaza similar. m

3.2. METODA SECTIUNII DE AUR ST A LUI FIBONACCI

Metoda sectiunii de aur si a lui Fibonacci sunt metode de sectionare. Ideea acestor
metode de minimizare a functiilor unimodale pe intervalul [a,b]C R este de a

reduce iterativ intervalul de incertitudine numai prin compararea valorilor functiei
de minimizat. De indatd ce lungimea intervalului de incertitudine este mai mica
decdt un prag prestabilit, atunci punctele din acest interval se pot considera
aproximatii ale minimului functiei in directia datd. Aceastd clasd de metode
utilizeazd numai valorile functiei §i sunt utilizate in cadrul algoritmilor de
optimizare, in special pentru probleme nenetede sau a caror derivate a functiei de
minimizat au expresii complicate [Gill, Murray si Wright, 1981].

3.2.1. Metoda sectiunii de aur'
Sa consideram deci functia ¢(a) = f(x, + ad,) unimodala pe intervalul [a,b].
La iteratia kK metoda sectiunii de aur a determinat intervalul [a,,b,]. In acest
moment sa considerdm doud puncte A4,z €[a,,b,] cu A <y, si calculam
@(4,) si @(u,). Conform teoremei 3.1.1 avem;

(i) Dacd ¢(4,) < (4 ), atunci punem a,,, =a, si b, = 4.

(it) Daca @(4,) > @(u, ), atunci punem a,,, =4, si b, =b, .
Ramane sa discutdm problema cum alegem punctele A, si 4, . Pentru aceasta
impunem urmatoarele trei conditii:
1. Distantele de la A, si g, la capetele intervalului [a,,b,] sunt echivalente in
sensul ca:

b—A4 =1, —a,. (3.2.1)

2. Rata de reducere a lungimii intervalelor de incertitudine la fiecare iteratie este
aceeasi, adica

! Sectiunea de aur este numdrul irational dat de (1++/5)/2=1.618033989. Aceasta se mai
numeste inca proportia de aur, proportia divina sau numarul de aur. Structurile geometrice
care respectd sectiunea de aur au o anumitd frumusete estetica, recunoscutd incd din
timpurile antice, si care sugereazd un anumit echilibru intre simetrie si asimetrie. Doua
cantititi @ si bcu a>b sunt intr-o proportie de aur daci raportul dintre suma lor la
cantitatea mai mare este egal cu raportul dintre cantitatea mai mare la cea mica, adica

(a+b)/a=alb.
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b, —a,.,=7(b —a,),unde 7 €(0,1). (3.2.2)
3. La fiecare iteratie se executd numai o singura evaluare a functiei de minimizat.
Sa consideram acum cazul (7). Introducand valorile cazului (i) in (3.2.2)

obtinem 4, —a, =7(b, —a,) si apoi combinind aceasta cu (3.2.1) rezultd
b, — A, =y, —a, . Din aceste relatii gasim:

A =a,+(1-7)b,—a,), (3.2.3)

U, =a, +r(b,—a,). (3.24)

In acest caz noul interval este [a,.,,b,,,]1=[a,, 4, ]. Pentru reducerea intervalului

de incertitudine este necesar sa alegem punctele 4, si £,,,. Din (3.2.4) gasim

Mo =, +7(b, —a) =a, + (1, —a,)

=a, +7(a,+7(b,—a,)—a)=a,+7°(b,—a,). (3.2.5)
Daca punem
r’=1-1, (3.2.6)
atunci
My =a+(A=1) b —a,)= 4. (3.2.7)

Rezulta deci cd 1n noul punct £, nu este necesar sa evaluam functia, deoarece
acesta coincide cu 4, in care deja cunoastem valoarea functiei.
In mod similar se demonstreaza ca in cazul (ii) noul punct A, ,, coincide cu

M, . Deci la fiecare iteratie este necesard numai o singurad evaluare a functiei de

minimizat, aga dupa cum am precizat mai sus.
In continuare sa vedem care este rata de reducere a lungimii intervalului de
incertitudine la fiecare iteratie. Rezolvand ecuatia (3.2.6) gasim

145
T=——-—.
2

Deoarece 7 > 0, consideram

r— e =, V5-1

= =(0.618. (3.2.8)
b, —a, 2
Cu acestea, din (3.2.3) si (3.2.4) obtinem
A =a,+0382(b, —a,), (3.2.9)
u, =a, +0.618(b, —a,). (3.2.10)

Deoarece la fiecare iteratie rata de reducere a intervalului de incertitudine este
7=0.618, rezulta cd dacd intervalul initial este [a,,b], atunci lungimea

. . - . .o -1 - - -
intervalului dupa n iteratii este 7" (b, —q,) , ceea ce arata ca rata de convergentd

a metodei sectiunii de aur este liniara [Avriel, 1976]
Cu acestea algoritmul sectiunii de aur este urmatorul:
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Algoritmul 3.2.1 (Algoritmul sectiunii de aur)

Pasul 1. | Initializare. Se determind intervalul initial de incertitudine [a,,b,] si se
considera acuratetea 6 > 0. Se determina punctele initiale 4, si 4 :

A =a,+0.382(b —a,),

M, =a,+0.618(b, —aqa,) .
Se evalueaza @(A4,) si @(u,), sisepune k=1.

Pasul 2. | Se compara valorile functiei de minimizat. Daca @(4,) > ¢(u, ), atunci

se continud cu pasul 3; daca @(4,) < (1, ) , atunci se trece la pasul 4.

Pasul 3. | Cazul (ii). Daca b, — A, <0, stop cu iesirea g ; altfel se calculeaza:
Ay = b, =b, A = 1y P(A) = (1),
My =y + 0618(bk+1 _ak+l) :

Se evalueaza ¢(u,,,) sise continua cu pasul 5.

Pasul 4. | Cazul (i). Daca p, —a, <05, stop cu iesirea A, ; altfel se calculeaza:

A =4 by = My = s o) =9(4),
ﬂ’lm—l =iy + 0382(bk+1 - ak+1) .

Se evalueaza ¢(4,,,) si se continud cu pasul 5.

Pasul 5. | Se pune k =k +1 si se continua cu pasul 2. ¢

3.2.2. Metoda lui Fibonacci
O metoda foarte asemandtoare cu metoda
sectiunii de aur este metoda Fibonacci pe care
acesta a prezentat-o in cartea sa Liber Abaci
scrisd in 1202 unde a discutat girul numerelor
Fibonacci in legaturd cu inmultirea iepurilor.
Principala diferenta fatd de metoda sectiunii de
aur consta in faptul ca In metoda Fibonacci rata
de reducere a lungimii intervalului de
incertitudine nu se defineste in functie de
sectiunea de aur datda de 7=0.618 ci in
functie de sirul numerelor Fibonacci. Cu alte
cuvinte, reducerea lungimii intervalului de
incertitudine variazd de la o iteratie la alta.
5 e Ambele aceste metode au aceeasi ratd de
Fibonacci (1170-1250) convergenta, totusi intr-un anumit sens, metoda
Fibonacci este optima.

Sirul numerelor Fibonacci {Fk} se defineste sub forma:

Fy=F=1, (3.2.11)
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F.=F+F_, k=12,.. (3.2.12)
Daca in relatiile (3.2.3)-(3.2.4) in locul lui 7 se utilizeaza raportul F, , /F, _,.,,

atunci obtinem:

ikzak+(1— Fos J(bk—ak):a,{ﬁLF”"1 (b, —a,).k=1,...,n-1, (3.2.13)

n—k+1 n—k+1

F
W =a, +—*(b,—a,), k=1...,n-1, (3.2.14)
n—k+1
care defineste metoda Fibonacci.
Dacd @(4,)<@(x,), atunci noul interval de incertitudine este

la,.,.b,.,1=a,, 1] Deci, utilizind (3.2.14) obtinem

bk+1 —Qp = Ekk (bk _ak) 5 (3215)
n—k+1
care furnizeaza reducerea la fiecare iteratie. Se vede usor cd aceastd formula este
valabila si in cazul in care ¢(4,) > @(1,).
Presupunem acum ca dorim ca lungimea intervalului final de incertitudine
sd nu fie mai mare decat valoarea 6 >0, adica b, —a, <J, unde & este o

tolerantd data, suficient de mica. Atunci, deoarece

F F F, F 1
b-a=-"0b_-a_)="-2--2L(b—-a)=—(0b—-aq), (3216
n n F’Z( n—1 n—l) F2 F;) F:,l ( 1 l) F:,l( 1 l) ( )
rezulta ca
Fba (3.2.17)
o

Deci, dat intervalul initial [a,,b,], precum §i marginea superioard & a lungimii
intervalului final de incertitudine, rezultd ca putem determina numarul Fibonacci
F, si de aici din (3.2.17) numdrul 7 al acestor numere din secventa Fibonacci.

Algoritmul corespunzator metodei Fibonacci este urmatorul.

Algoritmul 2.2.2. (Algoritmul Fibonacci)

Pasul 1. | Se considerd F, ca primul numir Fibonacci mai mare decat
(b, —a,)/ O . Seinitializeaza: D, =0 si D, =F, .

Pasul 2. | Se considerd punctele: p, =D, +F, ,, p,=D +F,_ , precum si
7, =0p, si y, =0p,.Seevalueazd @, =(y,) si @, = ().

Pasul 3. | Daca @, > ¢, atunci se pune D, = p,; altfel se pune D, = p, .

Pasul 4. | Daca p, = p,, atunci stop; altfel se considera n=n—1 si se continua

cu pasul 2. ¢
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In continuare prezentdm o mica observatie care precizeaza faptul ca pentru
k — o metoda Fibonacci si cea a sectiunii de aur au aceeasi ratd de reducere a

intervalului de incertitudine. Intr-adevir, daca punem F = r*, atunci din (3.2.11)-

(3.2.12) obtinem r> —r—1=0, care rezolvati are solutiile:

1445 1-+/5
]/i = , ]/'2 = —
2 2
Solutia generald a ecuatiei cu diferente finite £, =F, +F, | este
F, = Ar* + Br} . Din conditiile initiale F,=F =1, gisim A=r I\5 s
B=—r2/\/§.Deci

1 1+\/§ k+1 1_\/§ k+1

F,=— —
SN 2 2
Cu acestea
lim£=h=r. (3.2.18)
k—0 Ec 2

Aceasta aratd cd ambele metode de sectionare a intervalului de incertitudine,
metoda sectiunii de aur i metoda Fibonacci, au exact aceeasi ratd de reducere a
lungimii intervalului de incertitudine cand k — oo . Deci metoda Fibonacci
converge cu rata de convergentd 7 . Din punctul de vedere al numarului de puncte
in care functia de minimizat trebuie evaluatd, metoda Fibonacci este optima, ea
cerand cel mai mic numar de evaludri pentru a obtine un interval final de lungime
mai mici sau egaldi cu J. In acest context si metoda sectiunii de aur este
aproximativ optima, ea cerand un numar de evaludri ceva mai mare. Totusi, fiind
mai simpld, metoda sectiunii de aur este mai cunoscuta §i mai utilizata in algoritmii
de optimizare.

3.3. METODE DE INTERPOLARE

Metodele de interpolare pentru minimizarea mono-dimensionald, pentru
determinarea lungimii pasului, sunt o alternativd foarte serioasd la metodele
sectiunii de aur si a lui Fibonacci. Principiul acestei clase de metode constd in a
aproxima functia ¢@(a)= f(x, +ad,) printr-un polinom de gradul doi sau trei,

care impreund cu derivata acestuia ia aceleasi valori In anumite puncte, si de a
considera acea valoare a lui « care minimizeaza acest polinom. in general cand
functia are proprietati bune de analiticitate, de exemplu este continuu diferentiabila,
atunci metodele de interpolare sunt superioare metodei sectiunii de aur si a lui
Fibonacci. De obicei, in algoritmii de optimizare, metodele de interpolare sunt mai
des utilizate decat metodele sectiunii de aur sau Fibonacci.
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3.3.1. Metode de interpolare patratica
Vom prezenta mai multe variante de interpolare patratica in doud sau trei puncte,
pentru care vom demonstra si rezultate privind convergenta acestora.

A) Metoda interpolirii patratice in doua puncte (varianta 1)
Date doua puncte ¢, si «,, precum si valorile functiei ¢(cr;), @(a,) si a

derivatei @'(t,) (sau@’(«,)), se construieste polinomul de interpolare
g(a) =aa’ +ba +c
care satisface conditiile:
q(ay) = aa; +bay +c=g(a),
g(a,) = aa; +ba, +c=op(a,), (3.3.1)
q' () =2ac, +b=¢'(a,).
Notam: ¢, =¢(a,), ¢, = (@), ¢ =¢'(a)) si @, =¢'(a,) . Atunci, din (3.3.1)
obtinem

O =0, — (0{(&’1 —-,)

a= 5 ,
—(a,—a,)
b=(01’+2(01 _¢2_(p1(a12_a2)a1.
(o, —,)
Deci
! . 3.
2a 2900, -9, —a,)

Cu acestea, obtinem urmétoarea formula iterativa:

2
—q + 1 oo, —a, )
Xy = 5 , ,
P =P — 0 (0 — )
unde ¢, =¢(,), ¢, =¢(a,,) si ¢, =¢'(a,), cunoscutd ca formula
interpolarii patratice.
Algoritmul este foarte simplu, odatd determinat ¢, ,,, acesta este comparat cu o

(3.3.3)

si a,_, astfel reducandu-se intervalul de incertitudine. Aceastd procedura continud

pana cand lungimea intervalului este mai micé decat o toleranta data.

B) Metoda interpolarii patratice in doué puncte (varianta 2)
Date doua puncte ¢, si «,, precum si valoarea functie in unul dintre aceste puncte

o(a,) (sau @(a,)) si valorile derivatelor ¢'(e;) si @'(e,), se construieste
polinomul de interpolare g(@) = aa” +ba +c care satisface conditiile:
() = aei +boy +c=g(a))
q'(e))=2ac,+b=¢'(,)), (3.3.4)
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q'(ay) =2ac, +b=9'(a,).

Ca mai sus obtinem

_ b o —a
a=——=a,————2¢. (3.3.5)
1 ’ ’ 1
2a D =P,
Deci, in acest caz obtinem formula iterativa
& — %y
Q=0 ———— ¢, (3.3.6)
P = Pra

cunoscuta ca formula secantei.
Observam ca daca consideram polinomul de interpolare Lagrange

L(a) — (a_al)¢£ _(05_0‘2)(/’1'
a, —q

care interpoleaza @'(a)in punctele ¢ si @, , atunci (3.3.5) se obtine foarte simplu
din L(x) =0.

Teorema 3.3.1. Daca @: R — Reste de trei ori continua diferentiabila i existd
un o astfel incit @'(a’)=0 si ¢"(a’)#0, atunci sirul {ak}generat de (3.3.6)

converge la o cu rata de convergenti de ordin (1+ J5 )/2=1.618 (sectiunea de
aur).

Demonstratie. Observam ca restul
R,(a)=¢'(a)- L(a)=— (/)"’(5)(0! a)a-a,,), Se(o ,,a,).

Pentru ¢ =¢,,,, L(2,,,) =0, deci

P'(ay.,)= %(PW(SZ)(O%A —a N, —o,), (e ,q,).

Acum tinand seama de (3.3.6) obtinem

P =500l E—) (o).

—0.)
Din teorema de medie rezulta ca
(pk Oy =0"(&), & ela ).
T
in plus
(oil = go,.'—(o'(a*) = (ai _a*)¢”(§i) > (-i € (ai’a*)7 i=k-1,kk+1.

Deci

o = L2 ()" (S )
2 9" (Gle" (T

* *
oy — (¢, —a oy —a).
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Definim ¢, = ‘al. ~a'|, i=k-Lkk+1, si fie O<m,< |(p’"(a)| <M,,
0<m <|p"(@)|<M,, K, =mm /(2M}) si K =M,M /(2m;) . Atunci

*

.
Kl‘ak—a‘

a, —a*‘ < ‘a,m —a*‘ < K‘ak —a*Ha,H -a
Deoarece @ si ¢@" sunt continue in @ rezulti ci

G 19"@)
(¢, _a*)(ak—l —a’) 2 (P"(a*) .

Deci

9" ()
29"(m,)
Ca atare, existd & > 0 astfel incat cand punctele initiale ¢, € (@ =35, +6)

€61 éMekek—l s Mt €(e,a), M= |§0m(771)/2¢”(772)|-

K+l

st a, #a,, sirul {ak} tinde la o .

Pentru a vedea rata de convergenta fie z, =Me,, y, =Inz,, pentru
i=k-1kk+1. Atunci z,=z2z_, si Y., =¥+, . Clar, sirul
{ yk} satisface conditia Fibonacci care are ecuatia caracteristica t*—t-1=0 cu
solutiile #, = (1 +/5 )/ 2 sit,=(1 -5 )/2.Deci y, se poate exprima sub forma
V= At! + Bty , k=1,2,..., unde A si B sunt coeficienti determinati din conditiile
initiale. Cand k - o0, Inz, =y, = Atlk . Dar, deoarece

k+1
Zin o CXp(Af ) _
zit [exp(AL)]*
rezultd cd e, /el = M" " ceea ce arati cd rata de convergenta este chiar

=0+ \/g)/2 =1.618, adica sectiunea de aur. m

Teorema aratd ca metoda bazata pe formula secantei este superliniar convergenta.

C) Metoda interpolarii pitratice in trei puncte
Aceasta metodd presupune cd se cunosc trei puncte ¢;, i=1,2,3, precum si

valoarea functiei in acestea ¢, , i =1,2,3 . Conditiile de interpolare sunt:
q(a,)=aa} +ba,+c=¢,, i=1,2,3 (3.3.7)
Rezolvand acest sistem obtinem

g=— (2, —a)p + (a4 — )@, + (2 — )@

(& —a,))a, —a)(a; — )
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p— (@2 —@)p + (a7 —a)p, + (& — ),
(o —a,)(a, —a ) — )
Deci
i _ l (0522 _asz)(ol + (a32 _ 0{12)¢2 + (a12 _ azz)%
2a 2 (a,—ay)p + (s —a), + (o — ), ,

a=- (3.3.8)

cunoscuti ca formula de interpolare patratica in trei puncte.
Analog ca mai sus (3.3.8) se poate obtine din polinomul Lagrange de interpolare

L(a)= (a—a)(a—-a) -+ (a—ao)a-a,) L+ (a—a)(a-a,) !
(al -, )(a1 - a3) (az - )(az - 0(3) (aa - )(az - az)
considerand L'(a) =0.

Algoritmul 3.3.1. (Cautare liniara prin interpolare pitratica in trei puncte)

Pasul 1. | Se considera toleranta &. Se determina trei puncte {al,az,%}intre

care se afld @ . Se calculeazd @, = p(a,), i=1,2,3.

Pasul 2. | Utilizand (3.3.8) se calculeazd o .

Pasul 3. | Daca (a—a,)(a—a;)=0 se continud cu pasul 4; altfel se executa
pasul 5.

Pasul 4. | Din punctele ;,,,a; si & se determind un nou grup de trei puncte

{al, a,, a3} cu care se executd pasul 2.

Pasul 5. | Daca |§ - a2| < &, stop, altfel se continud cu pasul 4. ¢

Urmatoarea teorema aratd ca rata de convergenta a algoritmului bazat pe formula
de interpolare patratica in trei puncte este numai 1.32, mai mica decat a celui bazat
pe formula secantei [Sun si Yuan, 2006].

Teorema 3.3.2. Fie functia ¢(a) continuu diferentiabila de patru ori cel putin si
o astfel incat @'(a’)=0 si ¢"(a')#0. Atunci sirul {ak} generat de formula

(3.3.8) converge la o cu rata 1.32.

Demonstratie. Utilizand polinomul de interpolare Lagrange putem scrie
p(a)=L(a)+R,(a), unde

Ry(a)= %co”’(é)(a o)) a-ay).

Deoarece ¢'(a’)=L'(a’ )+ R(a’) =0, rezulti ca
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20" —(a, + ;) . 20" —(a; +a,)
1 (o, -, — ;) ’ (&, —a3)(a, — )
20" —(a, +at,)
’ (a;—a))o;, —a,)
Observam ca (3.3.8) se poate scrie sub forma
P (a, +ay) n P (a5 + ) n ¢y(a+a,)
l (al - )(051 — a3) (0{2 — & )(az _al) (0!3 _a1)(a3 _az)
2 % " », " % '
(al — )(051 - a3) (0{2 — )(az _al) (0!3 _a1)(a3 _az)

+R)(a’)=0.

a, =

Deci
Ri(a’)
% n ?, n s
(-, —ay) (a,—a)(a,—a) (a;—a)a;—a,)

a —a !
—a, =~
2

Definim ¢, = a - a,, i=1,2,3,4. Din relatia de mai sus rezulta ca
e[-p (e, —e)—py(e; —e) — (e —e,)]
1., -
= _5R3(0! Ne —e,)(e, —e)(e;—¢).
Dar ¢'(a’) =0, deci

0= p(a) +%ef<p"(a*> +0(&).

Neglijand termenii de ordin superior din relatia de mai sus gasim

1 .
e =—*R’ a ).
4 (ﬂﬂ(a ) 3( )

Din interpolarea Lagrange obtinem

Ri(a)= %(0’”(98(05))[(05 —a,)a-a)+(a@—a)a—-o)+(a—a)a—-a,)]

+§¢(4> (e —a)a-a)a-a),

adica
’ * 1 " * 1
Ri(a )= g(o (S(a))ee, +ee, +ee)+ ﬁ(om (Meeye.
Neglijand termenii de ordinul patru obtinem
_9"(¢(@)
€= ne ¥
6¢"(ar)
unde M este o constanti. in general
e =M(e e, e, tee).

(ee, +ee, +ee)=M(ee, +ee +ee),
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Deoarece cind e, =0, e, =0(e,)=0(e,_,), rezulti ci exista M >0 astfel
incat
|ek+2| <M |ek||ek—1

b

adica B B B

M|ek+2| < M|ek|M|e,H|.
Cand |el. , i=1,2,3, sunt suficient de mici astfel incét
0= max{]\ﬂel ,Z\Z|e2 ,M|e3|} <1, atunci ]\7I|e4| S]\7l|el|1\7l|ez| <5, Punem

M|ek| < 0%, atunci
]\7[|ek+2| £M|ek|]\2|ek71| < §UFU 2 5

deci

Gis2 = G T i (3.3.9)
pentru k=2, unde ¢, =q, =g, =1. Ecuatia caracteristicd a lui (3.3.9) este
£’ —t—1=0, care are o radicini reald # =1.32 si doua radacini complex
conjugate |t2| = |t3| <1. Solutia generala a 1lui (3.3.9) este de forma
q, = Atf + Bty +Ct!, unde A4,B,C sunt constante determinate din conditiile
initiale. Clar, cand k —> oo, atunci gq,,, —tq, = Bts(t, —t,)+Cti (t,—1,) > 0.
Deci, cand k este suficient de mare, rezultd ca ¢,,, —tq, >—0.1. Dar

|ek| <(1/M)5% = B, , pentru orice k >1. Deci, cand k este suficient de mare,

Bk+1 — g /ﬁ = Mg < §701 10
B, & /(M) :

care arata ca rata de convergenta este de ordinul £, =1.32. m

Observam ca metoda de cautare liniard prin interpolare patratica in trei puncte are o
ratd de convergentd mai micd decat a celei bazate pe interpolare patratica cu
formula secantei. Explicatia consta in faptul ca interpolarea patraticad in trei puncte
nu utilizeaza informatiile date de derivata functiei ¢ in punctele din intervalul de

cautare. Altfel spus, metoda nu tine seama de curbura functiei ¢. In general in
implementarile avansate se utilizeaza cautarea liniara cu formula secantei.

3.3.2. Metode de interpolare cubica
Aceste metode aproximeaza functia de minimizat ¢@(¢) printr-un polinom cubic.

Aceasta implicd patru conditii de interpolare. Se cunosc mai multe variante. De
exemplu, se pot utiliza valorile functiei in patru puncte, sau valorile functiei in trei
puncte si valoarea derivatei acesteia intr-un punct, sau valoarea functie §i a
derivatei acesteia in doud puncte. In general, interpolarea cubicd are o rati de
convergentd mai bund decat interpolarea patratica, dar aceasta implica calculul
derivatelor si deci computational este mai costisitoare. In cele ce urmeazi
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prezentam interpolarea cubica care utilizeaza valorile functiei si ale derivatei
acesteia, fiecare in doud puncte.
Fie deci doua puncte @ si b in care cunoastem valorile @(a) si @(b),

precum si valorile derivatei ¢@'(a) si @'(b) cu care construim polinomul cubic de
interpolare de forma
pla)=c(a—a) +c,(a—a)’ +c,(a—a)+c,, (3.3.10)

unde ¢,, 1=1,2,3,4 sunt coeficienti care se determina din conditiile:

p(a) = C4 = @(Cl) ’

pb)=c(b~a) +c,(b—a)’ +c,(b-a)+c, = p(b),

pP@)=c;=¢'(a),

p'(b)=3¢c,(b—a)’ +2¢c,(b—a)+c, = ¢'(h).

Dupa cum stim, conditiile suficiente de minim sunt

p'(a)=3c(a-a) +2c,(a—a)+c;=0 (3.3.11)
si
p'(a)=6¢(ax—a)+2c,>0. (3.3.12)
Rezolvand (3.3.11) obtinem
—c, +4/ci =3¢,c
a=a+— 2~ dacic #0, (3.3.13)
3¢,
¢ 5
a=a———,dacd ¢, =0. (3.3.14)
)

Pentru a garanta conditia suficienta (3.3.12), vom considera rddacina cu semnul +
din (3.3.13) pe care combinand-o cu (3.3.14) obtinem

“e G 3G & . (33.15)
3¢, ¢, +4/c; —3cc;

Cand ¢, =0, (3.3.15) este chiar (3.3.14). Atunci, minimul lui p() este

a—a=

G

b
2
¢, +4/¢; —3¢,¢,

care dupd cum se vede este exprimat in functie de ¢,c, si ¢,. Problema este ca

a=a- (3.3.16)

acesta trebuie exprimat in functie de @(a), @(b), ¢'(a) si ¢'(b). Pentru aceasta
fie:
¢ —390)—¢(a)
b-a
Din conditiile de interpolare gasim

s:3M=3[cl(b—a)z+cz(b—a)+c3],
-a

, z=s—¢'(a)-¢'(b), W =z"—¢'(a)p' (D).
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z=s5-¢/(@)- g (B)=cy(b-a)+c,,
W =22 —(@)p/(b) = (b-a) (2 —3c,e,).

Atunci
(b-a)c,=z—c;, M:%,
si deci
¢, +4/65 =3¢ =%. (3.3.17)
Dar ¢, = ¢'(a) si substituind (3.3.17) in (3.3.16) obtinem
_ —(b-a)¢'(a

care se mai poate scrie ca:
o b-ag@Pb) (- =) _(b-a)w-2)
(z+w=¢'(@)p'(h) @ B)Nz+w)=(z"=w") @ b)-z+w
Totusi, relatia de mai sus nu este potrivitd implementarii deoarece numitorul ei

poate fi zero sau foarte aproape de zero. De aceea vom cauta o expresie echivalenta
sub forma urmatoare.

Goa=—"b=0P(@) _(b-a)w-2) _(b-a)-¢(@+w-2)
z+w—¢'(a) @'b)—z+w @' (b)—¢'(a)+2w

=(b—a)[1— Pb)+z+w j
P'(b)=g¢'(a)+2w

Deci

w—g¢'(a)-z
@' (b)-¢'(a)+2w
in (3.3.18) numitorul ¢@'(h)—¢@'(a)+2w# 0. Mai mult, deoarece ¢'(a)<0 si

a=a+(b—a) (3.3.18)

@' (h)>0, rezultd ca w* =z>—¢'(a)@'(b) > 0. Considerdind w> 0, rezulti ca
numitorul @'(b)—¢'(a)+2w>0. Utilizdind aceleasi argumente ca in cazul
interpolarii patratice putem stabili rata de convergentd a metodei de interpolare
cubica. La fel ca 1n cazul teoremei 3.3.1, obtinem

e =M(ee +eje, ),
unde M este o constanti. In acest caz se poate arita ci ecuatia caracteristica este

t*—t—2=0, care are solutia pozitiva ¢ =2 . Deci, metoda de interpolare cubica
in doud puncte este convergenta cu rata de convergenta de ordinul 2.

Metodele prezentate in acest capitol, desi au importanta lor, nu sunt
utilizate In pachetele de optimizare fara restrictii. De aceea nici nu am insistat in
privinta lor. Metodele de cautare liniara utilizate in algoritmii de optimizare fara
restrictii sunt cele economice pe care le discutam in capitolul 4.

Martie 21, 2007



